



?iz ioj>. 


& 


\ 


NAZIONALE 

B. Prov 



227 5 

NAPOLI 




Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 


CAEL FRIEDRICH GAU8S WERKE 


BANL) 1. 


Dipitized by Google 





Digitized by Google 



CARL FRIEDRICH GAUSS 

WERKE 


E R S T E U B A N D 



II K R A 0 S(i EGEI E X 

_ VOX I1KR 

KONIGIJCHEN GESELL8CHAFT DER WISSEN8CHAFTEN 

n 

GOTT1NGEN 

1863. 


Digitized by Google 


Digitized by Google 


« 

♦ 






DISQUISITIONES 

r .•'f' 4 ' • ' 


A R.LT HMETI C A E % 



: * 


D. 


* . 


ia l kin. 
• * 


* * J 

4 


v 

«\ i 

' r 


L I P S I A E 

IN COMMISSIS APUD (iERH. FLEISCHER Jds. 

1801 . 

• V 

• % • 


Digitized by Google 



I 



'it * 


SERENISSIMO 


PRINCIPI AC DOMINO 


CAROLO GUILIELMO FERDINANDO 


BRUXOVICEK81UM AC LUNEBURGEN8IUM DUCI. 


PRINCEPS SERENISSIME 


Summae equidem felicitati milii duco, quod Celsissimo nomini Tro hoc opus inscri- 
bere mihi permittis, qiiod ut Tibi offeram sancto pietatis officio obstringor. Nisi enim 
Tua gratia . Serenissime princeps, introitum mihi ad scientias primum aperuisset, 
nisi jierjietua Tua beneficia studia mea usque sustentavissent, scientiae mathema- 
ticae, ad quam vehementi semper amore delatus sum. totum me devovere non po- 
tuissem. Quin adeo eas ipsas meditationes, quarum partem' hoc volumen exhibet, 
ut suscipere., per plures annos continuare litcrisque consignare liceret. Tua sola 
benignitas effecit, quae ut. ceterarum curarum expers, huic imprimis incumbere 
possem praestitit. Quas quum tandem in lucem emittere cuperem . Tua munifi- 
centia cunctat quae editionem remorabantur, obstacula removit. Haec Tua tanta 
4C'Olc yiotsque conatibus nderita gratissima potius mente tacitaque admiratione 

V • . '* 
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revolvere, quum iustis dignisquc 1 



calebroiv^iossum. .Ndntque non solum 
inCJrt ignorare puto, solennem Tibi 


tali me muneri hawt parent sentio, 

esse tam insignem lihcruHtatem tti otnnCs qni ad optimas disciplinas excolendas 
conferre videntur, neque eas scientias, quae uilgo abstrusiores ef a vitae commu- 
nis utilitate remotiores eroduntur, a patrocinio Tuo exclusas esse, quum Tu ipse 
intimum scientiarum omnium inter.se et necessarium vinculum mente illa sapien- 
■r tissiina oniniumquc (piae ad humanae societati» prosperitatem augendam pertinent . 
jieritissiina, penitus perspexeris. Quodsi Tu, 1’rineeps Serenissime, hune librum, 
et gratissimi ,ln Tu animi et laborum nobilissimae scientiae dicatorum tostenr. 

insigni illo favore, quo me tumdiu amplexus es, liuud indignum indicaveris , ope-. 

• * . t § b * 

ram meam me non inutiliter collocasse, eiusqne honoris, quem prae omnibus in 

votis habui, -compotem me factum esse, milii gratulabor 


P K I N CE P S S K It K NIKS1M K 


Brunoviei mense Julio I S«» I . 


Celsitudinis Tuae scitus addictissimus . • 
(J. F. Gaurk. 
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. Disquisitiones in hoc opere contentae adeam Matheseos partem pertinent, 

** * • 4 - * • * <« • * ' • 

quae ciroa numeros integros versatur, tractis plerumque, surdis scftrper exclusis. 
Analysis indeterminata quatn vocant seu Diophantuea. quae ex inlinitis solutioni- * 
bus problemati indeterminato satisfacientibus eas «eligere docet, quae per nume- 
ros integros aut saltem rationales absolvuntur (plerumque ea quoque conditione 
adieeta ut sint positivi) non est illa disciplina ipsa, sed potius pars eius valde so- 
cialis , ad eamque ita fere se habet, ut ars aequationes reducendi et solvendi (AI- • 

gebra ad universam Analysin. Nimirum quemadmodum. ad Atuiiyffos ditionem 

. * m 

referuntur omnes quae circa quantitatum affectiones generales institui possunt dis- 
quisitiones: ita numeri- integri .(fractique quatenus per integros determinantur) 
obiectum proprium Arttiimeticae oonstitnunt. Sed quum ea, quae Arithmetices 
nomine vulgo traduntur, vix ultra artem numerandi et calculandi (i. e. numeros 
[>or signa idonea e. g. secundum systema docadicum exhibendi, operationesque 
arithmeticas perficiendi) extendantur, adiectis nonnullis quae vel ud Arithmeticam - 
omnino non pertinent (ut doctrina de logaritlunis) vel saltem numeris integris non 
sunt propria sed ad omnes quantitates patent: e re esse videtur, duas Arithmeti- 
cae partes distinguere, iliaque ad Arithmeticam dementarem 'referre, omnes antejn 
disquisitiones generales de numerorum integrorum affectionibus propriis Arftkme- 

tictte Sublimiori, de qua sola hic sermo erit, vindicare. 

• ■* 

Pertinent ad Arithmeticam Sublimiorem ea, qune Euclides in Elementi» 1* 
VII sqq. elegantia et rigore apud veteres consuetis tradidit : attamen ad prima in- 
itia huius scientiae limitantur. Diophanti opus celebre, quod totum problematis 
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C 

indeterminatis dicatum est, multas quaestiones continet, quae propter difficulta- 
tem suam artificiorumque .subtilitatem de auctoris ingenio et acumine existimatio- 
nem haud mediocrem suscitant, praesertim si subsidiorum quibus illi uti licuit tc- 
nuitatem consideres. At quum haec problemata dexteritatem quandam potius 
scitamque tractationem, quam principia profundiora postulent, praetereaque nimis 
specialia sint raroque ad conclusiones generaliores deducant: hic liber ideo magis 
epocham in historia Mathesbos constituere videtur. quoti prrrna artis characteris ti- 
cae et Algebrae vestigia sistit, quam quod. Arithmeticam Sublimiorem inventis no- 
vis auxerit. Longe plurima recentioribu» debentur, inter quos pauci quidem sed 
immortalis gloriae viri I*. de Fermat, L. Filer . L. La (J ranok . A. M. Le Gendbe 
(ut paucos alios praeteream , introitum ad penetralia huius divinae scientiae ape- 
ruerunt, quantisque divitiis abundent patefecerunt. Quaenam vero iuventa a sin-, 
gulis his geometris profecta sint, hic enarrare supersedeo, quum e praefationibus 
Additamentorum quibus ill. La Grange Euleri Algebrata ditavit operisque mox me- 
morandi ab ill. J^e Gendre nuper editi cognosci possint. insuj>erque pleraque locis 
suis in his Disquisitionibus Arithmeticis laudentur. •• 

Propositum huius ojieris , ad quod edendum iam annos abhinc quinque pu- 
blice fidem dederam, id fuit, ut disquisitiones ex Arithmetica Sublimiori, quas jmr- 
tim ante id tempus partim postea institui, divulgarem. Ne quis vero miretur, sci- 
entiam hic a primis propemadum initiis repetitam . multasque disquisitiones hic 
denuo resumtas esse, quibus alii operam suam iam navarunt, monendum esse duxi, 
me. quum primiim initio a. 1795 huic disquisitionum generi animum applicavi, 
omnium quae quidem a recentioribus in hac arena elnborata fuerint ignarum, om- 
• oiumque subsidiorum per quae de his quidpiam comperire potuissem expertem 
fuisse. Scilicet in alio forte labore tunc occupatus, casu incidi in eximiam quan- 
dam veritatem arithmeticam jfuit autem ni fallor theorema att. I oS quam quum 
et jier se pulcherrimam aestimarem et cum maioribus connexam esse suspicarer, 
summa qun potui contentione in id incubui, ut principia quibus inniteretur per- 
spicerem. demonstrationemque rigorosam nanciscerer. Quod postquam tandem 
ex voto successisset . illecebris harum quaestionum itu fui implicatus, ut eas dese- 
rere non potuerim; quo pacto, dum alia semper ad alia viam sternebant, eu quae 
in quatuor primis Sectionibus huius' operis traduntur ad maximam partem abso- 
luta erant , antequam de aliorum geometrarum laboribus similibus quidquam vi- 

• • , 

1 
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(lissem. Dein copia mihi facta, horum summorum ingeniorum scripta evolvendi, 
maiorem quidem partem meditationum mearum rebus dudum transactis impiengam 
esse agnovi: sed eo alacrior, illorum vestigiis insistens. Arithmeticam ulterius ex- 
colere studui; ita variae disquisitiones institutae sunt, quarum -partem Sectiones 
V, VI e^ VII tradunt. Postquam interfecto tempore consilium de fructibus vigi- 
liarum in publicum edendis cepi: eo lubentius, quod plures optabant, mihi per- 
suaderi passus sum, ne quid vel ex illis investigationibus prioribus supprimerem, 
quod tum temporis liber non habebatur, ex quo aliorum geometrarum labores de 
his rebus, in Academiarum Commentariis sparsi, edisci potuissent; quod multae 
ex illis omnino novae et pleraequc per methodos novas tractatae erant; denique 
quod omnes tum inter se tum cum disquisitionibus posterioribus tam arcto uexu 
cohaerebant, ut ne nova quidem satis commode explicari possent, nisi reliquis ab 
initio repetitis. . ’ ' • v 

' t *. WL • -siis y * 

Prodiit interea opus egregium viri iam antea de Arithmetica iSublimiori ma- 
gnopere meriti, Le Gendre Essai dune theorie de» nombres, Pari* a. VI, in quo non 
modo omnia quae hactenus in hac scientia elaborata sunt diligenter collegit et in 
ordinem redegit . sed permulta insujier nova de suo adierit Quum hic liber se- 
rius ad manum mihi pervenerit , postquam maxima opteris pars typis iam exscripta 
esset: nulhbi, ubi rerum analogia- occasionem dare potuisset, eius mentionem iu- 
iicere licuit; de paucis tantummodo locis quaedam observationes in Additamentis 
adiungere necessarium videbatur, quas vir humanissimus et candidissimus benigne 
ut sptero interpretabitur. 


• luter impressionem huius operis, quae pluries interritpta variisque impedi- 
mentis usque in quartum annum protracta est. non modo eas investigationes, quas 
quidem iam antea susceperam, sed quarum promulgationem in aliud tempus dif- 
ferre constitueram, ne liber nimis magnus evaderet, ulterius continuavi, sed plu- 
res etiam alias novas aggressus sum. Plures quoque, quas ex eadem ratione levi- 
ter tautum attigi, quum tractatio uberior minus necessaria videretur (e. g. eae quae 
in artt. 37, 82 *qq. aliisque locis traduntur), .postea rcsnmtae sunt, disquisitioni- 
busque generalioribus quae luce pterdignae videntur locum dederunt (Conf. etiam 
quae in Additamentis de art, 306 dicuntur). Deniqne quum liber praesertim 
propter amplitudinem Sect.V in longe maius quam exspectaveram volumen excres- 
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coret, plura quae ab initio ei destinata erant, intorque cn totam Sectionem octavam ! 
quae {xtssim iani in hoc volumine coni memoratur, atque tmctationem generalem 
de congruentiis algebroieis cuiusvis gradus continet) resecare oportuit. Haecoitpiia.. 
quae volumen huic aequale facile explebunt, publici iuris fient, quamprimJm occa- 
sio aderit. * * 

* 

-Quod, in pluribus quaestionibus , difficilibus . demonstrationibus syntheticis 
usus sum . analysinquc per quam erutae sunt suppressi . imprimis brevitatis studio 
tribuendum est. cui quantum fieri {«iterat aon sulere o]H>rtebat. 

Tliuoria divisionis circuli, sive polygonorum regularium., quae in Sect.YlI 
tractatur, ipxa quidem per xc ad Arithmeticam no» pertinet, attamen eius principia 
unice ex Arithmetica Sublimiori petenda sunt: quod forsan geometris tam inex- 
spectatum erit, quantum veritates novas . quas ex hoc fonte haurire licuit, ipsis 
gratas fore sjiero. » • • 

Haec sunt, de quibus lectorem praemonere volui. De rebus ipsi* non meum 
est indicare. Nihil equidem magis opto, quam ut iis. quibus scientiarum incre- 
menta cordi sunt, placeant, quae vel hactenus desiderata explent, vel aditum nd 
■> nova ‘aperiunt. • • . 
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SECTIO PRIMA 

DE 

NUMERORUM CONGRUENTIA IN GENERE. 


Xumeri congrui, moduli, residwt et nonrctidua. 

1 . . / 

Si numerus a numerorum A, c differentiam metitur, b et c secundum n con- 
grui dicuntur, sin minus. incotigrui: ipsum a modulum apjwllamus. t' torque nume- 
rorum b, c priori in rasu alterius residuum, in posteriori vero notirrxiduum vocatur. 

Ilae notiones de omnibus numeris integris tam positivis quam negativis 4 
valent, neque vero ad fractos sunt extendendae. E. g. — 9 et +16 secundum 
modulum 5 sunt congrui; — -7 ipsius +15 secundum modulum I I residuum, se-' 
eundum modulum 3 vero nonresiduum. Ceterum quoniam eifrain numerus quis- 
que metitur, omnis numerus tamquam sibi ipsi congruus secundum modulum queni- 
cunque est sjiectnhdus. ‘ 

' . »• •’ <•' ' . 

2 . 

Omnia numeri dati a residua secundum modulum m sub fornnrla a + km 
coni prehenduntur, designante k numerum integrum indeterminatum. Proposi- 
tionum quas post tnulemus faciliores nullo negotio hinc demonstrari possunt: sed 
istarum quidem veritatem aeque facile quivis intuendo poterit 'perspicere. 


*) Modulus mumfcftto semper absolute i. e. sine omni si|^no e»t sumendus. 
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DE NUMEROSUM CONGRUENTIA 


Numerorum congruentiam hoc signo, =, in posterum denotabimus, modulum 
ubi opus erit in clausulis adi lingentes , — 16 = 9 fmod. 5. — 7 = 15i_m6d. II) 4 ). 

’ / . • V * •' 

Thuorema. Propositis m numeris integris successivis 
. a, «+1, a+S .... a+»t — I 

aHoque A , illorum aliquis huic secundum modulum m congruus erit, et quidem unicus 
tari tum. 

Si enim - m A integer, erit a=A, sin fractus, sit integer proxime maior, (aut 
quando est negativus, proxime minor, si ad signum non respiciatur — k, cadetque 
A-\-km inter a et a-{-m, quare erit numerus quaesitus. Et manifestum est om- 
nes qnotientes ®tc. inter k — 1 et £-f-l sitos esse; quare 

plures quam unus integri esse nequeunt. 


JUsidua minimo. , 

4. 

Quisque igitur numerus residuum habebit tum in hac serie, 0, 1 , 2, . . . m — I , 

tutu in hac, 0, — I, — 2 — 'm — 1), quae residua minima dicemus, patetque, 

nisi 0 fuerit residuum, bina semper dari, positivum alterum, alterum negativum. 
Quae si magnitudine sunt inaequalia, alterum erit sin secus utrumque — ", 

signi respectu non habito. Unde patet, quemvis numerum residuum habere mo- 
duli semissem non superans quod absolute minimum vocabitur. 

E. g. J -13 secundum modulum 5, habet residuum minimum jKisitivum 2. 
quod simul cfct absolute minimum, — 3 vero residuum minimum negativum; + 5 
secundum modulum 7 sui ipsius est residuum minimum positivum, — 2 negativum, 
simulque absolute minimum. 

Propositiones e lenient ares ile rontfrueutiis. 

• 5. 

Ilis notionibus stabilitis eas numerorum congruorum proprietates quae prima 
fronte se offerunt colligamus. • 

*) Hoc rignum propter maenam analogiam quae inter aequalitatem atqtie conjrraentiam invenitur adapta- 
vimus. Oh eandem caussam ili. Le Gendrc in coinmcnt. infra tuiepiu» laudanda ipMim aequalitati* signum pm 
congruentia retinuit, quod noa ne ambiguitas oriatur imitari dubitavimus. 
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Qui numeri secundum modulum compositum sunt congrui , etiam secundum quem- 
vis eius divisorem congrui. * . . 

Si pluriis numeri eidem numero secundum eundem modn/um sunt congrui, inter se 
erunt congrui (secundum eundem modulum). 

Haec modulorum identitas etiam iu sequentibus est subintelligenda. 

' Numeri congrui residua minima habent eadem, incougrui diversa. 

6 . 

Si habentur quotcunque numeri A, B, C etc. totidemque alii a, b, c etc. illis 
secundum modulum quemcunque congrui ^ 

A=a, B~b etc., erit A-{-B-\-C-\- etc. =a-\-b-\-c-\- etc. 

Si A=a, B=b, erit A — B~a — b : 

% 

7 V . 

Si A=a, erit quoque kA~ka. 

Si k numerus positivus, hoc est tantummodo casus particularis propos. art. 

praec., ponendo ibi A—B— C etc., a~b—c etc. Si k negativus, erit — k po- 
' | 
sitivus, adeoque — kA = — ka, unde kA — ka. • 

Si A=a. B—b, erit AB=ab. Namque A B =Al =ba. 


S. 

Si habentur quotcumque numeri A, B, C etc. totidemque alii a, b, c etc. his 
oongrui, A —a, B~h etc., producta ex utrisque erunt congrua, ABC etc. ^abe etc. 

lix artic. praec. A B~&ftb, et ob eandem rationem ABC=abc; eodemque 
motio quotcunque alii factore* accedere possunt. 

Si omnes numeri Ai B, C etc. aequales assumuntur , nec non respondentes 
a, 6, c etc., habetur hoc theorema: Si A=a et k integer positivus, erit A*=a k . 

Sit X functio algebraica indeterminatae x, huius formae 
Ajf+Ilit+Cxf+etc. 

designantibus A, B, Cete, .numeros integros quoscunque; a. b, c etc. vero integras 
non negativos. Tum si indeterminatae x calores secundum modulum quemcunque con- 
grui tribuuntur, calores functionis X inde prodeuntes congrui erunt. 

2* . 
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DE NUMERORUM CONGRUENTI A 


Sint f,g valores congrui ipsius x. Tum ex art.praec.y"=^" et Af°~Ag a , 
eodcmque mpdo Df h = lig k etc. Hinc >' . 

Af a -\-Bf b -\-Cf+vlv.. = ^«-fliy-f-CZ+etc. Q. E. D. 

• Ceterum facile intelligitur . quomodo hoc theorema ad functiones plurium- 

indeterminatarum extendi pos-sit. • . . ' 

• -J ‘ 1«. 

Quodsi igitur pro x omnes numeri integri eonsecutivi substituuntur, valorcx- 
que functionis X nd residua minima reducuntur, haec seriem constituent, in qua 
|K>st intervallum m terminomm designante m modulum) iiden\ termini iterum re- 
currunt; sive haec series ex periodo m terminorum infinities repetita; erit formata. 
Sit e. g. X = x* — S.r+H et »1 = 5; tura pro ,r=0, 1,-2, 3 etc., valores ipsius X 
haec residua minima positiva suppeditant, 1, 4, 3, 4, 3, 1,4 etc., ubi quina priora 
1, 4, 3. 4, 3 in infinitum repetuntur; atque si series retro continuatur, i. e. ipsi x 
valores negativi tribuuntur, eadem periodus ordine terminorum inverso prodit : 
unde manifestum e-st. terminos alios quam qui hanc periodum constituant in tota 
serie locum habere non posse. 

II. 

In hoc igitur exemplo X neque — 0 neque =2 mod. 5) fieri potest', multo- 
que minus =0, aut =2. Unde sequitur, aequationes jr 5 — et ,r 5 — H.t 
-(-4 = 0 jier numeros integros et proin, uti notum est, per numeros (rationales solvi 
non posse. Generaliter perspicuum est, .aequationem X = 0, quando X functio 
incognitae x, huius formae * • ’ 

‘ etc. +-2V 

A, Ii, Cete, integri, atque n integer positivus, (ad quam' formam omnes aequationes 
algebraieas reduci posse constati radicem rationalem nullam habere, si congruen- 
tiae X=0 secundum ullum modulum satisfieri nequeat, Sed hoc criterium, quod 
hic- sponte se nobis obtulit, in Sect.Vlll fusius pertractabitur. Poterit certe ex hoc 
specimine notiuncula qualiscunque de harum investigationum utilitate eflormari.' 
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Quaedam apphratianeg, 

■ » 12. • 

ThcOrematibus in hoc capite traditis complura quae in arithmeticis doceri 
solent innituntur, e. g. regulae ad explorandam divisibilitatem numeri propositi 
per 9, 1 1 aut alios numeros. Secandum modulum 9 omnes numeri 1 0 potestates 
unitati sunt congruae: quare si numerus propositus habet formam ci-f- 1 0 b-\- 1 00 c 
-{- etc. , idem residuum minimum secundum modulum 9 dabit, quod a + fc-j-c 
-|- etc. Hinc manifestum est, si figurae singulae numeri decadioe expressi sine 
respectu loci quem oceujmnt addantur, summam hanc numerumque propositum 
eadem residua minima praebere, adeoque hunc ]>er 9 dividi posse, si illa per 9 sit 
divisibilis, et contra. Idem etiam dc divisore S" tenendum. Quoniam secundum 
modulum II, 100=1 erit generaliter 1 0 3 1 , I (J = 10= — i , et numerus 
formae a-\- 106+ 1 00 e + etc. secundum modulum M idem residuum minimum 
dabit quod a — b-\-c etc.; unde regula nota protinus derivatur. Ex eodem prin- 
cipio omnia similia praecepta facile deducuntur. 

Nec minus ex praecedentibus jieteuda est ratio regularum , quae ad velifica- 
tionem operationum arithmeticarum vulgo commendantur. Scilicet si ex numeris 
datis alii per additionem, subtractionem, multiplicationem aut elevationem ad po- 
testates sunt deducendi: substituuntur datorum loco residua ipsorum minima se- 
cundum modulum arbitrarium i vulgo 9 aut 1 1 , quopiam in nostro systemate deca- 
dieo secundum hos. uti modo ostendimus, residua tam facile possunt inveniri) . Nu- 
meri hinc oriundi illis, qui ex uumeris propositis deducti fuerunt, congrui esse de- 
bent; quod nisi eveniat, vitium in calculum irrepsisse concluditur. 

. Sed quum haec hisque similia abunde sint nota, diutius iis immorari supef- 
fiuum foret. • 



4. 
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SECTTO SECUNDA 

DE 

, CONGRUENTIIS PRIMI GRADUS. 


Theoremata proekminaria de numeris primis, /actordnu etc. 

.13. 

Tiieokema. Productum e duobus numeris positivis numero primo dato minoribus 
■ per hunc primum dividi nequit. ' 

' Sit p primus, et a positivus <ip: tum nuUus numerus positivus b ipso p 
minor dabitur, ita ut sit oi = 0 (mod. p\ 

• Dem. Si quis neget, supponamus dari numeros b, c, d etc. omnes <^p, 
itaut afr=0. ac=0, «rf=0 etc.imod.^»). Sit omnium minimus b, itautomnes 
numeri ipso b minores hac proprietate sint destituti. Manifesto erit b > 1 : si 
enim 6=1', foret ab—a<^p (hyp), adeoque per p non divisibilis. Quare p tam- 
quam primus per b dividi non poterit, sed inter duo ipsius b multipla proxima mb 
et /« — | — I b cadet. Sit p — uib = b', eritque b' numerus positivus et <^fc. Iam 
quia supposuimus. ab=0 (mod. p . habebitur quoque m«6=0 ;art. 7 , et hinc, 
subtrahendo ab ap~ 0,'erit a p — mb)—ab'= 0 ; i. e. b' inter numeros b. c. d 
etc. referendus, licet minimo eorum b sit minor. Q. 'E.' A. 

1 4 . 

Hi nec a nec b per numerum primum p dividi potest: etiam productum ab 
per p diridi non poterit. 
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•- 


♦ 


Siut numerorum a, b, secundum modulum p residua minima positiva a, 6, 
quorum neutrum erit 0 (hyp.) lam si esset nisO imod.p;, foret quoque, propter 
ab= at>, a 6 = 0, quoti cum theoremate praec. consistere nequit. 

fluius theorematis demonstratio iam ab Euclide tradita, EI. VII. rS‘2. Nos 
tamen omittexe eam noluimus, tum quod recentiorum complures seu ratiocinia 
vaga pro demonstratione venditaverunt, seu theorema omnino praeterierunt. tum 
quod indoles methodi hic adliibitae. qua infra ad multo reconditiora enodanda 
utemur, e casu simpliciori facilius deprehendi poterit. 


15. 

a- * 

Si nullus numerorum a, b, c, d etc. per numerum primum p (lividi potest, etiam 
productum abed etc. per p dividi not{ poterit. 

Secundum artic. praec. ab per p dividi neqifit; ergo etiam a bc; hinc ab c dele. 


1 e. 

Theorema. Numerus compositus quicunque unico tantum modo in /actores .primos 
resolvi potest. < 

Dem. Quemvis numerum compositum in factores primo^ resolvi posse, ex 
elementis constat, sed pluribus hiodis. di versis fieri hoc non posse perjieram ple- | 
rumque supponitur tacite. Fingamus numerum compositum A, qui sit =a' l b i c t 
etc.. designuntibus a, b, c etc. numertis primos inaequales, alio adhuc modo in fac- 
tores primos esse resolubilem. ' Primo manifestum est, in secundum hoc. factorum 
systema alios primos quam «, b, c etc. ingredi non posse, quum quicunque alius 
primus numerum A ex his compositum metiri nequeat. Similiter etiam in secun- 
do hoc factorum systemate nullus primorum a, b, c etc. dees.se potest, quipjie qui 
alias ipsum A non metiretur (art. praec.). Quare hae binae in factores resolutio- 
nes in eo timtummodo differre possunt, quod in altera aliquis primus pluries quam 
in altera habeatur. Sit talis primus p. qui in altera resolutione m, in altera vero 
n vicibus -occurrat, sitque «>n: Iam deleatur ex utroque systemate factor p, 
n vicibus, quo fiet ut in altero adhuc m — u, vicibus remaneat, ex altero vero omnino 
abierit. I. e. muneri ~ duae in factores resolutiones habentur, quarum altera a 
factore p prorsus libera . altera vero m — n vicibus eum continet, contra ea quae 
modo demonstravimus. 
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•" 17. • 

>Si itaque numerus compositus .-1 est- productum ex B, C, D etc. , .patet, 
inter factores primos numerorum Ii, C, D etc. alios esse non posse, quam qui etiam 
sint inter factores numeri A,- et quemvis horum factorum toties in Ii. C, D ctc. 
coniuuctim occurrere dehere, quoties in A. Hinc colligitur criterium, utrum nu- 
merus II alium A . metiatur , necne. Illud eveniet, si II neque alios factores 
primos, neque ullum pluries involvit, quam .-1 ; quarum eonditionum si aliqua 
deficit, B ipsum A non metietur. 

Facile hinc calculi combinationum auxilio derivari potest, si A^—a % b r 'A etc. 
designantibus ut supra a,b,c ctc. numeros primos diversos : A habere 

* (<t+4) (6-f 1) (7+1) etc. 

divisores diversos-, inclusis etiam 1 et A. , 

* 

18. 

Si igitur A = a* ft* c 1 etc., K=k x t , mf l etc., atque primi a. ft.ee tc.. k.l.m 
etc. omne» diversi , patet A ut K divisorem communem jtraeter 1 iiqii haltere. 
sive inter ,sc esse primos. 

Pluribus nutueris .4. B, C etc. pro|»sitis marium omnibus communis mensura 
ita determinatur. Rcsolvautur omnes in suos factores primos, atque ex his excer- 
pantur ii, qui omnibus numeris A, B, C' etc. sunt communes si tales ilbn adsunt, 
nullus divisor erit omnibus communis). Tum quoties quisque horum factorum 
primorum in singulis A, II, V etc. contineatur, si w quot dimensiones in singulis 
A, B, C etc. quisque habeat, adnotetnr. Tandem singuli» factoribus primis tribuan- 
tur dimcftsiones omnium quas in A, Ii, C etc. habent minimae, eomponaturquc 
productum ex iis, quod erit mensura commnuis quaesita. 

Quando vero numerorum A, B, C etc. minimus- chmmvnis ‘dividuus deside- 
ratur, ita procedendum. Colligantur omnes numeri primi, qui numerrfruin .4, Ii. 
Cete, uliquem metiuntur, tribuatur cuivis dimensio -omnium quas in 'numeris 
A, B, C etc. habet maxima, sicque ex omnibus productum confletur, quod erit 
dividuus quaesitus. 

Er. Sit ,d=504?= 2*3*7 ; -11=2880 = 2*3*6-; C=b64 =2*3*. Tro in- 
veniendo divisore communi maximo Imitentur .factores primi 2, 3. quibus dimen- 
siones 3,2 tribuendi ; unde fiet =2* 3* = 72; dividuus vero communis minimus 
erit 2*3*5 . 7 — 604S0. 


Digitized by Google 


THEOREMATA DE HUMERIS PRIMIS. 


17 

Demonstrationes propter futilitatem omittimus. Ceterum quomodo haec 
problemata solvenda sint, quando numerorum A. B, C ete. in faetores resolutio 
non detur, ex elementis notum. • • ' • 


■* 18 . 

Si numeri a, b, c etc. . ad alium k sunt primi, etiam productum ex illis abe 
etc. ad k primum est. • • 

Quia enim nulli numerorum a, b, c etc. faetor primus cum k est commu- 
nis productumque ab c etc. alios factores primos habere nequit, quam qui sunt 
factores alicuius numerorum a, b, c etc., productum a bc etc. etiam cum k fac- 
torem' primum communem non habebit. ■ Quare ex art. praec. k ad abe etc. 
primus. 

Si numeri a, b, c etc. inter se sunt primi, aliumque k singuli metiuntur: 
etiam productum ex illis numerum k metietur. 

Hoc aeque facile ex artt. 17', 18 derivatur. Sit enim quicunque producti 
abe c te. divisor primus p, quem contineat n vicibus, manifestumque est, aliquem t 
numerorum a, b, c etc. eundem hunc divisorem jt vicibus continere debere. 
Quare etiam k, quem hic numerus metitur, n vicibus divisorem p continet. 
Similiter de reliquis producti abe etc. divisoribus. 

Hinc, st duo numeri m.n secundum plures modulos inter se primos ■a l b. e etc. 
sunt congrui, etiam secundum productum ex his congrui erunt. Quum enim m — n 
per singulos a, b, c etc. sit divisibilis, etiam per eorum productum dividi poterit. 

Denique si a ad b primus et ak per b divisibilis, erit etiam ak per b 
divisibilis. Namque quoniam a k tam per a quam per b divisibilis . etiam per 
a b dividi poterit . i. e. ^ = * erit integer. 


* 20 . 

• Quando A — a a t 6 e T etc., designantibus a, b, c etc. numeros primas inaequa- > 

les, -est potestas aliqua, puta — k" : omnes exponentes a, t>, q etc. per n erunt 
divisibiles. : 

Numerus enim k alios factores primos quam a, b, c etc. non involvit. 

Contineat factoreip ■ a, a' ticibtts , continebitque k * sive A hunc factorem na' 
vicibus; quare na!— a. et - integer. Similiter ^ etc. integros esse demon- 
stratur. * . 
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. • 21 . • •• 

Quando a, b, c ete. sunt inter se primi, et productum abc ete. potestas aliqua, 
puta =£"> singuli numeri a, b, c ete. similes potestates erunt. 

Sit a — frmfp* e tc. , designantibus l,m,p ete. numeros primos diversos, 
quorum nullus per. byp. est factor numerorum b, c ete. Quare productum abc 
ete. faetorem l implicabit X vicibus, factorem m, vero p vicibus ete.: hinc 
(art. praec.) X,p,n ete. per n divisibiles adeoque 

i P * 

= r m” p” ete. 

intrer. Similiter de reliquis b, c ete. 

Haec de numeris primis praemittenda erant; iam ad ea quae finem nobis 
projKMitum propius attinent convertimur. 

22 . 

Si numeri a. b per altum k divisibiles secundum modulum m ad k pri- 
mum sunt congrui: j et | secundum eundem modulum congrui erunt. 

. 1’atet enim a — b per k divisibilem fore, nec minus per m Ibyp.); quare 
art 1 #) °-~- A per m divisibilis erit, i, e. 'erit (mod. m). 

Si autem reliquis manentibus n et 1 habent divisorem communem maxi- 
mum e, erit. “ =■- (mod. -). Namque * et " inter se primi. At a — b 
tam per k quam per ni divisibilis adeoque etiam tam per —• quam per 
j, miuque per — * i. e. per — , sive ^ (raod. — 

• 23 . 

Si a ad m primus, et e,/ numeri secundum modulum m incongrui: erunt 
etiam a e, af incongrui secundum m. 

Hoc est tantum conversio theor. art. praec. 

Hinc vero manifestum est , si « j>er omnes numeros integros a u usque 
ad m — I multiplicetur productaque secundum modulum m ad residua sua mi- 
nima reducantur, haec omnia fore inaequalia. Et quum horum residuorum , quo- 
rum nullum > m , numerus sit m , totidemque dentur numeri a 0 usque ad 
m — I. i>atet. nullum horum numerorum inter illa residua deesse |K>Hsr. 
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24. 

Expressio. «#-(-6, deuotailtibus a, b numero* dato», x numerum inde- 
terminatum seu variabilem , secundum modulum m, ad a jrrimum, cui ris numero 
dato congrua Jieri potest. ’ * 

Sit numerus, cui congrua Heri debet, c, et residuum minimum positivum 
ipsius c — b secundum modulum m, e. . Ex art». praec. necessario datur valor ip- 
sius x<^m; talis , ut producti ax secundum modulum m residuum minimum 
fiat e;, esto hic valor v, eritque av=e = c — b; unde ae-f- b= c (mod. m) 
Q. E. F. 

25. ’ . - _ 

Expressionem duas quantitates congruas exhibentem ad instar aequationum, 
congruentiam vocamus ; quae si incognitam implicat, resolvi dicitur, quando pro hac 
valor invenitur congruentiae satisfaciens radix.. Hinc porro intelligitur, quid sit 
congruentia resolubilis et congruentia irresolubilis. «Tandem facile perspicitur simi- 
les distinctiones locum hic habere posse uti in aequationibus. Congruentiarum 
transscendentium infra exempla occurrent: algebraicae vero secundum dimensionem 
maximam incognitae in congruentias primi, secundi altiorumque graduum distri- 
buuntur. Nec minus congruentiae plures proponi possunt (dures incognitas invol- 
ventes, de quarum eliminatione disquirendum. 

. Solutio congruentiarum primi gradu*. • 

26. 

Congruentia itaque primi gradus ax-\-b=c ex art. 24 semper resolubilis, 
quando modulus ad a est primus, Quodsi vero v fuerit valor idoneus ipsius x, 
sive radix congruentiae, palam est, omnes numeros, ipsi » secundum congruentiae 
propositae modulum congruos, etiam radices fore (art. 9). Neque minus facile • 
perspicitur, omnes radices ipsi t> congruo* esse debere : si enim alia radix fuerit 
t, erit av -j-b ~ at-j-b, unde av = at, et hinc v = f(art. 22). llinc col- 
ligitur congruentiam *=» mod. m) exhibere resolutionem completam congruen- 
tiae «;r-(-6 = c: 

Quia resolutiones congruentiae per v&lores ipsius x congruos per se sunt 
obviae, atque, hoc resjiectu, numeri congrui tamquam aequi valentes considerandi, 
tales congruentiae resolutiones pro una eademque habebimus. Quamobrem quum 
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nostra congruentia a.r— |- b = c alias resolutiones non admittat, pronunciabimus, 
unico tantum modo eam esse resolubilem seu truam tantum raditeqi habere. Ita 
«. <f. congruentia 6 j> + 5 = 13 mod. 1 1 ) alias radices non admittit, quam quae 
sunt = 5 'mod. 1 1 ). Ilaud perinde res sc habet in congruentiis ahiorum gra- 
duum, sive etiam in congruentiis primi gradus, ubi incognita .per numerum est 
multiplicata, ad quem modulus' non est primus. 

» ■* ** * 

27 . . ' 

SupcrtSst, ut de invenienda resolutione ipsa congruentiae huiusmodi, quaedam 
adiiciamus. Primo observamus, congruentiam formae a.r + t = u, cuius mo- 
dulum ad a primum sup]Kmimus. ab hac ax = +l pendere: si enim huic 
satisfacit illi satisfaciet a? = + («< — t) r. At congruentiae aa = + I, 

modulo per b designato, aequi valet aequatio indeterminata ax = 6y+l, quae 
quomodo sit solvenda hoc quidem tempore abunde est notum; quare nobis suffi- 
ciet. calculi glgorithmuiu huc transscripsisse. 

bi quantitates A, B, C, D, E et c/' ita ab his 'a, 6, 7, <5 cto.. pendent, ut 
habeatur 

.8 = 6*1 + «. C=iB-\-A. D — BC + B, £ =*= € JD + C etc. 

, 1 i * • 

brevitatis gratia ita ens designamus, 

A = [a].' S = [a,tT]. C = [a,6, r ] t B = [a,. 6, 7, «] etc. *). 

Iam proposita sit aequatio indeterminata « .r = Ay + 1 , ubi a, b positivi. Sup- 
jionannis, id quod licet, a esse non < b. Tum ad instar algorithmi noti, secun- 
dum quem duorum nufnerorum divisor communis maximus investigatur, formentur 
per divisionem vulgarem aequationes, 

a = aA+c, A = 6c+tf,. c = 7</+e etc. 
ita ut a , 6, 7 etc. e, d, e etc. sint integri positivi, et b, r. d, e continuo decres- 
centes, donec perveniatur ad m— f*H -)- I 
— ■ .1 

*) Multo generalius haecce relatio considerari potest , quod negotium alia foYsan occasione suscipiemus. 
Hic duas tantum propositiones adjicimus, quae usum suum in praesenti investigatione habent ; scilicet, 

*•- [a,6, 7 ;...X t p]. [ 4 , 7 ....X]--[«, 6 , T ...X] [ 4 , 7 , . . . X, p] ~ ± l, 

ubi signum superius accipiendum quando numeraram a, 4 , 7 ... X, i* multitudo pUr, inferius quando impar. 

1 # .- Numerorum «, 6, 7 etc. ordo inverti potest , [a, 6, 7 . . . X f p.] = [p, X . . . 7 , 6, «]. 

Demonstrationes quae non sunt difficiles hic supprimimus. • * „ 


i» 


i 
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quod tandem evenire debere constat. Erit itaque • * 

(i— [», fi, . . . . y, t?, a], b — [«, fi .... y, U] ' * 

Tum fiat . x = [p y, 8] , y = r ji, . . . . y, (?, a] ' 

eritquc u.r = by -f- I , quando numerorum a.iS.y fi. n multitudo est par. 

aut ax = by — l., quando est impar. Q. E. F. 


28. 

Resolutionem generalem huiusmodi aequationum indeterminatarum ili. Eu- 
ler primus docuit. Comment. Petrop. T. VII. p. 4 0. Methodus qua usus est consi- 
stit in substitutione aliarum incognitarum loco ipsarum x^y; atque hoc quidem 
tempore satis est nota. •■111. LaGralige paullo aliter rem aggressus est: scilicet ex 
theoria fractionum continuarum constat, si fractio — in fractionem continuam 

a 





«+ 1 

" < -M 

y + etc. 
+ 1 





convertatur, haecque deleta ultima sui tmrte — in fractionem communem -- re- 

#i y 

stituatur ,. fore ax = by + 1 , siquidem fuerit a ad b primus. Ceterum ex 
utraque methodo idem nlgorithmus derivatur. Investigationes .ili. La Grange ex- 
stant Hist. de r Ac. de Brrhn Amee 1 7 1>7 p. 175, et cum aliis in Supplementi* ver- 
sioni yallicae Alyebrae Eulerianae adiecti*. . * > ' ' • 


Congruentiae ar -j- t = u cuius modulus ad a non primus , facile ad 
casum praecedentem reducitur. -Sit modulus m , m&ximusque numerorum a, m % 
divisor communis e. Primo patet quemvis valoren) ipsius x congruentiae se- 
cundum modulum m satisfacientem eidem etiam secundum modulum' 8 satisfa- 
cere (art. 5). At semper «jfs#(mod.?., quoniam 8 ipsum a metitur. Qua- 
re , rtisi (~u fmod. <5} i. e., ‘t — u per 8 divisibilis, congruentia proposita non 
est resolubilis.. 
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FonaiiMis itaque a — Cf, m=.cf,t — u=±tk, eritque e ad f primus. 
Tum veru congruentiae propositae £ e x -f- o k ~ 0 (mod. Cj) aequivalcbjt haec 
ex -|- k = 0 imod./ . i. e. quicunque ipsius x valor huic satisfaciat, etiam illi 
satisfaciet et vice versa. Manifesto enim ex-|-A: per f dividi poterit, quando 
Cex-t-S* per t>f dividi potest, et vice versa. At congruentiam ex k = 0 
(mod. /j supra solvere docuimus; unde simul patet, si u sit unus ex valoribus 
ipsius x, x = e mod. f , exhibere resolutionem completam congruentiae pro- 
positae. 


. • . , 30. 

Quando modulus .est compositus, nonnumquam praestat sequenti me- 
thodo uti. • . • ■ . • * 

Sit modulos mu, atque congruentia. proposita ax = b. Solvatur pri- 
mo congruentia haec secundum modulum m, ponamusque ei satisfieri, si x = r 
mod. ”* . designante 5. divisorem communem maximum numerorum m, a. lam 
manifestum est, quemvis valorera ipsius* x congruentiae ax = h secundum mo- 
dulum rnn satisfacientem eidem etiam secundum modulum m satisfacere de- 
bere : adeoque in forma v 4- “ x' contineri, designante x' numerum indetermi- 
natum, quamvis non vtee versa omnes numeri in forma v -f- ™ x’ contenti congru- 
entiae secundum mod. mn satisfaciant: Quomodo autem x' determinari de- 

beat, ut v x' fiat radix congruentiae ax = b (mod. m s , ex solutione 
congruentiae x' -|- a r = k , mod. tu n i deduci potest,' cui aequivalet haec 
j (mod. a). Hinc colligitur solutionem congruentiae cuiuscunqUe 
primi gradus secundum modulum mn reduci (ipsse ad solutionem duarum con- 
gruentiarum secundum moduliuii m et n. Facile autem perspicietur, si n 
iterum 'sit productum e duobus factoribus; solutionem congruentiae secundum 
modulum n pendere a solutione duarum congruentiarum qnumtu moduli sint illi 
factores (ieneraliter solutio congruentiae secundum modulum compositum quem- 
oumque pendet a solutione aliarum congruentiarum, quarum moduli sunt factores 
illius numeri; hi autem > si commodum esse Videtur, ita Hcinper accipi possunt , ut 
sint numeri primi,, jay 

Ex. Si congruentia . l ti x e 1 (mod. ,| 40) proponitur: solvatur primo secun- 
dum modulum 2,. eritque 'x = 1 (mod. 2). Fodator x -= t — , 2 7e\ fietque 
3$ J 1 ~ S {mod. ) 10) cui aequivalet I 9 x' = — ■ 9 ( mod. 70). Si haec; 


- ♦ 
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iterum secundum modulum 2 solvitur, fit .r'=1 (mod. 2) ■ positoquc x ' ■= 
1 -j- 2x", fit 38 x" = — 28 (mod. 70) sive I 9 x’ 5= <4 (mod. 35). Haec 

secundum 5 soluta dat ’x" =4 (mod. 5), substitutoque x“ ±= 4 -f- 5/, fit 
95 j?”' = — 90 (mod. 35) sive I9jr'" = — 18 (mod. 7). ‘ Ex hac tandem se- 
quitur, x'" = 2 (mod. 7), positoque x" — 2 7 x"" colligitur x =59'-f-l 40.r‘"’; 
quare x = 59 (mod. 1 40) est solutio, completa congruentiae propositae. 

* 

. • . . . • 3.J . 

•Simili modo ut aequationis ax = 6 radix per * exprimitur, etiam con- 
gruentiae a.r = 6 radicem quamcunque per ~ designabimus, congrufentiae mo- 
dulum. distinctionis gratia, apponentes. Ita e. g. H 'mod. 12) denotat quemvis 
numerum . qui est =11 (mod. 1 2) *). Generaliter ex praecedentibus patet. 

(mod. c) niliil reale significare (aut si quis malit aliquid imaginarii), si a, c habe- 
ant divisorem communem, qui ipsum b nou metiatur. At hoc casu excepto, ex- 
pressio — (mod. c) semper valores reales habebit , et quidem infinitosi lii vero 
omnes secundum c erunt congrui quando a. ad c {trimus, aut secundum 
quando S numerorum e, a divisor communis maximus. 

Hae expressiones similem fere habeut algorithmum ut fractiones vulgares. 
Aliquot proprietates quae facile ex praecedentibus deduci possunt hic apponimus. 

1. ’ Si secundum modulum c, u=a, 6=6 expressiones j (mod. c) et ~ (mod. c) 

sitht aequivalentes. 

2. . “J (mod.c^) et j (mod. c) sunt aequivalentes. 

3. (mod. c) et ^-fmod.c) sunt aequivalentes quando k ad c est primus. 

Multae aliae similes propositiones afferri possent: at quum nulli difficultati 
sint obnoxiae, neque ad sequentia adeo necessariae, nd alia properamus. 

Ite inrenirnda munero Mrctttidum modalnn dato » rrsidttis dati 1 * congruo. 

32. 

• . , * t - 
Problema quod magnum in sequentibus usum habebit, invenire omnes nume- 
rus, qui secundum modulos quotcumque datos residua data jjraebent, lacile ex praece- 
dentibus solvi potest. Sint primo duo moduli A, Ii, secundum quos numerus 
• • . , 

*) id quod ei analogi» ptr •'/•(mod. 1 2) deagnari potent. 
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* * ► 

de oowamTwrns primi g badiis. 

• « * 

quaesitus, z, . muneris «, b rcspectivc congruus esse debeat. Omnes itaque va- 

lores ipsius • z sub fbrina Ax -(- a continentur, ubi x est indeterminatus sed 

talis ut tiat Ax -|- a s b (niod. B). Quodsi iam numerorum A, B divisor 

comutunis maximus est C, resolutio completa 'huius congruentiae hanc habebit 

formam : x = t’ (mod. j) sive quod eodem redit, x = r -|- k f, denotante k 

numerum integnun arbitrarium. Hinc formula Av-\- n -\- k ~ .omnes ip- 

AH ^ 

sius z valores comprehendet;' i. e. z ~ Av a mod. ~ erit resolutio com- 
pleta problematis. Si ad modulos A, B tertius accedit, C. secundum quem 
nuiwrns quaesitus z debet esse =c, rtianifesto eodem modo procedendum, quum 
binae priores conditiones in unicam iam sint conflatae. Scilicet si numerorum 
C divisor communis maximus . == e, atque congruentiae - * x-\- Av -f- « s c 

'mod. C, Tesolutio: X^w (mod. problema per congruentiam z = Al ‘' r 

• . f ABO' * • ... ® 

Av -f- <t (mod. . . completo erit resolutum. Similiter procedendum, quot- 

cunque moduli ]>roponantur. Observari convenit esse numerorum 

A, B; cC A, B, C respective minimos communes dividuos, facileque inde per- 
spicitur, quotennque habeantur moduli A, B. Ceto., si eorum minimus commu- 
nis dividuus sit M, resolutionem completam hanc formam habere, *=r (mod. M). 
Ceterum 'quando ulla congruentiarum auxiliari mn est irresolubilis , problema im- 
possibilitatem involvere concludendum est. Perspicuum vero, hoc evenire non 
posse, quando omnes numeri ■ A, B, C etc. inter se sint primi. 

Ex. Sint numeri A,B.C; a,.b, c\ • 504, 35, 16'; 1 7 , -■ — 4.33; hic duae 
conditiones ut z - sit = 17 mod. 504) et = — 4 (mod. 35 unicae, ut sit 
= 521 (mod. 2520) ocquivalent ; ex qua cuni hac • s=33(mod. 1$ coniuncta, 
promnnat z= 3041 intod. 5040). * 

. ‘ • I t 

• * ' • * . 

**. t 33. 

Quando omnes numeri A, B, C etc. inter se sunt primi, constat, produc- 
tum cx ipsis esse minimum omnibus communem dividuum. In quo casu mani- 
festum est. omnes congruentias z=£a mod. A); z = b{ mod. B etc. unicae 
»= r mod. R . prorsus aequi valere , denotante R numerorum .-1, B, C etc, 
productum. • Hinc vero vicimim sequitur, unicam conditionem :.sr mod. R 
in plures dissolvi posse; scilicet si R' quomodocuuque in factores inter se primos 
.4, B, Cete, resolvitur, conditiones z = r (mod. A;,’ z~ r (mod ,’B). z^r 
(mod. Cj, etc. propositum exhaurient. Haec observatio methodum nobis aperit 


• ** 
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non modo impossibilitatem , si quam forte conditiones projwsitae iniplieent , Rta- 
tim detegendi, sed etiam calculum commodius atque concinnius instituendi. 

34. 

Sint ut supra conditiones propositae, ut sit z=a(inod.A), z=6(mod.B), 
s = c(mod. CJ. Resolvantur omnes moduli jn factores inter se primos, A in 
A' A" A” etc. ; B in B B B" etc. etc. et quidem ita ut numeri A', A" etc. 
B. B' etc. etc. sint aut .primi, aut primorum potestates. Si vero aliquis numero- 
rum A . B, Cete, iam per se est primus, aut primi potestas . nulla resolutione in 
factores pro hocce opus est. Tum vero ex praecedentibus patescit, pro conditioni- 
bus propositis hasce substitui posse: zsa(mod. A’), z = a (mod.A"), z = a 
(mod. AT) etc. , z ~b (mod. 2?) , z ~b (mod. B ] etc. etc. Iam nisi omnes numeri 
A, B, C etc. fuerint inter se primi, ex. gr. si A ad B non primus, manifestum 
est. omnes divisores primos ipsorum A, B diversos esse non posse, sed inter fac- 
tores A', A", A"’ etc. unum aut alterum esse debere, qui inter B, B I", B" etc. aut 
aequalem aut multiplum aut submultiplum habeat. Si primo A —B. conditiones 
z = a (mod. A'), z = 6* (mod. -B) identicae esse debent, sive « = b (mod. A' vel 
B), quare alterutra reiici poterit. Si vero non a=6(mod.A'), problema impos- 
sibilitatem implicat. Sijecundo B multiplum ipsius A', conditio z=«(inod.A') 
iu hac (mod. B') contenta esse debet,, siye haec z~b (mod. A r ) quae ex 

posteriori deducitur cum priori identica esse debet. Unde sequitur couditipnem 
.wod.A'), juisi alteri repugnet (in quo oaeu problema inijmssibilc) reiici posse. 
Quando omnes conditiones superfluae ita relectae sunt, jmtet. omnes modulos ex 
his A', A", A” etc. , B, B, B" etc. etfc. remanentes, inter se primos fore : tum igi- 
tur de problematis possibilitate certi esse et secundum praecepta ante data proce- 
dere possuipus. 


■ * 33. • , • ■ • ** • . 

i 

• • • Ex. Si ut. supra esse debet zs 17 (mod. 504), = — 4 (mod. 33), et 

5 33 (mod. 16);' hac conditiones in sequentes resolvi possunt, 17 ( mod. s i, 

= 1? 'mod. 9), = 1-7 (umkI. 7), iEl — 4 (mod. i), = — <4 (mod. 7), =33 imod. 16). 
Ex Iris conditiones z S.I7 ttuod.6), z = 17 (mod. 7} reiici possunt, quuip prior 
in conditione z ~ 33 mod. Mi) contineatur , posterior vero eum. hac z = — 4 
'mod. 7 sit identica; remanent itaque 

• 4 


• * 
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unde colligitur z ~ 304 1 (mod. 5040). 


1 7 (mod. 9) 

— 4 (mod. 5) 

— 4 (mod. 7) 

33 (mod. 16) 

Ceterum palam est, plerumque commodius fore, si de conditionibus rema- 
nentibus eae quae ex una eademque conditione evolutae erant seorsim recolligantur, 
quum hoc nullo negotio fieri possit; t.g. quando ex conditionibus z~a mod. A"), 
:—a [ mnd A") etc. aliqimc abierunt: quae ex reliquis restituitur, liaec erit, z=*n 
secundum modulum qui est proiluetum omnium modtdorum ex A', A ", A m etc. 
remanentium. Ita in nostro exemplo ex conditionibus «=— 4 (mod. 5), z= — 4 
(mod. 7) ea ex qua ortae erant z~ — 4 (mod. 35) sponte restituitur. Porro 
hinc sequitur haud prorsus perinde esse , quacnam ex conditionibus superfluis re- 
iiciantur, quantum ad calcnli brevitatem: sed haec aliaque artificia prnetiea, quae 
ex usu multo facilius quam ex praeceptis ediscuntur hic tradere noti est instituti 
nostri. ‘ 


36. 

Quando omnes moduli A, B, C, D eto. inter se sunt primi, sequenti me- 
thodo saepius - praestat uti. Determinetur numerus a secundum A unitati. Be- 
eundnm reliquorum modulorum productum vero eifmc congruus, sive sit « ‘ valor 
quicunque (plerumque praestat minimum accipere) expressionis- ] ir/Prtc’ ( mtK ^- A) 
per B CD etc. multiplicatus (vid. art. 38); similiter sit l>==1 (mod.il) et ~ 0 
(mod. A CD etc.), y = l(inod. C) et = 0 mod. ABD etc.), etc. Tunc si nume- 
rus z desideratur, qui secundftm modulos A, B, C, D etc. numeris a, h, c, d etc. 
respective sit congruus , poni poterit 


z = a a 6 6 -f- y c c d etc. (mod. A B CD etc.). • 

Manifesto enim, a « = a (mod. ^4.); reliqua autem 'membra 66, yc etc. omnia 
= 0(mod.JL): quare z a= a (mod. A). Similiter de reliquis modulis demonstratio 
adornatur. Haec solutio priori praeferenda, quando plura hoiusmodi problemata 
sunt solvenda, pro quibus moduli A, B, Cete, valores suos retinent; tunc enim 
muneri a, 6, y etc., valores constantes nanciscuntur. Hoc usu venit in proble- 
mate chronologico ubi quaeritur, quotus in periodo Juliana sit annus, cuius indictio, 
numerus aureus, et cyclus solaris daiitur. Hic A=t5, B=I9, C=SH; quare, 


i 

I 
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quum va]or expressionis (mod. 15), sive 'mod. 15), sit 13. erit a = 69 16. 

Similiter pro 6 invenitur 1200, et pro y 4845, quare numerus quaesitus erit 
residuum minimum numeri 6916a +»12006 -f- 4S45c, denotantibus a indic- 
tionem, 6 numerum aureum, c cyclum solarem. 

Congruentiae lineares yuae plure s incognitae implicant. 

37. 

Haec de congruentiis primi gradus unicam incognitam continentibus suffi- 
ciant. Superest ut de congruentiis agamus, in quibus plurcs incognitae sunt per- 
mixtae. At quoniam hoc caput, si omni rigore singula exponere velimus, sine 
prolixitate absolvi non potest, propositumque hoc loco nobis non est, omnia ex- 
haurire, sed ea tantum tradere, quae attentione digniora videantur: hic ad pau- 
cas observationes investigationem restringimus, uberiorem huius rei expositionem 
ad aliam occasionem nobis reservantes. 

1) Simili modo, ut in aequationibus, perspicitur, etiam hic totidem congru- 
entias haberi debere, quot sint incognitae determinandae. 

2) Propositae sint igitur congruentiae 


a x 4- by -f- cs ... =/ (mod. m) . . . .. [A) 

a' x -f- b'y c's ... =f (A 1 ) 

a* x -f- V y -j- c"» ... =f „ (A") 

etc. 


totidem numero, quot sunt incognitae x, y, z etc. 

Iam determinentur numeri 4. 4’, 4" etc. ita ut sit 

bi -f- i' 4' + b"i" -|- etc. = 0 
. c4 + c' 4' -+- c"4" + etc. = 0 

etc. 

et quidem ita ut omnes sint integri nullumque factorem communem habeant, 
quod fieri posse ex theoria aequationum linearium constat. Simili modo deter- 
minentur e, v, v' etc.; 4. C. 4” etc. etc. ita ut sit 

• . av a' v' a" v" -(- etc. = 0 

cv 4 - d v' -f- c v’ -(- etc. = 0 
etc. 

4 * 
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• . 

at -f- «C-+- «”£" -f- etc. = 0 
K + b't'-+ b'X’ + etc. = 0 
ctc. ctc. t • 

. * 

3) Manifestum est si congruentiae A , A', A" etc. per £ , £', 4 etc. , tum 

per v, v', v", etc. etc. multiplicentur, tuncque mhlantur, Uiis congruentias proven- 
turas esse: . * . 

I 

(«£+«'£' -fa"£” 4 -ietc.) x =/£+/£’ Arf C + etc. 

(b v + b' v' + b” v" ctc.) y == fv +/ v' +/' e" -(-etc. 

(cC+cC+cT+etc.) * C-f-etc. 

etc. 

quas brevitatis gmtia ita exhibemus: 

= S(cQz=2{fQ etc. 

4) Iam plures casus sunt distinguendi. 

Primo quando omnes incognitarum coefficicntes 2 'a £), S a c) etc. ad con- 
gruentiarum modulum m sunt primi, hae congruentiae secundum praecepta ante 
tradita solvi possunt, problematisque solutio completo per congruentias formae 
.r=p(inod.»«), jr 39 (niod.«tt) ctc. exhibebitur*). E.g. Si proj>onuntur congruentiae 

x+3ji-)-r=s) , 4.r-hy+'5*=7, 2x+2ji-)-z=3(mod.8) 

invenietur 4=9, i'= 1, £"= — 14, unde fit — 15,r~ — 20, quare x= 6 (mod.s); 
eodem modo invenitur 15^= — 4, 1 5z== 1 , et hinc ^=4, z = l (mod. S). 

5) Secundo quando non omnes coefficicntes S («£), S(bv) etc. ad modu- 

lum sunt primi , sint a, 6 , y etc. divisores communes maximi ipsius m cum 
S[ai i), S[bv), S(cQ etc. ‘resp., patetque problema impossibile esse, nisi illi nu- 
meros Si fi ) , S[fv), X i/t ) etc. resp. metiantur. Quando vero hae conditio- 
nes locum habent , congruentiae in (3) complete resolventur per toles x =ji 
(mod.”), yrz=q (mod. , &=r mod. ’") ctc., aut si mavis dabuntur « valores 
diversi ipsius x (i. e. secundum tn incongrui puta (- ^— ^~)> 

*) Observare convenit hanccc conclusionem demonstratione egere, quam autem hic supprimimus. Proprie 
enim nihil aliud ex analysi nostra sequitur, quam quod congruentiae propositae per alios incognitarum x, y etc. 
valores solvi nequeant: hos vero satisfacere non sequitur. Fieri enim posset ut nulla omnino solutio daretur. 

.Similis parulogismus etiam in aequationum linearium explicatione plerumque committitur. 
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6 vaiorcs diversi ipsius y etc. f ‘ illis cOngruflRtiis satisfacientes : manifestoque 
omnes solutiotfes congruentiarum projfeitnrum 'si quae omnino dantur) inter illas 
reperientur. Attamen hanc conclusionem convertere non licet; nam plerumque 
non omiles*combinationc8 omnium a valorum ipsius x cum omnibus ipsius y 
oum omnibus ipsius z etc. problemati satisfaciunt, sed quaedam tantum, quarum 
nexum per unam pluresve congruentias conditionalcs exhibere licet. At quum 
completa huius problematis resolutio ad sequentia non sit necessaria, hoc argu- 
mentum fusius hoc loco non exsequimur, exemploque ideam qualemcunque de eo 
dedisse sat habemus. 

Propositae sint congruentiae 

3*+ 5y+z=4, 2jr+3,y+2*=7, 5.r -{-y + = 6 (mod. f 2). 

* ' HT* Y k* ^ ^ 

Ilie fiunt i, £’, i"; • v, v', v"; resp. = l, — 2, t ; 1,1, — 1; — 13,22,-— 1, 

unde 4.r = — 4, 7,y = 5, 2Sr=96. Hinc prodeunt quatuor volores ipsius x puta 
= 2, 5, 8, 11; unus valor ipsius y puta =11; quatuor valores ipsius z puta 
= 0, 3, 6, 9 (mod. 1 2). Iam ut sciamus, quasnam combinationes valorum ipsius x 
cum valoribus ipsius z adhibere liceat, substituimus in congruentiis propp. pro 
x.y.s resp. 2+3/, M, 3», unde transeunt in has 

57 + 9/ + 3« = 0, 30 + 6/+(>tt = 0, 15+ 15/+9« = 0 (mod. 12} 

quibus facile intclligitur aequivalere has 

19 + 3/+n = 0, 10 + 2/+ 2« = 0 , 5 + 5/+»«=0{mod. 4} 

Prima manifesto requirit ut sit « = /+ 1 (mod. 4), quo valore in reliquis substi- 
tuto etiam liis satisfieri invenitur. Hinc colligitur, valores ipsius x hos 2, 5, 8, 1 1 
(qui prodeunt statuendo /= 0. 1, 2, 3) necessario combinandos esse cum valoribus 
ipsius z his «=3 ; 6, 9, 0 resp., ita ut omnino quatuor solutiones habeantur 

x= 2, 5, 8, 1 1 (mod. 12) 
y= 11,11,11,11 
z= 3, 6, 9, 0 

* # 

# 
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Ilis disquisitionibus, per quas sectionis propositum iam absolutum est , ad- 
huc quasdam propositiones similibus principiis innixas adiungimus. quibus in se- 
quentibus frequenter opus erit. 

Theoremata varia. 

3S. 

Problema. Invenire, quot numeri positivi dentur numero positivo dato A mi- 
nores simulque ad ipsum primi. 

Designemus brevitatis gratia multitudinem numerorum positivorum ad nu- 
merum datum primorum ipsoque minorum per praefixum characterem 4>. Quae- 
ritur itaque 4>A. 

I. Quando A est primus, manifestum est omnes numeros ab 1 usque ad 
A — 1 ad A primos esse; quare in hoc casu erit . 

<(>A = A— 1 

IL Quando A est numeri primi potestas puta =p”‘. omnes numeri per p 
divisibiles ad A non erunt primi, reliqui erunt. Quamobrem de p m — 1 numeris 

hi sunt reiiciendi: p, 2 p, 'ip (/» m— 1 — t )p; remanent igitur p'" — 1 — (p"*“ 1 1 — 1) 

sive p^~ 1 (p — 1). Hinc 

4,p m =p m ~ 1 (p— t) 

III. Reliqui casus facile ad hos reducuntur ope sequentis propositionis: 
Si A in factores M, N, P etc. inter se primos est resolutus , erit 

4>A = it>M.<t>'N.<t>P etc. ' 

quae ita demonstratur. . Sint numeri ad M primi ipsoque M minores m.m. m" 
etc. quorum itaque multitudo — 4>JU. .Similiter sint numeri ad N, Pete, re- - 
spective primi ipsisque minores etc.; p, p,p" etc. etc. , quorum multi- 

tudo <pN. 4>P etc. Iam constat omnes numeros ad productum -4 primos etiam 
ad factores singulos M, N, P etc. primos fore et 'vice versa (art. 19); porro om- 
nes numeros qui horum m, m', m" etc. alicui sint congrui secundum modulum 
M ad M primos fore et vice versa, similiterque de N, P etc. Quaestio itaque 
huc reducta est: determinare quot dentur numeri infra A, qui secundum modu- 
lum M, alicui numerorum m, ni. m " etc. secundum IV, alicui ex his n. n, n 
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ctc. etc. sint ctagrui. Sed ex art. 32 sequitur, omnes numeros, secundum sin- 
gulos modulos M, N, P etc. residua determinata dantes, congruos secundum eo- 
rum productum A fore, adeoque infra A unicum tantum dari , secundum sin- 
gulos M, dV, P etc, residuis datis congruum. Quare numerus quaesitus aequa- 
lis erit numero combinationum singulorum numerorum m , m, m" cum singulis 
n,ri,n atque p, p, i* etc. etc. Hunc vero esse = $ M. $ N. $ P etc. ex theo- 
ria combinationum constat. Q. E. D. 

IV. lam quomodo hoc ad casum de quo agimus applicandum sit facile in- 
telligitur. Resolvatur A in factores suos {trimo» sire reducatur ad formam 
a® b l c T etc. designantibus a, b, c etc. numeros primos diversos. Tum erit 
4>A=<pa'. 4>b ( . <#>c T etc. ’(a — 1) (6-r-l) c T— 1 (c — I) etc. • 

seu concinnius sA — A — — . — — etc. 

a 'b < 

Exempl. Sit .4=60 = 2*. 3. 5, adeoque $.4 = 1. j.-J. 60 = 16. Numeri 
hi ad 60 primi sunt 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23; 2», 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 5«. 

Solutio prima huius problematis exstat in commentatione ili. Euleri , theo- 
remata arithmetica nova methodo demonstrata , Comm. nov. Ac. Petrop. VIII p. 74. 
Demonstratio postea repetita est in alia diss. Speculationes circa quasdam insignes 
proprietates numerorum , Acta Petrop. VIII p. 17. 


•*. . • ' ,39., 

Si characteris 4> significatio ita determinatur, ut $ A exprimat multitu- 
dinem numerorum ad A primorum ipsoque A non, maiorum , perspicuum est 
$ 1 fore non amplius 0 , sed = 1 , in omnibus reliquis casibus nihil hinc 
immutari. Hancoe definitionem adoptantes sequens habebimus theorema. 

Si a, a', a etc. sunt omnes divisores ipsius A (unitate et ipso A non ex- 
clusis), erit 

$« -r $«-)-$ a' -f-cfc- ~A 

Ex. sit A — ■ 30 , tum erit $ 1 $ 2 -f - <p 3 -|-f> 5 -f- p 6-}- $ 1 0 — |— $15 -}- $ 30 

= 1 -1- 1 4- 2 -M +2 -M+ & + 8 = 30- 

Demonstr. Multiplicentur omnes numeri ad a primi ipsoque « non ma- 
iore» per j, similiter omnes ad «' primi per A ete. , habebunturque $a-|-$u' 
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ctc. numeri, omnes ipso A non maiores. At 

1) omnes hi numeri erunt inaequales. Omnes enim eos qui ex eodem ipsius A 

divisore sint generati, inaequales fore, per se clarum. Si vero e divisoribus diver- 
sis M, N numerisque p, v ad istos respective primis aequales prodikssent, i. e. 
si esset p -= y. v, sequeretur fiN=u M. Ponatur Jlf>A T {id quod licet). 

(Quoniam M ad p est primus , atque numerum piV metitur . etiam ipsum 
N metietur, maior minorem. Q. E. A. . 

2) inter hos numeros , omnes hi 1,2,3 A invenientur. Sit numerus qui- 

cunque ipsum A nou superans t , maxima numerorum A, t. communis men- 
sura £ eritque y divisor ipsius A ad quem .- primus. Manifesto hinc 
numerus t iuter eos invenietur qui ex divisore prodierunt. 

3) Hinc colligitur horum numerorum multitudinem esse A . quare 

4>a -|- ctc. = A. Q. E. D. 

• 40. - * 

Si maximus numerorum A, B, C, D etc-. di risor communis — p : numeri 
a, b, c, d etc. ‘ ita determinari possunt , ut sit 

aA-\-bB-^-cC-\-etc..=.\t 

Dem. Consideremus primo duos tantum numeros A. B. sitque horum 
divisor maximus communis —A. Tum congruentia Ax = X inod. B erit re- 
solubilis (art. 30). Sit radix = a. poriaturque' = t). Tum erit - a A 

-4- tiB~A, uti desiderabatur. 

• * 

Accedente numero tertio C, sit maximus divisor communis numerorum 
A.C, =A\ eritque hic simul maximus divisor communis numerorum .1. B. C ' . 
Determinentur numeri k, j ita ut sit A x — (— yC —2’, eritque ka A -f- A t» /f 
+ yC — A’. 

Accedente numero quarto D, ponatur m axi thus divisor communis nume- 
rorum A' , I) (quem simul esse maximum divisorem communem numerorum 
A,B,C,D facile perspicitur) = A", liatque k' X — A". Tum erit 

kk'aA + kk'6B-\-k'yC+8D=r. * . 

*) Metietur enim manifesto h' omnw A, It, C. * Si vero non nwt divisor communu auumiui; muxi- 
mu» foret maior quam W Ium quoniam hic divisor maximus metitur ipso» A, Ii, C, metietur etiam ipsum 
i.*e. Ipsum \\ maidr minorem Q. E. A. — Facilius udhue hoc ex art. is deduci potest 
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Simili modo procedi potest, quotcunque alii numeri accedant. 

Si itaque numeri A, B. C, D etc. divisorem communem non habent, pa- 
tet fieri posse 

ayl-(-Aii-l-cC-|-etc. = 1 

41. 

Si p est numerus primus atque habentur p res, inter quas quotcunque ae- 
quales esse possunt, modo non omnes sint aequales: numerus permutationum harum re- 
rum per p erit divisibilis. 

Er. Quinque res A, A. A, Ii. B decem modis diversis possunt transponi. 

Demonstratio huius theorematis facile quidem ex nota permutationum theo- 
ria peti potest. Si enim inter has res sunt primo a aequales nempe — A , tum 
b aequales nempe — B, tum c aequales nempe = C etc. (ubi numeri a.b.c 
etc. etiam unitatem designare possunt) , ita ut habeatur 

« — }— 6 — )— c — }— etc. ==p 

numerus permutationum erit 

i . » . 3 p 

I. 2 . a. . . o. i. 2 . . i. 1 . 1. . c elc. 

Iam per se clarum est, huius fractionis numeratorem per denominatorem divisibi- 
lem esse, quoniam numerus permutationum debet esse integer: at numerator per 
p divisibilis est, denominator vero, qui ex factoribus ipso p minoribus 1 est com- 
positus, j>er p non divisibilis (art. 1 5). Quare numerus permutationum per p 
erit divisibilis (art. 1 9). 

Speramus tpmen fore quibus etiam sequens demonstratio haud ingrata sit 
futura. 

Quando in duabus permutationibus rerum p quibus compositae sunt ordo in 
eo tantum discrepat, ut ea res quae in altera p$Miuiri locum occupat, aliam sedem 
in altera teneat, reliquae autem eodem in. utraque ordine progrediuntur . eamque 
quae in altera ultima est, ea quae est prima, in altera excipit: permutationes simi- 
les vocemus*}. Ita in ex. nostro permutationes AB A AB et Ali AB A simi- 
les erunt, quoniam res quae in priori primum secundum etc. locum occupant, in 
posteriori loco tertio quarto etc. eodem ordine sunt collocatae. 

Si permutationes similes in circulum scriptae case concipiuntur ita ut ultima re» primae fiat contigua, 
nulla omnino erit discrepantia, quoniam nullus locus primus aut ultimus vocari poterit. 

5 


# 
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lam quoniam quaeque permutatio ex p rebus constat, patet cuivis p — I 
similes adinveniri posse, si ea res quae prima fnerat. ad secundum, tertium etc. 
locum promoveatur. Quarum si nullae identicae esse possunt manifestum est, 
omnium permutationum numerum per p divisibilem evadere, quippe qui p vi- 
cibus maior sit quam numerus omnium permutationum dissimilium. Suppona- 
mus igitur duas permutationes 

PQ...TV... YZ; V... YZPQ... T 

quarum altera ex altera per terminorum promotionem orta sit , identicas esse sive 
P—Vctc. Sit terminus P qui in priori est primus, w — |— ! tus in posteriori. 
Erit igitur in serie posteriori terminus i»-J- li u *. aequalis primo, n-(- 2 ,u " secundo 
etc. unde 2«-(-l ,u " rursus primo aequalis evadet, eademque ratione 3n-(-l ,u * 
etc.; generalitcrque terminus An-|-w tu * »i to 'ubi quando kn -\-m ipsum p su]>erat. 
aut series V... YZPQ... T semper ab initio repeti concipienda' est, aut a k n -(- m 
multiplum ipsius p proxime minus rescindendum). Quamobrem si k ita deter- 
minatur, ut fiat kn = 1 (mod.p), quod fieri potest quia p primus, sequitur gene- 
raliter terminum m lum »i-j- 1 lo aequalem esse, sive quemvis terminum sequenti, 
i. e. omnes terminos aequales esse contra hypothesin. 

. 42. 

Si * e.oeffieierites A, B,V .... N; a,h,c....n duarum /unctionum furinae 

iT+Ax m -)+Bar- t -\-Cx ,n - i ....:+N P 

« .r^ 1 — )— &.C* 1- n ^Q) 

omnes sunt rationales, neque vero omnes integri , productumque e.v (P) et (Q) 

— + 31 1 -f- etc . + 3 

omnes coefficientes 21 , 51? .... 3 integri esse nequeunt. 

Demonstr. Exprimantur omnes fractiones in eoefficientibus A, B etc. a, h 
etc. per numeros quam minimos, eligaturque ad libitum numerus primus p, qui 
aliquem aut plures ex denominatoribus harum fractionum metiatur. Ponamus, id 
quod licet, p metiri denominatorem alienius coefficientis fracti in (P.. patetque 
si (Q) per p dividatur, etiam in --- dari ad minimum unum coefficientem 
fractum cuius denominator implicet factorem p (puta coefficientem primum ^ >. 
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lam facile perspicitur, in (P, datum iri terminum unum, fractum, cuius deno- 
minator involvat plures dimensiones ipsius p quam denominatores omnium simi- 
lium praecedentium, et non pauciores quam denominatores omnium sequentium; 
sit hic terminus = Gjc 9 , et multitudo dimensionum ipsius p in dcnominatore 
ipsius G, = t. Similis terminus dabitur in qui sit = /V* et multitudo 
dimensionum ipsius p in dcnominatore ipsius T, =r. - Manifesto hic erit t-j-r 
ad minimum =2. His ita praeparatis, terminus producti ex [P) et 

(Q) coefticientem habebit fractum, cuius denominator f -f— r — I dimensiones ip- 
sius p involvet, id quod ita demonstratur. 

Sint termini qui in (P) terminum Gx 3 praecedunt, 'Gx 9 +', "G. r s+ ’ etc. 
sequentes vero G' x 3 ~ l , G'aP ~‘ * etc.f similiterque in praecedant terminum 
/\r T termini 'r.r T+l , etc. sequantur autem termini r'.r T— ', r".r ,— ’ etc. 

Tum constat in producto ex* ( P ), coefficientem termini fore 

= 6’r-f 'Gr+”Gr+etc. 

-4-T(?'-f-T<7'+etc. 

Pars G P erit fractio quae -si jier numeros quam minimos exprimitur in dcnomi- 
natore f-(-r dimensiones ipsius p involvit, reliquae autem partes si sunt fractae, 
in denominatore pauciores dimensiones numeri p implicabunt, quoniam omnes sunt 
producta e binis factoribus quorum alter non plures quam b, alter vero pauciores 
quam r dimensiones ipsius p implicat; vel alter non plures quam r, alterque 
pauciores quam t. Hinc JGT erit formae fjf+x reliquarum vero summa formae 
uhi £ jiositivus et e.f.f a factore p liberi: quare omnium summa 
erit = cu his numerator per p non divisibilis, adeoque denominator [>er 

nullum reductionem pauciores dimensiones quam t - (-r obtinere potest. llinc 
coefficiens termini .t 5 ’ 1 ' 1 in producto ex (P), (Q) erit 

i. e. fractio cuius denominator f-j-r — 1 dimensiones ipsius p implicat. 
Q. E. D. ' 


f 
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43 / ’ 

Congruentia m u gradus t 

^4^"+ 5x B -' + Cx"-* + etc. + ATr +. 2V = 0 

% 

cuius modulus est numerus primus p, ipsum .1 non met iens , pluribus quam m 
modis diversis solei non potest, sire plures quum m radices secundum p i ncongruas 
non habet (Vid. artt. 25, 26). 

Si quis neget, ponamus dari congruentias diversorum graduum m, n etc. 
quae plures quam m. n etc. radices habeant, sitque minimus gradus m, ita ut 
omnes similes congruentiae inferiorum graduum theoremati nostro sint consenta- 
neae. Quoti quum de primo gradu iam supra sit demonstratum fart. 26) , qjani- 
festum est, m fore aut =2 aut maiorem. Admittet itaque congruentia 

Mx+N = 0 

saltem m -|- 1 radices, quae sint .r=a,j'=f>..r=y etc. , ponamusque id quod 
licet omnes numeros a, 6, y etc. esse positivos et minores quam p, omniumque 
minimum a. Iam in congruentia proposita substituatur jiro x, g-\- a, transeat- 
que inde in hanc 

Ay m -f- Eg m ~ 1 -f- Cg ~ 5 -j- .4f y X = 0 

Tum manifestum est, 'huic congruentiae satisfieri, si ponatur y = 0. aut =6 — a. 
aut =y — a etc., quae radices omnes erunt diversae, numerusque earum =m-\- 1. 
At ex eo quod g—0 est radix, sequitur, JV per p divisibilem fore. Quare^ 
etiam haec expressio 

g(A’y"~ 1 -J- etc. 3T) fiet = O(mod.y), 

si ipsi y uniis ex m valoribus 6 — n, y — «etc. tribuitur, qui omnes sunt 
>0 et <Cp, adeoque in omnibus hisce casibus etiam 

4y- , + 2ry-* + etc. + af fiet = 0 (art. 22) 
i. e. congruentia A'g"‘~' -f- H y” 1-5 -j- etc. + M = 0 

quae est gradus m — I li , m radices habet et proin theoremati nostro adversatur 
(patet enim facile, A' fore — A. adeoque per p non divisibilem, uti requiri- 
tur) licet supposuerimus, omnes congruentias inferioris gradus quam m u , theore- 
mati consentire. Q. E. A. 
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. 44. 

Quamvis hic supposuerimus, modulum p non metiri eoefficientem termini 
summi, tamen theorema ad hunc casum non restringitur. Si enim primus coeffi- 
ciens sive etiam aliqui sequentium per p divisibiles essent, hi termini tuto reiici 
possent, congruentiaque tandem ad inferiorem gradum deprimeretur, ubi cocfficiens 
primus per p non amplius foret divisibilis, siquidem non omnes eoefficientes |>er 
p dividi possunt; in quo casu congruentia foret identica atque incognita pror- 
sus indeterminata. 

Theorema hoc primum ab ili. La (frange propositqm atque demonstratum 
est Mem. de f Ac. de Berlin, Annte 1768 p. 192). Exstat etiam in dissert. ill.- Ee 
Gendre , Recherches (TAualpse indeterminee , Hist. de FAcad. de Paris 1785 p. 168. 
111. Euler in Nov. Comm. Ac. Petr. XVIII p. 93 demonstravit congruentiam 
x” — 1=0 plures quam n radices diversas habere non posse. Quae quamvis sit 
particidaris, tamen methodus qua vir summus usus est omnibus congruentiis facile 
adaptari potest. Casum adhuc mugis limitatum iaui antea absolverat* Comm. nov. 
Ac. Petr.X p. 6. sed haec methodus generaliter adhiberi nequit. Infra Sect. VIJI 
alio adhuc modo theorema demonstrabimus; at quantumvis diversae primo gspectd 
omnes hae methodi videri [Kissiut, periti qui comparare eas voluerint facile certio- 
res fient omnes eidem principio superstructas esse. Ceterum quum hoc theorema 
hic tantum tamquam lemma sit considerandum, fieque completa expositio huc per- 
tineat: de modulis compositis seorsim agere supersedemus. 
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* JiMtdua {ertninorviH progres/nonitt geometricae ab unitate incipienti * constituunt acrietn jn-riodicam. 

45. 

Theoueha. In omni progressione geometrica 1, a, aa, a 1 etc. praeter primum 
1, alius adhuc datur terminus a 1 , secundum modulum p ad a primum unitati con- 
gruus, cuius e.vponeits t<^p. 

Demonstr. Quoniam modulus p ad a, adeoque ad quamvis ipsius a 
potestatem est primus, nullus progressionis terminus erit =0 (mod.yj , sed qui- 
vis alicui ex hi.4 numeris 1, 2, 3 p — 1 congruus. ' Quorum multitudo quum 

sit p — 1 . manifestum est, si plures quam p — 1 progressionis termini conside- 
rentur, omnes residua minima diversa habere non posse. Quocirca inter terminos 

1 , a, aa, a 3 u 1 ' ~ 1 bini ad minimum congrui invenientur. (Sit itaque a m = a" 

et m^> « , fietque dividendo per a", a m ~"= 1 (art. 22} ubi m — n<^p, et > 0 . 

Q. E. D. 

Ea\ In' progressione 2, 4, 8 etc. terminus primus qui secundum modu- 
lum 13 unitati est congruus, invenitur 2'*=4096. At secundum modulum 23 
in eadem progressione fit 2 n — 2048=1. Similiter numeri 5 potestas sexta, 
15625, unitati congrua secundum modulum 7, quinta vero, 3125, secundum' 1 1. 
In aliis igitur casibus potestas exponentis minoris quam p — 1 unitati congrua 
evadit, in aliis contra usque ad potestatem p — 1 tanl ascendere necesse est. 
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46. . 

Quando progressio idtra terminum qui unitati est congruus continuatur, eae- 
dem quae ab initio habebantur residua prodeunt iterum. Scilicet si « 4 =l, 'erit 
a 4+ 1 = «, a ,+, = aa etc. donec ad terminum a* 1 perveniatur, cuius residuum 
minimum iterum erit =1, atque residuorum periodum denuo inchoat. Habetur 
itaque periodus / residua comprehendens, quae simulae finita est ab initio sem- .* 
|>er repetitur; neque alia residua quam quae in hac periodo continentur in tota 
progressione occurrere possunt. Generaliter erit a^sl, et a ml + " = a”, id 
quod per designationem nostram ita exhibetur : 

• 

Si r = p [mod. t) , erit a r = « p ( mod.p ). 


47. • 

Petitur ex hoc theoremate compendium potestatum quantumvis magno ex- 
ponente affectarum residua expedite inveniendi , simulae potestas unitati congrua 
innotescat. Si ex. gr. residuum e divisione potestatis 3 11)00 per 1 3 oriundum 
quaeritur, erit propter 3*= i (mod. 13), <= 3 ; quare quum ait 1 000 = I {mod. 3), 
erit 3 1000 =3 (mod. 13). 

48. 

Quando a 1 est infima potestas unitati congrua (praeter a°=I. ad quem 
casum hic non respicimus), illi t termini, residuorum periodum constituentes om- 
nes erunt diversi, uti ex demonstratione art. 45 nullo negotio perspicitur. Tum 
autem propositio art. 46 converti potest; scilicet si «'"=«" (mod./»), erit nt~n 
(mod./;. Si enim m.n secundum modulum t incongrui essent, residua eorum 
minima p, v diversa forent. At a^—a m , a'=a n , quare a ( *=a v t. e. non 
omnes potestates infra a 1 incongruae forent contra hypoth. 

Si itaque a k = 1 niod./d, erit A=0 (mod. /) i. e. k per t divisibilis. - • ' 

Hactenus de modulis quibuscunque si modo ad a sint primi diximus. Iam 
modulos qui sunt numeri absolute primi seorsim consideremus atque huic funda- 
mento investigationem generaliorem postea superstruamus. 
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DE RESIDUI* POTEST ATEJI. 

* ♦ * 

f ' . ‘ • 

Con*i(Urantirr primo nm<Mi pti »unt numeri primi. 

. 49. 


Thkokkma. Si p est numerus primus ipsum a non meti ens. atque a' infima 
' ipsius a potestas secundum modu/um p unitati congrua , exponens t aut erit — 
■ p — 1 aut pars aliquota huius numeri. 

Conferantur exempla art. 45. 

Demonstr. Quum iam ostensum sit, t esse aut — p — 1 , ant <^p — l . 
superest, ut in posteriori casu t semper ipsius p — 1 partem aliquotam esse 
evincatur. , 


I. Colligantur residua minima positiva omnium horum terminorum 1, a, 

aa a w , quae per a,«',«"etc. designentur, ita ut sit a — 1 ,a'=a, a" =aa 

etc. Perspicuum est, haec omnia fore diversa, si enim duo termini a m , a" eadem 
praeberent, foret (supponendo t»]>n) a" 1 - " = 1 atque m — n<Q. Q. E. A. 
quum nulla inferior potestas quam a 1 unitati sit congrua (hyp.). Porro omnes 
a,a',a"etc. in serie numerorum 1,2,3 ...p — 1 continentur, quam tamen non 
exhaurient, quum t<^j> — 1. Complexum omnium a. a, a" etc. per (A) desig- 
nabimus. Comprehendet igitur (.4) terminos t . 

II. Accipiatur numerus quicunque 8 ex his l.2,3...j> — 1, qui in (A) 

desit. Multiplicetur 8 per omnes a, a , a etc. , sintque residua minima inde 
oriunda 8, 6', 8' etc. , quorum numcrtis etiam erit t . At haec residua tum inter 
se quam ab omnibus a, a’, «"etc. erunt diversa. Si enim prior assertio falsa es- 
set, haberetur 8 a m ~ 8 <i n adeoque dividendo per 8. n m ~ a", coutru ea quae mo- 
do demonstravimus: si vero posterior, haberetur . 8a m = a", unde, quando m<^n, 
d=a"~”‘ i. e. 8 alicui ex bis a, «'.«' etc. congruus cohtru hyp.; quando vero 
»»>n, sequitur multiplicando per 8a* = a' + sive propter a 1 zni . 

8 = a , + " — quae est eadem absurditas. Designetur complexus omnium 8,8.8' 
etc. quorum multitudo =t, j>cr fi;, habebuiiturque iam it numeri ex his 
1,2,3 ...p — I. Quodsi igitur . 1 et fi) omnes hos numeros complectuntur, 
fit p ~~- —.t adeoque theorema demonstratum. 

III. Si vero aliqui adhuc- deficiunt, sit horum aliquis y. Per lnine mul- 
tiplicentur oiunes a, a*, a" etc. , productornraque residua minima sint y, y. y' etc. ; 
omnium. complexus per C designetur. (C) igitur comprehendet t numeros 
exilis 1,2,3 ...p — t, qui omnes tum inter se quam a numeris in (A) et fi 


Digitized by Google 


41 


MOtWU QL'i 


'w 


contentis erunt divorsi Assertiones prioi^ eodwn nmdo demonstrantur ut in 11, 
tertiaita. Siesset ' 7 «*'^ .fieret 7 aut prout »»<.«, 

aut > », in utroque citsu 7 alicui ex 'fi, cqngrua contra hyp. Habentur 
igitur 3/ numeri ex his 1,2,3 ...p — 1 atque si nulli amplius desuut, fiet 
t — adeoque; theorema erit demonstratum. 

IV. Si vero etiamnum aliqui desunt, eodein inojlo ad quarluui numerorum 
complexum (D) progrediendum erit etc. Patet vero quoniam numerorum 

1,2.3 p — 1 multitudo est finita, tandem eam exhaustum iri. adeoque nuilti- 

plum ipsius t fore: quare t erit pars aliquota numeri p-^\. Q. E. D. 


Fermalii Theorema. 

50. « 

iluutn. igitur sit integer, sequitur evehendo utraiuque partem congru- 
entiae a'~ 1 ad potestatem exponentis sive- nP~ 1 — I semper 

per p divisibilis est, ipiando p est primus ipsum a nou met iens. 

Theorema hoc quod tum propter elegantiain tum propter eximiam utilitatem 
omni attentione dignum, ab inventore theorema Fermatianum ap]K»llari solet. \ id. 
Fermatii Opera Mathem. Tolofae 1679 fui. p. 163. Demonstrationem inventor 
non adierit, quam tamen in potestate $ua esse professus est. 111. Kuler primus 
demonstrationem publici iuris fecit, in diss. cui titulus . Theorematum quorundam 
ad numeros primos spectantium demonstratio , Comm. Acad. Petrop. T. VIII*’;.'. In- 
nititur ista evolutioni potestatis (fl-f-l ubi ex coeffirientium forma facillime de- 
ducitur — a 1 ' — 1 seuiper per p fore divisibilom . adeoque [a + 1 p — 

(«+1) per p divisibilem fbre, quando «f — a per p sit divisibilis. Iam quia 
\ p - — ■ 1 semper per p divisibilis est, etiam V — ,2 semper erit; hinc etium 
37* — 3 etc. gencraliterque a 1 ' — «. Quodsi itaqne p ipsum a nonqnetitur, etiam 
o p_l — I per p divisibilis erit. Haec sufficient ad methodi indolem declaran- 
dam. Clar. Lambert similem demonstra tiouem tradidit in Actis Erudit. 1769 

•) In comment. anteriore vir «ummu* ari scopum nondum pervenerat. Cotnm. Pttr. T. VT p. mfl. — 
In contkwemia famoMi inter Maupertuis et Konig, a principio actioni* minimae orta, sed mox ad re» heteroge- 
neftH egressa, Konig in manibus »e habere dixit autographum I.tubnitianum. in qua demonstratio huius theore- 
mati» cum Mule nana prorsus conspirans contineatur. Appel au public. p. 106. f,icet vero fidepi huic testimo- 
nio duhegare nolimus, certe I.eibnitius inventum suum numquam publicavit. Conf. Hi*i. dr fAe.‘ae A. 

1740 p. 430 . 

6 
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• • 

p. \ 09, Qnia vero evolutio potestatis bihomii a theoria numerorum satis aliena 
esse videbatur, aliam demonstrationem ili. Euler investigavit quae exstat Camment. 
aer. Pete. T. VII p: 70, atque cum ea quam nos art. praec. exposuimus prorsus 
convenit. In sequentibus adhuc aliae quaedam se nobis offerent. Hoc loco unam 
sujteraddere liceat, quae similibus principiis intuti tur, uti prima ili. Euleri, Pro- 
positio sequens , cuius casus tantum particularis est theorema nostrum , etiam ad 
alias investigationes infra adhibebitur. 


51. 

Polj/nomii a-\-b-\-c.-\-etc. potestas p ,a secundum modulum p est 
== etc. 

siquidem p est numerus primus. • 

Demonstr. Constat potestatem p t * m polynomii a-^-b -f-c -f- etc. esse im- 
positam e partibus formae x ii 1 b 1 c 1 etc. ubi a-f-lJ -f-yctc. — p, ct x designat, 
quot modis p res, quarum a, b, y etc. respectivc sunt = a. b, c etc. , permutari 
possint. At supra art. 4 1 ostendimus, hunc numerum semper esse per p divisi- 
bilem, nisi omnes res sint aequales, »'. e. nisi aliquis numerorum ce, f», y etc. sit 
reliqui vero =0. Unde sequitur omnes ipsius («-{- A-f-c-f-etr.y' partes, 
praeter has u^.A^.c^e tc., per p divisibiles esse; quae igitur quando de congru- 
entia secundum modulum p agitur, tuto omitti poterunt, fietque 

• . ' i . 

(a+&4- c -|-etc.}7' «t'-j-At'-)-ri'-(_etc. *Q. E. I). 

Quodsi iam omnes quantitates a, b, c etc. 1 jKMHiutur, numerusque ea- 
rum — k, fiet k p =k uti in art. praec. ' . 


Quot numeris respondeant periodi, in quibas terminorum ntulHtudo est divisor datus numeri p — I. 

52. 

Quoniam igitur abi numeri quam qui sunt divisores ipitius p — 1 fiequeuut 
esse exponentes potestatum infimarum ad quas evecti numeri aliqui unitati con- 
grui fiunt, quaestio sese offert, num omnes ipsius p— 1 divisores ad hoc sint 
idonei , atque , quando omnes numeri per p non divisibiles secundum exj>onen- 
tem infimae suae potestatis unitati congruae classificentjir, quot ad singulos expo- 
nentes sint perventuri. Ubi statim observare convenit, sufficere, si omnes numeri 
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jKisitivi ab 1 - usque ud p ■ — 1 considerentur; manifestum enim est, numeros 
congruos ad eandetn potestatem elevari debere, quo unitati fiant congruae. adeo- 
que numerum quemcunque ad eundem exponentem esse referendum ad' quem re- 
siduum suum minimum positivum. Quocirca in id nobis, erit incumbendum , ut 

quomodo hoc res|>ectu numeri 1,2,3 p — 1 inter singulos faetores numeri 

p — 1 distribuendi sint eruamus. Brevitatis gratia, si d est unus e divisoribus 
numeri p — 1 {ad quos etiam I et p — 1 referendi), per <p d designabimus 
multitudinem numerorum positivorum ipso p minorum quorum potestas d u est 
infima unitati congrua. • - 


53 . 


Quo facilius haec disquisitio intolligi possit, exemplum apponimus. Pro 
p= 19 distribuentur numeri 1 , 2, 3 '1 b • inter divisores numeri I b hoc modo : 



I! I. 


118. 

7, 11. 

8 , 12 . 
ai i. 5. 

1 b! 2. 3, 


6 , 9 . 16 , 17 . 
10 , 13 , 14 , 15 : 



In hoc igitur Jcasu fit if/l=l, i|/2 = l, <J;3c=2,y6 = 2, = tpl8=6- IJbi 

exigua attentio docet, totidem ad quemvis exponentem pertinere, quot dentur nu- 
meri hoc non maiores ad jpsumque primi, sive esse in hoc ‘certe easu, retento sig- 
uoart. 39, t jjd—4>d. Hanc autem observationem generaliter veram esse ita de- 
monstramus. . • . • 


1, Si numerus aliquis habetur, a,' ad exponentem d pertinens (i. e. cuius 
potestas d 1 " unitati congrua, oinnes inferiores incongruae . omnes huius potesta- 
tes aa, a\ «' a d sive ipsarum residua minima proprietatem priorem etiam 

possidebunt (ut potestas ipsarum d u unitati sit congrua et quum hoc ita etiam 

exprimi possit, residua minima numerorum a, aa, it 3 a d (quae omnia sunt di- 

versa) esse radices congruendae 1 , haec autem plures quam- d radices di- 
versas habere nequeat, manifestum est, praeter numerorum a. na, n 3 — a d resi- 
dua minima alios numeros inter 1 et p - t incl, non dari quorum potestates ex- 

6 * 
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ponentis d congruae sint unitati. Hinc patet omnes numeros ad exponentem 
d |)crtinente<i inter residua minium uumeronim a,a<t, reperiri. Quales 

vero sint. ■ quantaque eorum multitudo, ita definitur. Si k est numerus ad d 
primus, omne» potestate» ipsius a k , quarum exponentes <^d , unitati non erunt 
congrui : esto enim - (mod. d) = m (vid. art. 31) critque a km ~a; quare si 
potestas e u ipsius a k unitati esset •congruit atque e<^d, foret etiam 
et hinc a*=\ contra hyp. Hinc manifestatu est, residuum minimuni ipsius a* 
ad exponeutem d • pertinere. Sivero k divisorem aliquem, c , eunt d com- 
munem habet: ipsius a k residuum miuimum ad exponentem d non pertinet; 
quoniam tum potestas ^ ,a iam unitati fit congrua erit enim per d -divisi- 
bilis, sive =o(mod.rfj adeoqne « » —1). Hinc colligitur, totidem humeros 

ad exponentem d pertinere quot numerorum 1,2,3 d ad d sint primi. 

At memorem esse oportet; hanc conclusionem innixam esse suppositioni, unum 
munerum a iam haberi ad exponentem d jartiiientem. Quamobretn dubium 
rejnanet, fierine possit ut ad aliquem exponentem nnllus omuino numerus perti- 
neat; conelusioque eo limitatur ut t f>d sit vel = 0 vel —tpd. 

- 

r»4.' ‘ 


II. > luni sint omnes divisores numeri p — 1 hi: i/, <T. d" ete. critque, quia 
omnes numeri 1,2,3 p — 1 inter hos sunt distributi, 

tf' c/t-I— — )— etc. = p — 1 , 

-At*in art. 10 demonstravimus esse * ■ • 

• * 

l pdJ rt t,d'+4><r + eU:. = p— I 

atque ex ar(. praec. sequitur <( ></ ipsi aut aequalem aut ipso minorent esse, 
maiorem esse non jtosse, similiterque de tf'd et </>■/*, etc. SI itaque aliqtiis ter- 
minus ex his ifuf, ip<f, etc. termino respondente ex his $</ 4>tf Qd", . esset 
minor (sive etiam plures) illorum summa summae hofuin aequalis esse non posset. 
Unde tandem concludimus \p<l ipsi $ d srmprr es*t actjunlem, adpoque a magni- 
tudine ipsius p — 1 non pendere. 


3 5 . 


Maximam autem attentionem meretur casus particularis propositionis prae- 
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« edentis scilicet semper dari numeros quorum nulla potestas inferior quam p — t 40 
unitati congrua, et qriidem totidem inter t et p — I quot infra p — 1 sint nd- 
meri ad p — I pthni. Cuius theorematis demdnstratio quum minime tam obvia 
sit quam primo aspectu videri possit, propter theorematis dignitatem liceat aliam 
adhuc adiieere a praecedente aliquantum diversam, quandoquidem methodorum 
diversitas ad res obscuriores illustrandas plurimum conferre solet. Resolvatur 
p — 1 in factores suos primos fiatque p — t :=a* A*cT etc., designantibus a,b,c 
etc. numeros primos inaequales. Tum theorematis demonstrationem per sequen- 
tia absolvemus: 

I. Semper inveniri posse numerum A (aut plure»! ad exponentem a’ v 
pertinentem, similiterque numeros B, Cvtc. ad exponentes b r \ et etc. respec- 
ti ve pertinentes. 

II. Productum ex omnibus punieris A, B, Cete, (sive huius producti re- 

siduum minimum) ad exponentem 'p — 1 pertinere. Haec autem ita demon- 
stramus. , . 

' • p — 1 

I. Sit g numerus aliquis ex his 1, 2, 3 .. -p— 1, congruentiae x a 

= 1 (mod. p) uun satisfaciens, omnes enim hi numeri congruentiae huic, cuius 
gradus 1 , satisfacere nequeunt. . Tum dico si potestas u ipsius 

g ponatur =A, hunc numerum, sive eius residuum minimum ad exponentem 
a’ pertinere. . • • • , 

Namque patet potestatem «P ,am ipsius /< congruam fore potestati 
p — 1 ipsius g i. e. unitati, potestas yero «P — 1 In ipsius h congrua erit po- 
testati -, Ut ipsius g, i. e. unitati erit incongrua.' multoque minus potestates 

a* - *, luie etc. ipsius b unitati congruae - esse possunt. At ejqionens' infi- 
mae potestatis ipsius h, unitati congruae, sive exponens ad quam’ pertinet h, * * 
numerum a* metiri debet (art. 48). Quare quum a * per alios numeros divi- 
sibilis non sit quam per se ipsum , atque per inferiores ipsius a potestates , ne- 
cessario o’ urit exponens ad quem h .porriget. Q. E. D. Per similem me- 
thodum demonstratur, dari numeros ad exponentes A 5 , A etc. pertinentes. 

II. Si supponimus , productum ex omnibus .1, B. C etc. non ad expo- 
nentem p— i, sed ad minorem t pertinere, t i]Aum< p — 1 metietur (art. 

48), sfive erit ' integer unitate maior. Facile autem perspicitur, hunc quo- 
tientdm vel esse unum e numeris primis a y b,c etc.. vel saltem per aliquem co- 
rnui divisibilem [art. 17), ex. gr. per a, de reliquis enim simile est ratiocinium. 
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Metietur itaque /-ipsum C~. 1 4 quare productum AB Ce tc. etiam ad potesta- 
tem elevatum unitati erit congruum (art. 46}. Sed perspicuum est sin- 
gulos B, C, etc. (exemto ipso A) ad potestatem elevatos unitati con- 

gruos fieri , quuni exponentes b'\ c* etc. ad quos singuli pertinent ipsum 
metiantur. Hinc erit 

p— 1 p— < p~ c p— 1 

A “ B ' C a etc. = A a = 1. 

Unde sequittrr -exponentem ad quem A pertinet ipsum metiri debere 

(art. 4S), «. e. esse integrum; at — ~~ integer esse- nequit (art 1 5). 

Unde tandem concludere oportet, suppositionem nostram consistere non posse, 
i.. e. productum ABC etc. revera ad exponentem p — 1 pertinere. Q. E. D. 

Demonstratio posterior priori aliquantulum prolixior esse videtur, prior 
contra posteriori miuus directa. . • 

• ' ‘ 56. • 

Hoc theorema insigne exemplum suppeditat, ‘quanta circumspectione in 
theoria numerorum saepenumero opus sit, ne, quae non sunt, pro certis assuma- 
mus. Celeb. Lambert in diss. iam supra Laudata .4c/<i Erudit. 1769 p. 127 huius 
propositionis mentionem facit sed demonstrationis ne necessitatem quidem attigit. 
Nemo vero demonstrationem tentavit praeter summum Eulerum, Comment. nor. 
Ac. Pietrop. r.XVHl ad annum 1773, 1 demonstrationes circa residua ex divisione 
potestatum -fler numeros prihos resultantia p. 85 seqq. vid. imprimis art. 37 ubi de 
demonstrationis necessitate fusius locutus est. At demonstratio quam Vir saga- 
cissimus exhibuit duos defectus habet. .Alterum quod art. 31 et sqq. tata te sup- 
ponit, congruentiam (translatis ratiociniis illic adhibitis iu nostra signa; 

revera n radices, diversas haliere , quamquam ante nihil uliud fuerit demonstra- 
tum quam quod plures habere nequeat; alterum, quod formulam art. 34- per induc- 
tionem tantummodo deduxit. • 

• •' Radicis yrttnifirac. battt, indice*. • . • • * 

57. . 

• • 

. Numeros ad eJcponcuteni p — 1 pertinentes radices primitivas cum ili. Eu- 
lero vocabimus. Si igitur a est radix primitiva, potestatum o,- aa, a 1 . .. a p ~ ' 
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residua minima omnia erunt diversa; unde facile deducitur, inter haec omnes nu- 
meras 1,2, 3, — 1, qui totidem sunt multitudine quot illa residua minima, 
reperiri debere, e. quemvis numerum per p non divisibilem potestati alicui i|>- 
sius a congruum esse. Insignis haec proprietas permagnae est utilitatis, ope- » 
rationesque arithmeticas, ad congruentias pertinentes , haud parum sublevare pot- 
est. simili fere modo, ut logarithinorum introductio operationes arithmeticae vul- 
garis. Radicem aliquam primitivam , a, ad lubituin pro basi, adoptabimus, ad 
quam omnes numeros per p non divisibiles referemus, et si fuerit «*=6(mod./i;, 
e ipsius b indicem vocabimus. Ex.gr. si pro modulo 19, radix primitiva 2 pro 
basi assumatur respondelmlit 

numeris ».2. 3.4. 5. t>.7.§.9. 10. 1 1. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 
indides 0.1.13.2.16.14.6.3.8.17.12.15. 5. 7.11. 4.10. 9. 

Ceterum patet, manente basi, cuique' numero plures indices convenire, sed hos 
omnes secundum modulum p — 1 fore congruos; qUamobrem quoties de indici- 
bus sermo erit, qui secundam modulum p — 1 sunt congrui pro aequivalentibus 
habebuntur, simili modo uti numeri ipsi, quando secundum modulum p sunt 
congrui, tamquam aequivalentes spectantur. 

* * Aigorithtnus inthrUm. * . ’ * 

* 58. . 

Theoremata ad indices pertinentia- prorsus analoga sunt iis quae ad loga- 
rithmos spectant. . . * ; 

Index producti e quotcunque factoribus con/iati congruus est stbnmae indicum 
singulorum factorum secundum modulum p — 1 . 

Index potestfltis numeri alicuius congruus est praeludo ex indice numeri dati in 
exponentem potestatis, secundum mod. p — 1-. • 

Demonstrationes propter facilitatem omittimus. 

Hinc perspicitur si tabulam construere .velimus ex qua omnium numerorum 
indices pro modulis diversis desumi possint, ex hac tum omnes numeros modulo 
maiores, tum omnes compositos omitti posse. Specimen huius modi tabulae ad 
calcem operis huius adiectum est, Tab. I, ubi in prima columna verticali positi 
sunt numeri primi primorumque potestates a 3 usque ad 97, qui tamquam moduli 
sunt spectandi, iuxta hos singulos numeri pro basi assumti; tum sequuntur indi- 
ces numerorum primorum successivorum , quorum -quini semper per parvulum iu- 
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tervalluin sunt disiuncti , eodemque ordine supra dis jxjsiti sunt nuiucri primi ; ita 
ut quis index nuuiere primo dato soeundum modulum datum rcsjiondcat , facile 
tutoque inveniri possit. . . ♦’ 

Ita ex. gr. si }i — 67 .index numeri 60,' assuinto 12 pro basi erit 

= 2lrid.2-find.3-f-Ind. 5-(mpd.$G) =5s-f-9 4.3{) =40 


59. 

Index valoris cuittsciuiipie expressionis -^[ mod .p.), [ari. 3 1) congruus est secun- 
dum modulum p — 1 differentiae indicum numeratoris a et denominaturis b, siqui- 
dem muneri a, b per p non sunt dicisild/es. 

Sit enim valor quicitnque c: eritque fbc=a (mod.p;; -hinc 


Ind.A-}- Iiul.c = Ind.rt mod.p — 1) 

. * * 

adeoque Jud.c ==,Ind.a- — Iud.t 

Si itaque tahula habetur, ex qua index cuique «umero respondens pro quo- 
vis modulo primo, aliaquc ex qua numerus ad indicem datum pertinens derivari 
possit, omnes congruentiae primi gradus facillimo negotio sulvi jki terunt, quoniam 
omnes reduci possunt ad tales, . quarum modulus est numerus priinus .(art. 30 . 
E.g. proposita congruentia •< , 

29.r-f-7 = (r mod. 47) erit x=~ (mod. 47) 

Hinc Ind.,r= Ind. — 7 — Ind.29 == Ind.40 — Ind.29 = »5 — 43 = IS (mod. 46' 

At numerus Atius index fs invenitur 3. Quare r=3 (mod. 47). Tabulam 
secundam quidem non adiecimus: at huius vice alia defungi poterit uti Secti VI 
ostendemus. \ . ■ 

Iis radicibus cvtujruenttae r* s A. •• 

60. v * % • 

Simili modo ut art. 3 1 radices congruentiarum primi gradus designavimus, 
in sequentibus etiam congruentiarum (Hirarum ahiorum graduum radices per sig- 
num cxliibebimus. Uti scilicet y.l niliil aliud significat quam radicem aequatipuis 
.c" — A, ita apposito modulo per {^4(mod.p} deuotabituf radix quaecuuqw 
congruentiae x" = A mod.yy,. Ilanc expressionem \fA niod.p}. tot valorcs ha- 
. bqre diuemus. quot habet secundum p iucongruos, omnes enim qui secundum p 
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sunt congrui tamquam acquivalontes spectandi (art. 26). Ceterum patet, si .4, II 
secundum p fuerint congrui, expressiones yM, tyB (mod.p) aequivalentes fore. 

Iam si ponitur tyA^x mod.yj). erit « Ind. ,r = Ind..<i(mod./» — l . Ex 
hac congruentia deducuntur ad praecepta sectionis praec. valores ipsius Ind..r at- 
que ex liis valores respondentes ipsius x. Facile vero perspicitur x habere to- 
tidem valores, quot radices congruentia n Ind.x=Elnd. A (mod./j — 1). Manifesto 
igitur y.-l imum tantummodo valorein habebit quando n ad p — I est primus; 
quando vero numeri n, p — 1 divisorem communem habent 8, atque hic est ma- 
ximus, Ind . x habebit 8 valores incongruos secundum p — 1, adeoque v-l 
totidem valores incongruos secundum p, siquideii) lnd. A per 5 est divisibilis. 
Qua conditione deficiente y YA nullum valorem rcalem habebit. 

Exemplum. Quaeruntur valores expressionis 'yl I (m°d. 1 9). Solvi itaque 
debet congruentia 15 Ind.a.'=Ind. 1 1 =6(mod. IS), invenienturque tres valores 
ipsius Ind..r = 4, 10, !6(mod. 18). His vero respondent valores ipsius x. 6,9,4. 

61. 

Quantumvis expedita sit methodus haec quando tabulae necessariae adsunt, 
debemus tamen non oblivisci, indirectam edm esse. Operae igitur pretium erit 
inquirere quantum methodi directae polleant : trademusque hic ea quae ex praece- 
dentibus hauriri possunt: alia, quae considerationes reconditiores postulant, ad 
sectionem VIII reservantes. Initium facimus a casu simplicissimo, ubi .4=1, 
sive ubi radices congruentiae ',x” = 1 (mod./>) quaeruntur. Ilie itaque, assumta 
radice quacunque primitiva pro basi, debet esse n Ind. j=0(mod./> — 1). Quae 
congruentia, quando n ad p — 1 est primus, unam tantummodo radicem habe- 
bit, scilicet Ind.x= 0 irnod.p — I); quare in hocce casu y/1 {mod.p) unicum va- 
lorem habet, scilicet = 1. Quando autem numeri n,p — 1 habent divisorem 
communem (maximum) 8, congruentiae nlnd.r = 0 mod.yi — 1) solutio com- 
pleta erit lnd. 0 (mod. (V. art. 29), i. e. Ind. r secundum modulum 

p — I alicui ex his numeris 

o P ~ J ' 1 ■) (*— i)u>— P 

• < ’ * ■ . i * — a 

congruus esse debebit, sive 8 valores secundam modulum p — 1 incongruos 
habebit: quare etiam x in hocce casu. 8 valores diversos (secundum modulum 
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p incongruos) habebit. Hinc perspicitur, expressionem y'1 etiam i5 valores 
diversos habere, quorum indices cum ante allatis prorsus conveniant. Quocirca 

v 

expressio y'1 (mod.y») huic y'1 ( mod.j») omnino acquivalet, i. e. congruentia 
1 (mod./f) easdem radices habet quas haec, ,r"= 1 (mod./>). Prior autem 
inferioris erit gradus siquidem 8 et n sunt inaequales. 

Ex. y'1 (mod. 1 9) tres habet valores, quia 3 maxima numerorum 15, 18 
mensura communis, hique simul erunt valores expressionis y'1 (mod. 19). Sunt 
autem hi 1,7,11. 


62. 

Per hanc igitur reductionem id lucramur ut alias congruentias formae 
x"=I solvere non sit opus, quam ubi n numeri p — 1 estdivisor. Infra vero osten- 
demus, congruentias huius formae semi>er ulterius adhuc deprimi posse, licet prae- 
cedentia ad hoc non sufficiant. Unum tamen casum iam hic absolvere possumus 
scilicet ubi n=l. Manifesto onim valores expressionis {'I erunt -f- 1 et — 1 
quia plures quam duos habere nequit, hiqne -(-I et — 1 semper sunt incongrui 
nisi modulus sit =2, in quo casu $1 unum tantum valorem hal«3re posse, per 
se clarum. Hinc sequitur, -(-1 et — I etiam fore valores expressionis 
quando m ad -y- sit primus, floe semper eveniet, quoties modulus est eius 
indolis ut ' fiat numerus absolute primus (nisi forte p — i — in quo 

casu omnes numeri 1,2,3 p — 1 sunt radices) ex. gr. quando /j= 3, 5,7, 1 1, 

23,47,59,83, 107 etc. Tamquam corollarium hic annotetur, indicem ipsius — I 
semper esse = (mod.p — 1), quaecuuque radix primitiva pro basi accipia- 

tur. Namque 2lnd.( — 1 ) = 0 mod.;; — l). Quare lnd. ( — 1) erit vel =0, 
vel (mod. p — 1): 0 vero semper index ipsius +1, atque -(-1 et 

— 1 semper indices diversos habere debent (praeter casum p — i ad quem hic 
respicere operae non est pretium). 


• 63. 

Ostendimus art. 60 expressionem y7l (mod./i) habere 2 valores diversos, 
aut omnino nullum, si fuerit 8 divisor communis maximus numerorum n, p — 1. 
Iam uti modo docuimus $71 et y74 aequi valentes esse, si fuerit A= 1 , ge- 
neralius probabimus, expressionem $Vl setaper ad aliam y B reduci posse cui 
aequivaleat. Ilhus enim valore quocunque denotato per x erit i" = ,4 ; iam 
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sit t valor quicunque expressionis — (raod./j — 1), quam valores reales habere 
exart. 31 perspicuum; eritque x f " = A f at propter rn=£(mod./> — 1). 

Quare tr* adeoque quicunque ipsius yVl valor erit etiam valor ipsius 
fyA‘. Quoties igitur tyA valores reales habet, expressioni s/A' prorsus aequi- 
valcns erit, quoniam illa neque alios habet quam haec neque pauciores, licet quan- 
do yVl nullum valorem realern habet, fieri tamen possit ut s/A‘ valores reales 
habeat. 

Ex. Si Viliores expressionis \X2 mod. 31) quaeruntur, erit numerorum 
21 et 30 divisor communis maximus 3, expressionisque ~ mod. 30) valor ali- 
quis 3, quare si V2 valores reales habet, huic expressioni ^2 S sive V* ae- 
quivalebit, invenieturque revera, posterioris expressionis valores qui sunt 2,10,19 
etiam priori satisfacere. 


04. 

Ne autem hanc operationem incassum suscepisse pcriclitemur, regulam in- 
vestigare oportet, jler quam statim diiudicari possit utrum yVl valores reales 
admittat necne. Quodsi tabula indicum habetur; res in promtu est; namque ex 
art. 00 manifestum est, valores reales dari , si ipsius A index, radice quacunque 
primitiva pro basi accepta, per 0 sit divisibilis, sin vero minus, non dari. Atta- 
men hoc etiam absque tali tabula inveniri potest. Posito enim indice ipsius A 
— k, si hic fuerit per h divisibilis, efit 1 ^ per p — 1 divisibilis et vice 

P — i , . 

versa. Atqui numeri A 6 index erit Quare si yVtfmod./i) ha- 

P — ' 

bet viliores reales, A fj unitati congruus erit , sin minus , inc-ongruus. Ita in 
exemplo art. pracc. habetur 2 10 = 1 024= 1 (mod. 31), unde concluditur 'y 2 
(mod. 31) valores reales habere. Similiter certiores hinc fimus, y' — 1 (mod. p) 
semper valores binos reales habere, quando p sit formae 4 m-(- 1, nullum vero, 
quando p sit formae 4 m -(-3 ; propter ( — l) ,M =l et ( — l) ,w+, = — t. 
Elegans hoc theorema, quod vulgo ita profertur: Si p est numerus primus for- 

mae 4 m — (— 1 ., inveniri potest quadratum aa, ita ut (in-f- 1 per p Jiat divisibi- 
lis; si vero p est formae im — I . tale quadratum non datur , hoc modo demon- 
stratum est ab ili. Eulero, Comm. nor. Acad. Petri/p. T. XYI1I p. 112 ad annum 
1773. Demonstrationem aliam iam multo ante dederat, Comm. nov. T. V p. 5 
qui prodiit a. 1760.. In dissert. priori, Comm. nor. T. I\’ p. 25. rem nondum 

7» 
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perfecerat. Postea etiam ili. La Grange’ theorematis demonstrationem tradidit. 
Nouceaux Mrin. de fAc. de Berlin A. 1775 p. 342. Aliam adhuc demonstratio- 
nem in sectione sequenti ubi proprie do hoc argumento agendum erit, dabimus. 

' 65. 

Postquam omnes expressiones y',-1 mod./i) ad tales reducere docuimus, ubi 
n divisor numeri p — 1 , criteriumque nacti sumus utrum valores reales admittat, 
necne, tales ejpressiftnes y\l (inod.p) ubi n ipsius p — l est divisor accura- 
tius considerabimus. Primo ostendemus, quam relationem valores singuli expres- 
sionis inter se habeant, tum artiticia quaedam trademus, quorum auxilio unus va- 
lor expressionis saepenumero inveniri possit. 

Primo, quando A= 1, atque r aliquis ex n valoribus expressionis yM 
mod.p), sive r" = 1 (mod.p), omnes etiam ipsius r potestates erunt valores 
istius expressionis; horum autem totidem erunt diversi quot unitates habet expo- 
nens ad quem r pertinet 'art. IS). Quodsi igitur r est ialor ad exjionontem 
n pertinens, potestates ipsius r hae r.P.P r" (ubi loco ultimae unitas sub- 

stitui potesti omnes expressionis yM (mod.p) valores involvent. Qualia autem 
subsidia exstent ad tales valores inveniendos qui ad exponentem n pertineant, 

in Sect.VIII fusius explicabimus. 

* • 

Secundo. -Quando A unitati est incongruus. unusque valor expressionis 
\M (mod.p) notus , qui sit z . reliqui hoc modo inde deducuntur. Sint valores 
expressionis $"1 hi 

• 1, r, r*. . . r" -1 

(uti modo ostendimus), eruntque omnes expr. $A valores hi 

r, zr. zt * . . ..‘ zi»-' 

namque omnes hos congruentiae satisfacere inde manifestum quod, po- 

sito quocunque eorum- ~ rr*. potestas ipsius n u . s'V , propter r"= 1 et z" 
= ipsi A fit congrua: omnes diversos esse ex art. 23 facile intelligitur; plu- 
res autem valores quam hos quorum numerus est », expressio y',-1 habere ne- 
quit. Ita «r. yr. si alter (expressionis- {/A valor. est z, alter erit — z. Deni- 




Digitized by Google 


KADICES PRIMITIVAE. INDICE'. 


53 


que hinc concludendum omnes valores expr. yVl inveniri non posse , nisi simul 
omnes valores expr. v'l constent. 


66 . 

Secundum quo<l nobis proposueramus fuit docere, in quo casu unus expres- 
.sionis \ A , mod.p) valor (ubi n supponitur esse divisor ipsius p — I) directe 
inveniri possit. Hoc evenit quando aliquis valor potestati alicui ipsius A con- 
gruus evadit, qui casus quum haud raro occurrat, aliquantum huic rei immorari 
non superfluum erit. Sit talis valor, si quis datur z, sive z=A k et A^z* 
(mod.p). Hinc colligitur quare si numerus k habetur, ita ut sit 

A=A kn , A k erit valor quaesitgs. At huic conditioni aequivalet- ista, ut sit 
i =&it(mod.f), designante t exponentem ad quem pertinet A (art. 46, 48). Ut 
vero haec congruentia possibilis sit, requiritur , ut sit n ad t primus. Hoc in 
casu erit k=' n (mod. t ) ; si vero t et .» divisorem communem habent, uullus 
valor z potestati ipsius A congruus esse potest. . 


67. 

Quum nutem ad Tianc solutionem ipsum t novisse oporteat , videamus quo- 
modo procedere possimus, si hunc numerum ignoremus. Primo facile intelligitur. 
t ipsum metiri debere, siquidem (rnod.p) valores reales habeat , uti 

hic semper supponimus. Sit enim quicunque valor y , eritque tum y — 1 = 1 , 
tum y=A (mod.yi) ; quare elevando partes posterioris congruentiae ad potesta- 
tem /Lzi tam i f| e t A " =1; adeoque p -- per t divisibilis ; art. I b !. 
lain si p - nd n est primus, congruentia art. praec. kn = I etiam secun- 

dum nuMlulum v ' solvi poterit , manifestoque valor ipsius k congruentiae 
secundum modulum hunc satisfacietis eidem etiam secundum modulum t, qui 
ipsum metitur, satisfaciet (art. 5). Tum ‘igitur quod quaerebatur inven- 
tum. Sivero ad n non. est primus . omnes ipsius ' factores primi 

qui simul ipsum n metiuntur ex J - - ' eiiciantnr. Hinc nanciscemur numerum 
' . ad n primum , 'designante q productum ex omnibus illis factoribus pri- 
mis, quos decimus. Quodsi iam conditio ad quam in artie. praec. pervenimus ut 
/ad n sit primus locum habet, t etiam ud q erit primus adeoque etiam ip- 
sum — — metietur. Quare si congruentia kn= 1 (mod. solvitur (quod 

fleri potest quia n ad primus), valor ipsius k etiam secundum modulum 

• 
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t congruentiae satisfaciet, id quod quaerebatur. Totum hoc artificium in eo ver- 
satur, ut numerus eruatur qui ipsius t, quem ignoramus, vice fungi possit. At- 
tamen probe meminisse oportet, nos quando p - ■ ' ad « noii est primus . suppo- 
suisse conditionem art. prncc. locum habere, quae si deficit omnes conclusiones er- 
roneae erunt; atque si regulas datas temere sequendo pro z valor invenitur, cuius 
potestas « '® ipsi A non sit congrua, indicio hoc est, conditionem deficere adeo- 
que methodum hanc omnino adhiberi 11011 posse. 

6S. 

Sed in hocce etiam casu saepe prodesse potest , hunc laborem suscepisse; 
operaeque pretium est, quomodo hic valor falsus ad veros sese habeat investigare. 
Supponamus itaque numeros k, z vite esse determinatos sed non esse £= A 
(mod. p). Tum si modo valores expressionis y .! ( mod. /» ) determinari possint, 
hos singulos per z multipheando valores ipsius y.l obtinebimus. Si enim v 
est valor aliquis ipsius y'*: erit (cr " — A . Sed expressio y eatenus hac 
y.i simplicior, quod { mod. p ) ad exponentem minorem plerumque pertinet 
quam -4 . Scilicet si numerorum t , q divisor communis maximus est « , 
(mod.p) ad exponentem d pertinebit, id quod ita demonstratur. Substituto pro 
z valore, fit -j) = -J,., (mod./j). At kn — 1 per - divisibilis iart. pracc.), 

1 vero per t (ibid. ) sive F ~' |>er ‘ . Atqui -* ad ^ est primus \hj/p.), 
quare etiam —~ t ' per ^ sive p ~ 1 jier adeoque etiam kn— if per ' d 
et [kn — I )d per t erit divisibilis. Hinc A(*" — , ) rf =l mod.p). Unde facile 
deducitur, ad potestatem </ u, “ evectum unitati congruum fieri. Quod vero 

A * 

ad exponentem minorem quam d pertinere non possit facile quidem demon- 
strari potest, sed quoniam ad finem nostrum non requiritur, huic rei non immora- 
mur. Certi igitur esse possumus/ ^ (mod.p) semper ad minorem exponentem 
pertinere, quam A, unico excepto casu, scilicet quando t ipsum q metitur, 
adeoque d — t. 

Sed quid iuvat, quod _ ad minorem exponentem pertinet quam A*? l’lu- 
res numeri dantur qui possunt esse A quam qui possunt esse . et quando se- 
cundum eundem modulum plures huiusmodi expressiones y'A evolvere occasio 
est , id lucramur ut plures ex eodem fonte haurire possimus. . Ita ex. </r. semper 
unicum saltem valorem expressionis y/-i (mod. 29) determinare in. potestate erit, 
* 

t 
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si modo expressionis — I (mod. 29} valores (qui sunt + 1 2) innotuerint. Fa- 
cile enim ex art. praec. perspicitur, huiusmodi expressionum unum valorem sem- 
per directe determinari posse , quando t impar, et d fieri = 2 quando t par; 
praeter — 1 autem nullus numerus ad exponentem 2 pertinet. 

Exempla . Quaeritur V* 1 (mod. 37 ). Hic p — 1=36, » = 3, =12. 

adeoque <7 = 3: debet igitur esse 3A= 1 (mod. 4) quod obtinetur ponendo k= 3. 
Hinc *= 31* (mod. 37) = 6 , inveniturque revera 6* = 31 (mod. 37 ). Si valo- 
res expressionis ^1 (mod. 37) sunt noti, etiam reliqui expr. yti valores deter- 
minari possunt. Sunt vero illi 1, 10,26, per quos multiplicando ipsum 6, prode- 
unt reliqui = 23 et 6 . 

Si autem quaeritur valor expr. <^3 (mod. 37), erit n = 2, =1S; ad- 

eoque q= 2. Hinc debet esse ik= 1 (mod. 9}, unde fit k= 5 (mod. 9). Qua- 
re z = 3*= 21 (mod. 37); at 21* non =8, sed =34; est autem ^ (mod. 37) 
= — 1, atque {/ — 1 (mod. 37) = + 6; unde obtinentur valores veri 
+ 6 .21 =+15. 


Haec fere sunt, quae hic de talium expressionum evolutione tradere licuit. 
Palam est methodos directas satis prolixas saepe evasuras: at hoc incommodum 
tantum non omnibus methodis directis innumerorum theoria incumbit : neque 
ideo negligendum censuimus, quantum hic praestare valeant ostendere. Etiam 
hic observare convenit, artificia particularia quae exercitato haud raro se offerunt 
sigillatim explicare, non esse instituti nostri. 


AVxhj indicum in systematibus divertis. 

69. 

Revertimur nunc ad radices quas diximus primitivas. Ostendimus, radice 
'primitiva quacunque pro basi assumta omnes numeros, quorum indices ad p — 1 
primi, etiam fore radices primitivas , nullosque praeter hos : unde simul radicum 
primitivarum multitudo sponte innotescit. V. art. 53. Quamnam autem radicem 
primitivam pro basi ado.ptarc velimus, in genere arbitrio nostro relinquitur ; unde 
intelligitur, etiam hic, ut in calculo logarithmico, plura quasi systemata dari posse *), 


") In eo autem differunt, quod in logarithmi* systematum numerus est infinitum . hic vero tnntus, quantus 
numerus radicum primitivarum. Manifesto enim bases congruae idem systema generant. 


Digitized by Google 



I • 



56 DE RESIDUIS POTESTATUM. 

• * . . . * 

quae quo vinculo connexa sint videamus. Sint a, b duae radices primitivae, 

■ aliusque numerus m,- atque, quando a pro basi assumitur, index numert b 
= S, numeri m vero index = fi (mod.p — 1); quando autem b pro basi as- 
sumitur. index numeri a =E a , numeri m vero =v(mod./j — 1). Tum erit > 
at>= 1 (mod.p — 1); namque <i c =6, quare a a5 =t® =a (mod./»), (/iyp.) , hinc 
af>= 1 (mod./» — 1 ). Per simile ratiocinium invenitur v = a p , atque p=6v 
(mod./> — 1). Si igitur tabella indicum pro basi a constructa habetur, focile in 
aliam converti potest, ubi b basis. Si enim pro basi a ipsius b index est =6, 
pro basi b ipsius a index erit mod. p — 1), multiplicandoque per hunc 

numerum omnes tabellae indices, habebuntur omnes indices pro basi b. 

70. 

Quamvis autem plures indices numero dnto contingere possint . aliis aliis- 
que radicibus primitivis pro basi acceptis, omnes tamen in, eo convenient, quod 
omnes eundem divisorem maximum cum p — 1 communem habebunt. Si enim 
pro basi a. index numeri dati est m, pro basi b vero n , atque divisores ma- 
ximi his cum p — 1 communes p, v supponuntur esse inaequales, alter erit 
maior, e,v. gr. p]>v, adeoque p ipsum n non metietur. At designato indice 
ipsius «, quando b pro basi nssumitur, per a, erit (art. praec.) n ~ am mod. 
p — 1) adeoque p etiam ipsum n metietur. Q. E. A. 

Hunc divisorem maximum indicibus numeri dati . ipsique p — 1 commu- 
nem. a basi non pondere, etiam inde jierspicuum, quod aequalis est ipsi p ~-, de- 
signante t exponentem ad quem numerus, de cuius indicibus agitur, pertinet. Si 
enim index pro basi quacunque est k, erit t minimus numerus per quem k mul- 
tiplicatus ipsius p — 1 multiplum evadit (excepta cifra' vid. artt. 48, 58, sive 
minimus valor expressionis ” (mod. />— t) praeter cifram; hunc autem aequa- 
lem esse divisori maximo communi numerorum k et p — 1 ex art. 29 nullo ne- 
gotio derivatur. 

71. 

Porro facile demonstratur . basin ita sempor accipere licere, nt numerus ad 
exponentem t pertinens indicem quemlibet datum nansiscatur, cuius quidem ma- 
ximus divisor cum p — 1 communis = P ~i~- Designemus hunc brevitatis gra- 
tia per d, sitque index pro]x»situs =dm . numerique propositi, quando quaelibet 
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radix primitiva a pro basi accipitur; index erunt que m. n ad r ' jr . sive 

ad < primi. Tum si g est vnlor expressionis -- (mod.p — 1), simulque ad p — 1 
primus, erit a' radix primitiva, qua. pro basi accepta numerus propositus indicem 
dm adipisectur (erit enim a td "'=a du ~ numero proposito . id quod desideraba- 
tur. Sed expressionem (mod .]>' — 1) valores ad p — I primos admittere, ita 

probatur. Aequivalet illa expressio huic; " { mod. p —j- ) sive ( mod. t) vid. 
ari. 31. 2,-eruntfjue omnes' eius valores ad t primi; si enim aliquis vajor e divi- 
sorem cum t communem haberet, hic divisor etiam ipsum rtie metiri deberet, 
adeoque etiam ipsum n, cui me secundltm t congruus, contra hypoth., ex qua « • 
ad t primus. Quando igitur omnes divisores primi ipsius p — 1 etiam ipsum t 
metiuntur, omnes expr. ~ mod. t) valores ad p — 1 primi erunt multitudoque 
eorum —d; quando autem p — 1 alios adhuc divisores primos, f m g, h etc. impli- 
cat, ipsum t non metientes, ponatur valor quicunque expr. - (mod. t\ ~e. Tum 
autem quia ^omnes t,f,p,h etc. inter se primi, inveniri potest numerus g, qui se- 
cundum t ipsi e, secundum f i/, h etc. vero numeris quibgsciinque ad hos rcspective 
primis fiat congruus (art. 32). Talis itaque numeras per nullum factorem primum 
ipsius p — I divisibilis adeoque ad p— ,1 primus 'erit, uti desiderabatur. Tandem 
haud difficile ex eombinationum theoria deducitur, talium valorum multitudinem 
fore = — 1 ~ f -— s T L~ * . ctc - • ged ne digressid haec in nimiam molem excrescat. 

t • f • 9 ■ » . etc. ' ^ , 

demonstrationem, quum ad institutum nostrum non sit adeo necessaria, omittimus. 


Ba*c* usibus prculiurihtt* accommodatae. 

72. • ‘ ' 

Quamvis in genere prorsus arbitrarium sit, quaenam radix primitiva pro ba- 
si adoptetur, interdum tamen bases ahae prae’ aliis commoda quaedam peculiaria 
praebere possunt. In tabula 1 semper numerum 10 pro basi assumsimus. quaudu 
fuit radix primitiva; alioquin basin ita semper determinavimus ut numeri 1 0 in- 
dex evaserit quam minimns, i. e. denotante t e.\|ionentem ad quem 10 

pertinuit. Quid vero hinc lueremur, in Sect. VI ostendemus ubi eadem tabula 
ad alios adhuc usus adhibebitur. Sed quoniam etiam hic aliquid arbitrarii rema- 
nere potest, ut ex art. praec. apparet: ut aliquid certi statueremus, ex omnibus 
radicibus primitivis quaesitum praestantibus minimam semper pro basi elegimus. 
Ita pro p— 73, ubi atque d— 9, a' habet i. e. 0 valores. qui 

sunt 5. H. 20. 2S. 39. 40. Assumsimus itaque minimum 5 pro basi. 

S 
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• l 

Methodus radiet* primitiva* astognurnli. 


73. 

Methodi radices primitivas inveniendi maximam partem tentando innitun- 
tur. Si quis ea quae art. 55 docuimus ciim iis quae infra de solutione cotigrucn- 
tiae or* = 1 trademus confert, omnia fere, quae jier methodos directas effici j>os- 
' sunt, habebit, 111. Kuler confitetur, Ojm.sc. Analyt. T. I. j>. 152, maxime difficile 
videri, bos numeros assignare , corumqpe indolem ad profundissima numerorum 
mysteria esse referendam. At tentando .satis cxj>edite sequenti modo determinari 
posstfnt. Exercitatus operationis prolixitati j>cr multifaria artificia particularia 
succurrere sciet : haec vero per usum multo citius quam per praecepta ediscuntur. 

• 1*. Assumatur ad libitum numerus ad p (ita sera per modulum designa- 

mus) primus, a, (plerumque ad calculi brevitatem conducit, si quam piinimum ac- 
cipimus, ex. gr. numerum 2) determineturque eius periodus (art. 46), i. e. residua 
miniata ipsius potestatum., donec ad' potestatem a 1 perveniatur, .cuius residuum 
minimum sit ! # ). Iam si fuerit l—p — 1, a est radix primitiva. 

2°. «Sivero /<(p — t, accipiatur njius numerus b in periodo ipsius a non 
contentus, investigeturque simili modo Imius periodus. Designato exponente ad 
quem b pertinet per «, facile perspicitur u neque ipsi t aequalem neque ipsius 
partem aliquotam esse posse, in utroque enim casu fieret b*= 1, quod esse ne- 
quit, quum periodus ipsius a omnes numeros amplectatur, quorum potestas ex- 
ponentis t unitati congrua (art. 53). Quodsi u fuerit —p — J, erit b radix 
* • * 
primitiva; si vero u non quidem — p — '1, sed tamen multiplum ipsius t, id lu- 
crati sumus, ut numerus constet ad exponentem maiorem jfertinens, adeoque sco- 
po nostro, qui est invenire numerum ad exponentem maximum pertinentem, pro- 
piores iam simus. Sivero u neque —p — 1, neque ipsius t multiplum, tamen 
numerum invenire possumus ad exponentem ipsis t, u maiorem pertinentem, 
nemj>e ad exponentem minimo dividuo communi numerorum t, u aequalem. Sit 
hic —y, resolvaturque y ita in duos factores inter se primos, m,n, ut alter i[>- 
sum t, alter ipsum u metiatur -[•). Tum fiat potestas '* ipsius a, =A, pote- 


•) Quisquis «ponte perspiciet , tum opus esse has potestate» ipsos novisse, quum cuiusvis residuum mini- 
mum facile ex residuo minimo potestati* praecedentis obtineri possit. 

t) Quomodo hoc fleri possit ©x art. i s haud difficulter derivatur. Resolvatur y in factores tales , qui 
-int aut numeri primi diversi aut numerorum primorum diversorum potestate».- llorum quisque alterutrum nu« 
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stas “ u ijwsius b, =B fmod.p), eritque productum AB numerus ad exponen- 
tem n pertinens; facile enim intelligitur, A ad exponentem m. B ad exponentem 
n pertinere; ndeoque productum AB ad mn pertinebit, quia »«, n jnter se sunt 
primi, id quod prorsus eodem modo uti in art. 55, II processimus probari poterit. 

3°. 'Iunrsi g—p — 1, AB erit radix primitiva; sin minus, simili modo ut 
antea alius numerus adhibendus erit, in periodo ipsius AB non occurrens; erit- 
que hic «ut radix primitiva, aut pertinebit ad exponentem ipsa y maiorem, aut 
certe ipsius auxilio (uti ante) numerus ad exponentem ipso g maiorem pertinens 
inveniri jwterit. Quum igitur numeri qui per repetitionem huius operationis prode- 
unt , nd exponentes continuo crescentes pertineant, manifestum est tandem nu- 
merum inventum iri, qui ad exponentem maximum pertineat, i. e. radicem pri- 
mam. q. e. f. • . ’ 


* 


/ 4 . • 

Per exemplum praecepta haec clariora fient. Sit />r=73, pro quo radix 
primitiva quaeratur. Tentemus primo numerum 2, cuius periodus prodit haec; 

1.2. 4.6. 16.32.04.55.37. t ctc. 

0. 1.2.3. 4. 5. 6, 7. 6.9 etc. 

Quum igitur iam potestas exponentis 9 unitati congrua fint, 2 non es^ radix pri- 
mitiva. Tentetur alius numerus in periodo ipsius- 2 non occurrens ex. gr. 3, cu- 
ius periodus est haec : 

1. 3. 9. 27. 8. 24. 7 2. 70. 64. 46. 65. 49. 1 etc. 

9.1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 1 0. U . 1 2 etc. 

Quare neque 3 est radix primitiva. Exponentium au toni ad quos 2, 3 pertinent, 

(». e. numerorum 9, 12) dividutis communis minimus est 36. qui in factores 9 et 4 
ad praecepta art. praec. resolvitur. Evehendus itaque 2 ad potestatem exponen- 
tis f, i. e. numerus 2 ipse retinendus; 3 autem ad potestatem exponentis 3.: pro- 
ductum ex Ilis est 54, quod itaque nd exponentem 36 pertinebit. Si denique ip- 
sius 54 periodus computatur numerusque in hac non contentus ex. gr. 5 denno 
tentatur, hunc esse radite m primitivum, 're perietur. 

merorum t, u metietur (sive etiam utrumque). Adscribnntur ninguli aut numero / aut numero m, prout illum 
aut hunc metiuntur: quando aliquis utrumque metitur, arbitrarium est, cui adseribatur: productum ex iis qui 
ipsi t adseripti sunt , sit = ni, productum e reliquis -- n. faefleque perspicietur m ipsum I, n ipsum u me- 
tiri, atque esae as = y. 

S " S 

' * 
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* Theoremata oaria de periodis et radicihu* primitivi*. * 

. 75. 

Antequam hoc argumentum deseramus,, propositiones quasdam trademus, 
quae ob simplicitatem suam attentione haud indiguae videntur.. * 

Productum ex omnibus terminis periodi numeri cuiusvis est . = 1 , quando ipso- 
rum multitudo, sive exponens ad qnem-twmerus pertinet, est imitar, et — I, quando 
ille exponens est par. 

Ex. l’ro modulo 13 periodus numeri 5 constat ex his terminis 1 , 5, 12,8 
quorum productum 480= — l(mod. 13).- • . 

Secundum eundem modulum periodus numeri . 3 constat e terminis 1,3,9 
quorum productum 27 = 1 (mod. 1 3). 

Demonstr. Sit exponens, ad quem numerus pertinet, t , atque index nu- 
meri. ^ , id quod' si basis rite determinatur semper fieri potest ’art.7l). Tum 

index producti cx omnibus jieriodi terminis erit' . 

= (I +2 + 3+efc. 

i. e. = 0 #\od.p — 1), -quando t impar, et = -7 - . quandq t |wr; hinc in jiriori 
casu productum illud = l-(mod./»j ; in |K»xteriori vero ■ = — '1 mod.j»), (art. 02). 
Q.E.D. ' , ' 

, * 7 6. 

Si numerus iste in theor. praecedente est radix primitiva, eius periodus om- 
nes numeros 1,2.3...,.../» — 1 comprehendet, quorum productum itaque semper 
= — I (namque p — I semper par , unico casu /» = 2 excepto in quo — t et 
+ 1 aequivalent). Theorema hoc elegaiis quoti ita ennneiari solet: productum ex 
omnibus numeris numero primo dato minoribus, unitate auctum per hunc primum est 
divisibile, priuium a cel. Waring est prolatum armigeroque Wilsou adseriptutn, 
Meditt. algebr. Ed. 3. /».380. Sed neuter demonstrare potuit , et cel. Waring fa- 
tetur demonstrationem eo difficiliorem rideri, quod nulla notatio fingi possit,, quae 
numerum primum exprimat. — At nostro quidem indicio hiiiuxinodi - veritates ex 
notionibus (totius quam ex notationibus hauriri debebunt. 1‘ostea ill. Lg prange 
demonstrationem dedit, Nouv. Mem de T Ac. de Jlerlin, 1771. Innititur ea consi- 
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derationi coefticientium ex evolutione producti * ■* 

4'+ !.*•+ 2.Jf+ 3 — 1 ' *’ 

oriundorum. Scilicet posito hoc producto . ‘ , • 

== j?~ l + Ax^+B^+rte. -f- Af.r-f- A* 

cucfticicutes .-1,-/1 etc. M per />' erunt divisibiles, N vero erit = 1.2.3 p — l . 

Iafn- pro X— 1, productum ‘per p. divisibile; tunc autem erit* 2 = b-f-iv (mod.//i: 
quare necessario per p dividi poterit. 

Denique ili. Eulcr in Opusc. anulyt. T. I. p. 329 demonstrationem dedit, 
eum ea quam no» kic exposuimus conspirantem. Quodsi tales viri theorema hoc 
meditationibus suis non indignum eensueruut, non improbatum iri speramus, si 
aliam adhuc demonstrationem apponimus. ’ , 


• • . 77. 

Quando secundum modulum p, productum duorum numerorum «, h uni- 
tati est congruum, numeros a,b eum 111. Euler socius vocemus. Tum secundum 
sect. praec. quivis numeras positivus ipso p minor socium habebit positivum ipso 
p minorem et qUidchi unicum. Facile autem probari potest ex muceris 1 , 2, 
:i .. . .p — I ; J ■ et p — 1 esse unioos qui sibi ipsis sint socii : numeri enim sibi ip- 
sis socii, radices erunt congruentiae jr.i = 1 ; quae- quoniam est secundi gradus 
plures quam duas, radices , i. e. alias quum 1 et p — I habere nequit. Abiectis 

itaque liis numeraram reliquorum 2.3 p^—i bini semper erunt associati: 

quare productum ex' ipsis erit 3E I adeoque productum ex omnibus 1, 2. 3 . . . 
p — I, ~±p — 1 sive ™ — 1. Q. E. D. 

Ex.gr. pro p — 13 rtnmeri 2,3,4 tl ita associantur: 2 emu 7; 3 cum 

•J: -1 eum 10; 5 cum 8; 6 eum II: scilicet 2,7 = 1; 3.9=£l ote. lliue.2.3. 4 
1 1 = I ; adeoque 1 . 2. 3 . . . . 12 = -»- I . •• • 


J v 


Potest autem theorema Wilsoninnum generalius sic proponi. Productum c.r 
omnibus numeris, numero quocunqne datu .1 uiiuQtrtbus simutque ud i/tsum jmmts, 
congruum est stcundum 4, imitati ve! negative vel positive sumtae. .Negative sumen- 
da est unitas , quando .1 est formae y<' j ‘.bjut huiusce 2 p "' , designante p nume- 

*»’: : % v' ' 
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rum ]iriniuni h 2 diversura, insupcrqne quando A— 4 ; positive autem in omnibus 
casibus reliquis. Theorema, quale a cel. WiLson est prolatum, sub casu priori con- 
tinetur. — Ex.gr. pro A — 1 5 productum e numeris 1,2,4,7,8,11,13,14 «st 
= l(mod. 15). llemonstratioRom brevitatis gratia non adiunginrus: observamus 
tantum, eam simili modo perfici posse ut in art. pracc., excepto quod congruentia 
xx= 1 plures quam duas radices habere potest, quae considerationes, quasdam 
jieculiares postulant: Posset etiam -tlemonstratio ex consideratione indicum peti, 
similiter ut in’ art. 7 5, si ea quae mox de modulis non primis trademus conferantur. 

• • • . 79. . 

Revertimur ad enumerationem aliarum propositionum (art. 7 5). 


Summa omnium terminorum periodi numeri cuiusvis est =0. uti in ex. art. 75, 

1 +• 5 + 1 2 + 8 = 26 = 0‘ (mod. 1.3). 

Dem. Numerus de cuius periodo agitur, sit —a, atque exponens ad quem 
pertinet, —t. eritque summa. terminorum omnium periodi, 

= 1 -|-« s -j-etc. 1 = (mod. p) 

At — 1=0: quare summa haec semjier erit =0 (art. 22), 'nisi forte a — 1 
per p sit divisibilis, sive ,a= 1 ; hunc igitur casum excipere oportet, si vel unum 
terminum periodum vocare velimus. • , 

80. 

Productum ex omnibus radicibus primitivis est 1 , ' excepto unico casu. • 
p = 3 ; tum enim una tantum datur radix primitiva, 2. 

Demonstr. Si radix primitiva quaecunque pro basi assumitur, indices radi- 
cum omnium primitivarum erunt numeri ad p — 1 primi simulqiie ipso minores. 
At horum numerorum summa , ». e. index producti ex omnibus radicibus primiti- 
vis, est = 0 (mod. p — 1' adeoque productum =1 (mod.p) ; facile enim perspi- 
citur. si k fuerit numerus ad p — i primus , etiam p — 1 — k ad p — 1 pri- 
mum fore adeoque binos numeros ad p — 1 primos supimam constitilere per 
/> — I- divisibilem; ( k autem ipsi p — 1 — k numquam aequalis esse potest, prae- 
ter casum, p — 4 = 2, sive./; =3, quem excepimus; manifesto enim ^ ~ in 
omnibus reliquis casibus ad p — 1 non est primus). 
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Summa omnium radicum primitivam* est aut =0 (quando p — i per qua- 
dratum aliquod eflt divisibilis}, aut =+ 1 [mod.p), (quaudo p — 1 est produc- 
tum e numeris primis inaequalibus; quorum multitudi* si est par signum positi- 
vum; si vero impar, negativum stimendum). 

Ex. t° pro p=13, habentur radices primitivae 2,6,7,11, , quarum sum- 
ma 26=0 (mod. 1 3). • 

2° pro p= 11, radices primitivae sunt 2, IS. 7, & quarum summa 23 = 
-|- 1 (mod. 1 l)p ' • . * 

3° pro p= 31, radices primitivae sunt 3-, 11, 12, 13, 17. 21, 22. 24. qua- 
rum summa , 123 = — 1 (mod. 31). 

Demonstr. Supra demonstravimus (art. 55, II), si p — 1 fuerit = «’ U' r 7 
etc. (designantibus a,b,ce tc. numeros^irimos inaequales) atque A,B,Ce tc. numeri 
quicunque ad exponentes a’, etc. respective pertinentes , omnia producta 
.1 BC etc. exhibere radices primitivas. Facile vero etiam demonstrari potest, 
quamvis radicem primitivam per huiusmodi productum exhiberi jKisse et quidem 
unico tantum modo *). • 

Unde sequitur hqee producta loco ipsarum radicum primitivarum accipi 
posse. At quoniam in his productis omnes vnlores ipsius A cum omnibus ipsius 
Be tc. combinari oportet, omnium horum productorum summa aequalis est pro- 
ducto ex summa omnium valorum ipsius A, in summam omnium valorum ipsius 
B, in summam omnium valorum. ipsius Cete, uti ex doctrina combinationum no- 
tum est. Designentur omnes valores ipsorum A; Bete., per A, A\ A" etc. ; 
B, B, B' etc. etc. , erkque summa omnium radicum primitivarum 

= (A-f-rl'-(-et<j.) 4- etc. etc. 

Iam dico, si exponens a fuerit =1, sumjnam A + A'-}- A”-(-etc. ‘fore = — I, 
(mod.p), sivero tr fuerit >. 1 , summam hanc foro =0, similiterque de reli- 
quis 6, y etc. Simulae haec erunt demonstrata, theorematis nostri veritas mani-' 

• <1 f y 

•) Determinentur «cilicet numeri «, b,c r ctc. ita, ut sit o= i (mod.o ),et = o {mod. b c*etc.); b=i 
(mod. b?) et = o(mud. etc.) etc. (vid. art. 32), unde fiet o + b + cH-eic. == t ( mod. p — i ) , (art, fu). 
Iam «i radix primitiva quaecunquc , *r, per productum AJiC etc. exhitieri debet accipiatur = i? = r. 
( T =r c etc., atque pertinebunt A ad exponentem J3 ad exponentem 6^ etc. ; productumquu ex.omnibuH 
A, Ii. Oete, erit = r(mod./j); denique* facile perspicitur A, H, Ce to. alio modo determinari non po*'**. 
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festa erit. Quando enim p — 1 per quadratum aliquod divisibilis est, aliquis ex- 
(umentium a,t>, yete. unitatem superabit, adeoque aliquis faetorum, quorum pro- 
ducto qongrua est summa omnium pulicum primitivarum, erit E«, et proin 
etiam productum ipsum :^juando vero p — 1 per nullum quadratum dividi potest, 
omnes ex|>onentes /i, f>, y etc. erunt = I , unde summa omnium radicum primi- 
tivarum congrua erit producto ex tot factoribus, quorum quinque = — I , quot 
habentur numeri <i. b, c etc. , adeoque erit = + l,- proutr horum numerorum 
multitudo par vel impar. ‘Illa autem ita probantur. 

1°. Quando a — I atque A numerus ad exponentem a pertinens, reli- 
qui humeri ad hunc exponentem pertinentes erunt A s , ,4’. . , . A a ~ l . At 

x+a+a*-\ : a*....+A°-' ' . . 

est sumtna i>eriodi completae, adeoque = 0 (ait. 'J 9) , quare 

A+A*+A*.'...+A—*=— i 

\ * 

‘2 . Quando autem «>1. atque. A numerus ad. exponentem a 1 perti- 
nens, reliqui numeri ad hunc exponentem pertinentes habebuntur, si ex his A *, 
A 3 . A ' . . . . A“ 1 reiiciuntur A“, A Ia ,A u ctc., vid art. r» ; quare summa eorum 
erit 

= 1 + A + A * . . . .-M"’-' _ (i + A" + A M . . . . + A*—) 

* \ 

i. e. congrua differentiae duarum periodorum , adeoque =0. Q. E. D. 

Dt moduli* qui sunt numerorum jrritnorum potestates y 

# 

Omnia quae hactenus exposuimus innituntur suppositioni, modulum esse 
numerum primum. Superest ut eum qHoque casum consideremus, nibi pro modu- 
lo assumitur numerus compositus. Attamen quum hic neque proprietates tam 
■elegantes eniteant; quam in casu priori, neque ad eas inveniendas artificiis subti- 
libus sit opus, sed potius omnia fere per solnm principiorum praecedentium appli- 
cationem erui possint, omnes minutias h\c exhaurire superfluum atque taediosum 
foret. Breviter itaque quae huic casui cum priori sint comnlunia quaeque pro- 
pria exponemus. • 
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83. . ' ' • ‘ • 

Propositiones artt. 45 — 4 8 • generaliter iam sunt demonstratae. At prop. 
art. 49 ita. immutari debet: . ’ . 

* •• *- ' • . • ** • • . 

• Si f designat, quot numeri dentur ad m primi simul ipso m minores, i. -e. Jii 
fzdctpm \art. 3 Hj: exponens t infimae potestatis numeri dati a ad m primi, quae 
secundum modulum m unitati est congrua; vel erit = fi' vel pars akqrteta huius numeri. 

Demonstratio proji. art. '49 etiam pro hoc casu valere potest, si modo ubique 
loco ipsfus p, m, loco ipsius p — 1 , /, et loco numerorum 1, 2, 3, .. ..p — t, nu- 
meri ad m primi simulque ipso’ m minores substituantur. Huc itaque lectorem 
ablegamus. Ceterum demonstrationes reliqune de quibus illic locuti siunuS (artt. 
50, 51). non sinC multis ambagibus ad liunc casum applicari possunt. — At re- 
spectu propositionum sequentium, -art. 62 sqq. magna differentia incipit inter mo- 
dulos , qui numerorum primorum sunt potestates, eosqOe , qui per plures nume- 
ros primos dividi possunt. Seorsim itaque modulos prioris generis qomtempla- 
bimur. *’ *' 


84. 

Si modulus rn=cp a , designante p numerum primum, erit f=p*~ x {p — 1) 
(art. 38). Iam si disquisitiones in artt. 53, 54 contentae ad hunc casum applican- 
tur, mutatis -mutandis uti in art. praec. praescripsimus, invenietur, omnia quae ibi 
demonstrata sunt etiam pro hoc casu locum habere, si modo ante probatum esset, 
congruentiam formae jr-*— t ^ 0 (mod.y/ 1 ) plures quam t radices diversas habere 
non posse. Pro modulo primo hanc veritatem esc propositione generaliori aft. I it 
deduximus, quae auterti in omni sua extensione de modulis primis tantummodo 
valet, neque adeo ad hunc casum applicanda. Attamen propositionem pro hoc 
casu particulari veram esse per methodum singularem demonstrabimus. Infra 
seet. VIII)' idem facilius invenire docebimus.. 


* • 85. , 

Demonstrandum proponimus nobis hoc theorema: 

-S'i numerorum t et p n ~ JX {p — 1) divisor communis malimus est e, congruen- 
tia xr=\{jmd.p n ) habebit e radices diversas. 

Sit e—kp'" ita ut k factorem p non involvat , adeoque nttmcrum p — I 

9 
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• • » 


im Hewnu» potkstati m. 


metiatur. Tum corruentia ,c l 1 secundum modulum p habebit k radices 
diversas , quibus per A. D, C ctc. designatis , radix quaecunque eiusdem congru- 
entiae secundum modulum /<*, congqiu esse debet secundam -modulum -p .alicui 
numerorum A, Ii, C’etc. Iam demonstrabimus, congruentiam jc*=1 (mod. p”) 
habere p radices ipsi A, totidem ipsi Ii ctc. congruas secundum niqduluni p. 
Quo 'facto omnium radicum numerus erit kp' sive e uti diximus.- Illam vgro 
demonstrationem ita adornabimns, ut primo ostendamus, si -et- fuerit radix i]isi A 
secundum modulum p congrua, etiam 

i radices; secundo, numeros ipsi .1 secundum moduliun p congruos alios quam 
qui in fonua a-\-Ap"~^ sint comprehensi (denotante k integrum queiucunque „ 
radices esse non posse: unde manifesto p' radices diversae habebantur, et- non 
• plure s: atque idem etiam de radicibus, quae singulis ii. Cete, sunt congruae, lo- 
cum habebit : tertio docebimus, quomodo seni])cr radix, ipsi .4 secundum p con- 
grua, inveniri possit. 

1 nsouKMA. Si uti in art. praec. t est numerus per p*,' neque cero per p v+ ' di- 
4 *• 

— n' 0 [mod.p^ +r ) , at = a‘~ ' hp*t [mod.p ^ ') 

Theorematis pars posterior locum non habet, quando p — 2 simulque p 1 . 
Demonstratio huius theorematis ex evolutipne potestatis biuomii peti posset, 
si ostenderetur omnes terminos post secundum per p> l+ .''~ l ’ , divisibiles esse. Sed 
quoniam consideratio denominatorum coefticientium in- aliquot ambages deducit, 
methodum sequentem praeferimus. • 

* ; f , # * , . * 

. Ponamus primo pj> 1 -atque v= 1 , eritque propter 
-•* p ‘ 1 ,.r'— / — \x — y) J~' + etc. +/“') 

* (a h p ]k ' — a! =. hp' f ‘(jp.-\-hp v ) t ~'-{-(a-{Tkp^) l ~ t a -p ctc. -|-a <— *} 

* «I * • 

At est • a + Ay» 1 * = a ruod.p 5 ) 
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quare quisque terminus (a-f A/» 1 *)'” 1 , + ctc. erit ^«‘"‘(mod./), 

adeoque omnium summa = fa' -, .(mod.p ! j sive formae Vp* denotante 

V numerum quemcuuque. Hinc (a -)- A — a* erit formae 

n> I /ip |J+I , i. e. = «t <— , Ap ;1 r(mod.p |l+, j et. S 0 (mod.p 1 *' 1 " 1 ). 

l*rp hoc itaque casu theorema est demoustratum. 

lam si theorema pro aliis ipsius v valoribus verum m>n esset, manente 
etiamnttm /i^> t. limes aliquis necessario daretur, usque ad quem theorema sem- 
per verum foret, ultra vero falsum. .Sit miiiimus valor ipsius v, pro quo falsum 
est = <f. unde facile perspicitur, si t jier non autem per jr fuerit divisi 

bilis, theofemaadhucverumes.se, at si loco ipsius f substituatur tp, falsum. Ha- 
bemus itaque r 

* w'<S . . 4 

(«+*/>>*/ =a , + 6 ,_, Ay‘#(mody l+ *) Rive = a'- 4 -b < *-' A/f* 

denotante, ii numerum integrum. At quia pro v =1 theorema iam est demon- 
stratum , erit 

"'-f a , -'hp»t-\-n t f+ 7 )>' ~ a f P-j- h,P+' t + mcxl . y/‘+t + 1 


I '•» 


adeoque etiam 


‘n -f- /i p*)** ~ 1 h p ,l tp (mod. 






i. e. theorema etiam verum, si loco ijisius t substituitur tp, i. e. etiam pro 
eoiltrn hypothesin. I nde manifestum pro omnibus ipsius v valoribus theorema 
verum esse. 


87 . * 

Superest casus ubi jtt=l. ‘Per methodum prorsus similenv ei qua in art. 
praec. msi sumus, sine adiumento theorematis binoniialis (kunonstrari potest esse 

a ~\~hp?~' ^ a*T , -|-a < T , (f — i ) Ap (mod.j»*) 
a (a+hp*-* i= a l -'^-a l ^{t— 2)hp 
na ia + hp) t ~ :> = ' a l ~' +' a'" 1 (f —3 )hp 
• etc. 


• * < ■> 

k 


* 


unde aggregatum erit (quia partium multitudo =-f) 


• .. 


4 
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DE RESIDCI* POTEST ATl’M. 


s ta' 


t a 1 ! h p (mod-p*) 


At quoniam t per p divisibilis, etiam - — ~~ per p divisiliilis erit in om- 
nibus casibus ejjceptorep ubi p= 2 de quo iam in art. praec. monuimus. In re- 
liquis nutem casibus erit - a ( ~' t hp=0 (mod.p*), adeoque etiam illud aggre- 
gatum = ta !~' 1 (mod.p 1 ) ut in art. praec. In reliquis demonstratio hic eodem 
modo procedit ut ii|tic. . . . • . . 

• '. Colligimus igitur generaliter unico casu p=H excepto,. esse 

' {a + hf)‘ = «‘ rnod .p^i • ‘ . 

et {a-\-hp Y non S a 1 pro quovis modulo qui sit altior potestas ipsius p, quam 
haec p' l+> , quoties quidem h jier p iion est divisibilis, atque p' potestas suprema 
ipsius quae nqmerum t dividit. ' . 


Bine protinus derivantur propositiones 1 . et 3„ quas art. >5 demonstrandas 
nobis proposueramus: scilicet # 

» . 4 ' .» 

si a a ( =l, erit etiam (a-t-Ap" -v ;^te 1 \mod.p"; ; . 

*' > 
secundo si numerus aliquis nt' ipsi A adeoque etiam ipsi a secundum modulum 
p cpngnms, neque vero huic secundam modulum p n ~^ , congruentiae x'= 1 
unod.p"), satisfaceret, i>oiiamus a esse =«+'/• "ita at l jxy p non. sit divi- 
sibilis, eritque — v, tunc autem (a-\-lp } / secundum, modulum p ,+ "! ipsi 

a* congruus erit, non autem secundum modulum p", quae est aptior potestas, 
quare radix congruentiae esse nequit. 


SS-. 


Tertium- vero fuit radicem aliquam uongruentiae (mod.p"), ipsi A 

congruam, iu venire. Ostendemus Iui/ Untmumbdo quomodo hoc fieri possit, si 
iam radix eiusdem congruentiae secundum modulum p n ~' innotuerit; manifesto 
hoc sufficit, quum a modulo p pro quo .1 est radix, nd modulum p', sltrque de- 
inceps ad omnes potestates consecutivas progredi possimus. 

Esto itaque a radix congruentiae x 1 = I {mod.pP ~ *) quaeriturque radix 
eiusdem congruentiae secundum modulum p" , ponatur haec = a-\-hp n , 
quam formam eam habere debere ex art. praec. sequitur casum ubi v = « — t 

' * ♦ 


4 

* 
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postea seorsim' considerabimus: maior vero quam « — .1, v esse nequit). Debet 
itaque 'esse 1 . ... 

(et-f- = 1 (mod./'-') 

At . . (a + A;/'—-'/ SE ht/'—-' mod.p" • 

.Si itaque A ita detery linatur, ut liat 1 htp n ~' , ~ l (mod.p" : sive (quia 

per-hyp. 1 (mod.p"' -1 ) atque t per p* divisibilis) ita ut fiat ~^-|-a < ~ , A^ r 

per p divisibilis, quaesito satisfactum erit. Hoc autem sdmper fieri posse ex Sect. 
praet-. manifestum, quum t per alticyem ipsius p potestatem quam p' 1 dividi non 
posse hic $u|>ponamus, adeoque a!~ l ad p s*it primus. 

Si veno v*=». — 1 i. e t per p" - * sive etiam per altiorem ipsius p pote- 
statem divisibilis, quivis valor A congruentiae ar= 1 secundum modulum p sa- 
tisfaciens eidem etiam secundum modulum p " satisfaciet. -.Sit enim t=p n ~ l z, 
eritque t—Tfmod.p— 1 ): quare’ quoniam .^=1 (iqod.p) erit etiam A/ 1 
(mod.p). Ponatur itaque A T =-l-f-Ap critquo A* — (1 -{-hp) 1 ’ = 1 (mod. p/ 1 ) 

art. 87.-, 

' • * . 

• . . ' •’ 

Omnia quae art. i7 sqq. adiumento theorematis, congruentiam plu- 

res quam t radices diversas non habere eruimus, etiam pro modulo qui est nu- , 
meri primi potestas locum habent, et si radices primitivae vocantur numeri, qui ad 
exponentem p"~ x {p — 1} pertinent, sive in quorum periodis omnes numeri per p 
non divisibiles inveniantur, etiam hic radices primitivae exstabunt. Omnia au- 
tem quae supra de indicibus coruinque usu tradidimus, nccnon de 'solutione cou- 
gruentiae 1 , ' ad 'hunc quoque casum appticqri possunt. Quae quum nulli 
difficultati oBnoxia sint omnia ex integro repetere superfluum foret. Praeterea 
radices congruentiae a/si seoundum modulum p" a.radicibus eiusdem congru-, 
entiae secundum p deducere docuimus. • Sed de eo casu «bi potestas aliqua nu- 
meri 2 eat modulus, quin supra exceptus ffiit, aliqua adhuc sunt adiicienda. 

• * 

ModtULqui sunt yoUsUitat i/marii. \* 

• • . 

, Si potestas aliqua numeri 2, qltior quam secunda, puta 2" pro modulo accipitur, 
niimeri cuiusvis imjiaris potestas exponentis 2 *~ s , unitati est congrua. 
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DE BKSI DUS POTESTATEM. 

Kt.gr. 3"=656i = 1 niod. 32). 

Quivi» enim numerus impar vel sub forum 1 -+-4A*, vel sub hae — I — f— 4 A 
comprehenditur: unde propositia protinus sequitur (theor. art. S6,. 

Quoniam igitur exponens ad quem quicunque numerus impar secundum 
modulum 2" pertinet , divisor ipsius 2"~' esse debet, quivis ad aliqifCm horum 

numerum pertinebit t,2,4.S ■2*" — *, ad quenmam vero pertineat ita facile, di- 

indicutur. Sit numerus propositus = 4 A + l , atque exponetis maximae ]>o te- 
statis numeri 2, quae ipsruin A metitur, =m qui etiam —0 esse potest, quando 
scilicet A est impar'; tum exponens ad quem numerus propositus pertinet,' erit 
— 2 " * siquidem n>«-f-2j‘ si autem «— vel <»r-f-2, numerus pro- 
positus est = +l udeoque .vel ad exponentem 1 vel ad exponentem 2 pertine- 
bit. Numerum enim formae + 1 -(- 2" I+1 A, (quae huic aequivalet, - 4A + i). ad 
potestatem exponentis elevatum unitati secundum' -modulum .2" congru- 

um fieri, ad potestatem' nutem exponentis, qui est inferior numeri 2 potestas, in- 
congruum, ex art. 86 nullo negotio deducitur. Numerus itaque qflicunque for- 
mae 'SA-f- 3 vel SA-f-a ad exponentem 2" — s pertinebit. , 

• . 91. 

Hinc patet eo sensu quo supra expressionem accepimus, radices primitivas 
hic non dari, nullos scilicet numeros, quorum periodus omnes numeros modulo 
minores ad ipsumque primos amplectatur. Attamen facile perspicitur, analogou 
hic haberi. Invenitur enim, numeri formae bA-f- 3 potestatem exjKmentis im- 
paris semper esse forinae bA‘-)-3. {sjtestatem autem exponentis puris, semper 
formae S A — 1 : nulla igitur potestas formae bA-^5 aut: sA'-f- 7 esse potest. 
Quate quum |>eriodu8 numeri formae- bA-f- 3 , ex 2” — 1 terminis diversis constet, 
quorum quisque aut formae bA-f-3 . aut huius bA-f-t, nequo plures bniusmodi 
numeri modulo minores dentur qunin • 2" — V manifesto quivis numerus fonuae 
HA+1 vel sA -fr 3 congruus est secundum modulum 2" potestati alicui numeri 
eujuscuuque formae SA-f- 3.' Simili mOdo ostendi jiotest periodum numeri formae 
bA-J-f) comprehendere omnes numeros formarum bA-f-1 et bA-f-5. Si igitur nume- 
rus formae bA-f- 5 pro basi assumitur, omnes muneri formae bA-f- 1 et 8A-f- 5, 
positive, omnesque formae bA-f- 3 et bA-f-7, negative sumti, indices rcales nan- 
ciseentur, et quidem hic indices secundum i ! ‘~' congrui pro aequivaleutibus sunt 
habendi, Hw modo tabula nostra I intelligeiuln , ubi pro modulis t6, 32 et 64 


* 
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(namque pro modulo Sv nulla tabula necessaria erit) se m per numerum 5 pro basi 
accepimus. Ki\ gr. numero 19 qui est formae Su -)- 3 adeoque negutire sumen- 
dus, respondet pra modulo C4 index 7 , id quod significat esse 5 7 = — 19 (mod. 04). 
Numeris autem formarum S« -)- 1 , 8» -f- 5 negative , atque numeris formarum 
h»-(-3, 8i»-+' 7 positive acceptis, indices quasi imaginarii tribuendi forent. Quos 
introducehdo calculus indicum ad nlgorithmum perquam simplicem reduci potest. 
Sed quoniam, si haec ad omnem rigorem exponere vellemus, nimis longe evagari 
oporterCt, hoc pegotiiuu ad aliam occasionem nobis reservamus, quando forsan fu- 
sius quantitatum imaginarium theoriam, quae, nostro quidem iudicio a neiniue hac- 
tenus ad notiones claras est redqcta, pertractare suscipiemus. Periti hunc algo- 
rithnium facile ipsi eruent: qui minus sunt exercitati, perinde tamen tabula hac 
uti poterunt, ut ii qui rocentiftrum commenta de logarithmis imaginariis ignorant, 
logarithmis mtuntur, si quidem principia supra stabilita probe tenuerint. 

* . • ’ . • • ; , 
Moduli r pluribus primis ctrmpotiii. « . » 

. .• . • 92. 

Secundum modulum c pluribus primis compositum tantuin non omnia quae 
ad residua potestatum pertinent ex theoria congruentiarum generali deduci jkis- 
stint; quia vero infra congruentias quascunque secundum modulum e pluribus 
primis compositum ad congruentias, quarum modulus, est primus aut prini f pote- 
stas , reducere fusiys docebimus , non est quod huic rei multum hic immoremur. 
Observamus tantuin,, bellissimam proprietatem, quae pro reliquis modulis locum 
habeat, quod scilicet semjier- exstent numeri quorum periodus omnes numeros ad 
modulum primos complectatur, hic deficere, excepto unico casu, quando scilicet 
modulus est duplum numeri primi, aut potestatis numeri primi. Si enim modu- 
lus m redigitur ad formam A" C? etc. designantibus • A, B, C etc. numen» 
primos diversos, praeterea A 0- 1 (A — I) designatur per a, B 1 ’*' (B — 1). per f» 
etc. denique z est numerus ad m primus; erit :"sl mod. 1 (mod. J3 4 ) 
etc. Quodsi igitur p est minimus numerorum a, b, y etc. dividuus communis, 
erit z?= t secundum omnes modulos -A a , etc. adeoque etiam secundum m . 
cui illorum productum est aequale. At excepto casu ubi m est duplum numeri 
primi aut -potestatis muneri primi, numerorum a, t !, y etc. dividuus communis 
minimus, ipsorum producto est urinor (quoniam numeri a.b.yctc, inter se primi 
esse nequeunt sed certe divisorem 2 communem habent). Nullius itaque numeri 
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peripdup tot tcrminos^comprehendere potest, quot dantur numeri ad modulum pri- - 
mi ipsoqne minores, quia horum numerus producto ex a, f), y etc. est aequalis. 
Ita ex.gr. pro »»=1001 cuiusvis numeri .ad m primi potestas exponcutis 00 
unitati est congrua, quia 60 est dividuus- communis numerorum 6. 10, 12. — Ca- 
sus autem ubi modulus est duplum numeri primi aut duplum potestatis numeri 
primi jlli ubi est primus aut primi potestas prorsus est similis. 


93. 

Scriptorum in quibus alii geometrae de argumento in hac sectione pertrac- 
tato egerunt, iam passim mentio est facta. Eos tamen qui quaedam fusius, quam 
nobis brevitas jtermisit, explicata desiderant, ablegamus imprimis ad sequentes ilL 
Euleri commentationes , ob perspicuitatem qua vir summus prae omnibus semper 
cxcelluit, maxime commendabiles. , ” . * * 

Theoremata circa residua ex di risione potestatum relicta Comm. nor. Petr. T. VII 
p. 49 sqq. • ‘ • 

Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per numeros prinuts resultantia. 
Ibid. T. XV11I p. &5 sqq. • • 

Adiuugi bis possunt Opusculorum analgt. T. 1, dissertt. 5 et 8. 
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SECTIO QUARTA 

DE 

CONGRUENTIIS SECUNDI GRADUS. 


, * Jif gidua et non - rtsidua guadratica . 

94. 

, Theorema. Numero quocunque m pro modulo accepto, ex numeri * 0, 1.2. 
3.,..»»— 1, plurcs quam •}!»-)- 1 quando m est par, sive plure* quam J m -f- +•' 
quando m est impar quadrato congrui- fieri non possunt. . * 

Dem. Quoniam numerorum congruorum quadrata sunt congrua: quivis . 
numerus, qui ulli quadrato congruus fieri potest, etiam quadrato alitari cuius radix 
<»» congruus erit. Sufficit itaque residua minima quadratorum 0, 1 , 4 , 9 . , . . (m — 1 )’ 
considerare. At facile .perspicitur, esse (m — 1)*=1, («t — 2)*=2 l , [m — 3)*= 3 3 
etc. Hinc etiam, quando m est par, quadratorum (J m — 1)* et {{■m+f)*, {fm — 2 f 
et (1 ;« -4-2)’ etc. residua minima eadem erunt: quando vero m eat impar, quadrata 
;|m — 4}* et ({ »<+!)*. ( 1 m — Jj* et (f m-f-f }* etc. erunt congrua. Unde 
palam est , alios numeros , quam qui alicui ex quadratis 0, 1 , 4 , 9 . . . . ($ m) * con- 
grui sint, quadrato congruos fieri non posse, quahdo m "par; quando vero imj>ar, 
quemvis numerum, qui ulli quadrato sit congruus, alicui ex his 0, 1 , 4,9 ... (1 m — 1) ! 
necessario congruum esse. Quare dabuntur ad summum in priori casu | m -f* 1 
residua minima diversa, in posteriori 5 m -J- . Q. E. D. 

Exemplum. Secundum modulum 13 quadratorum numerorum 0, 1,2,3 
...6 residua minima inveniuntur 0.1,4.9,3,12,10, post haec vero eadem 

10 
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ordine inverso recurrunt 10, 12, 3 ctc. Quare numerus quisque , * nulli ex istis 
residuis congruus, sive qui alicui ex his est congruus, 2, 5. 0, 7, 8, 1 1, nulli qua- 
drato congruus esse’ potest. 

Secundum modulum 1 5 lmcc inveniuntur -residua 0,1.4,9,1,10,0,4 post 
quae eadem ordine inverso recurrunt. Hic igitur numerus residuorum, quae qua- 
drato congrua fieri possunt, minor adhuc est quam I»»-)-}, quum sint 0.1,4, 
6, 9, 1 fi. Numeri autem 2, 3, 5, 7, S, 1 1 , 1 2, 1 3. 1 4 et qui horam alicui sunt con- 
grui, nulli quadrato secundum mod. 15 congrui fieri possunt. 


95. 

Hinc colligitur, pro quovis modulo omnes numeros in duas classes distingui 
posse, quarum altera contineat numeros, qui quadrato alicui congrui fieri possint, 
altera eos qui non possint. Illos appellabimus residua quadratica numeri istius 
quem pro modulo accepimus*), hos vero ipsius non • residua quadratica, sive etiam, 
quoties ambiguitas «ulla 'inde oriri potest, simpliciter residua et non-residua. Ce- 
terum palam est sufficere, si omnes numeri 0, 1 , 2. . . m — 1 in classes redacti sint : 
numeri enim congrui ad eandem classem erunt referendi. 

Etiam in hac disquisitione a modulis primis initium faciemus, quod itaque 
subintelligendum erit, etiamsi expressis verbis non moneatur.- Numerus primus 
2 autem excludendus, sive numeri primi impares tantum considerandi. 

• • . r 

Quoti** modulus est numerus primus , multitudo residuorum ipso minorum multitudini non-residuorum aequalis. 

96. 

Numero primo p pro modulo accepto, numerorum. 1,2,8 ....p — 1 semissis 
erunt residua quadratica, reliqui non-residua , i. e. dabuntur \!p — 1} residua foti- 
demque non-residua. 

Facile enim probatur, omnia quadrata 1 , 4, 9 ... J — 1)’ esse incongrua. 
Scilicet si fieri posset rr = r'r (mod.p) atque numeri r,r' inaeqnale.s et non ma- 
iores quam 1 'p — 1) posito d i. q. licet, fieret (r—r r )(r-\rr'; positivus et 


*) Proprie quidem hic casu secundo alio sensu utimnr, quam hucusque fecimus. Dioere scilicet oporteret, 

r esse residuum quadrati aa secundum modulum m quando r 3 au (mod. m ) ; at brevitatis gratia in hac sec- 
tione semper r ipsius tn residuum quadraticum vocamus neque hinc ulla ambiguitas metuenda. Expressionem 
enim, residuum, quando idem significat quod ntimerua. congruus , abhinc non adhibebidui* , nisi forte de resi- 
duis rui nimis Sermo sit, ubi nullum dubium esse potest. . * 
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]x'r p divisibilis. At uterque faetor r — r' , et r+r’ ipso p est uiiuor, quare 
suppositio consistere nequit (art. 13). Habentur itaque J !p — 1) residua tjua- 
dratica inter hos numeros 1,2,3 ....p — 1 contenta; plura vero inter ipsos esse 
nequeunt quia accedente residuo 0 prodeunt quem numerum omnium 

residuorum multitudo superare nequit. Quare reliqui numeri erunt non-residua 
horumque multitudo = J (p — 1). 

Quum cifra semper sit residuum, hanc numerosque per modulum divisibiles 
ab investigationibus his excludimus , quia hic casus per se est clarus, theorema- 
tumque concinnitatem tantum turbaret. Ex eadem caussa etiam modulum 2 ex- 
clusimus. 


97. - . 

Quum plura quae in hac Sect. exponemus etiam ex principiis Sect. praec. 
derivari possint, neque inutile sit, eandem veritatem per methodos diversas per- 
scrutari, hunc nexum ostendemus. Facile vcr,o intelligitur, omnes numeros qua- 
drato congruos, indices pares habere, eos contra, qui quadrato nullo modo congrui 
fieri possint, impares. Quia vero p — 1 est numerus par, tot indices pares erunt 
quat impares, scilicet 1 (p — 1), totidemque tum residua tum non-residua dabuntur. 

Exempla. Pro modulis sunt residua 

3 I. . • . 

5 1,4. ; 

‘ 7 1, 2. 4. ' • . 

11 I, 3, 4, 5, 9. 

. . 13 1.3, 4. .9, 19. 12. . . * 

17 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16. 

. etc. 

reliqui vero numeri liis modulis minores . non-residua. 

Qua**tio , utrum muti erus cmnpositus residuum numeri primi dati sit an non - residuum , ab indole 

factorum pendet. 

, »• 

9S. 

Thbobeua. Productum e duobus residuis quadraticis numeri primi p. est resi- 
duum; productum e residuo in non -residuum, est non- resuluum; denique productum e 
duobus non -residuis, residuum. • , . . • '. 

10 * * 
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Demonsfr. I. Sint A,B residua o quadratis aa,bb oriunda sive A=a'n, 
B~bb, eritque productum AB quadrato numeri ab congruum i. e. residuum. 

II. Quando A est residuum, puta =aa, B vero non-residuum, AB erit 
non-residuum. Ponatur enim si fieri potest AB^kk, sitque valor expressio- 
nis 'mod7>)=6; erit itaque aaB=aabb, unde B = bb, i. e. B residuum 
contra hyp. 

Aliter. Multiplicentur omnes numeri qui inter hos 1,2,3 p — 1 junt 

residua , 'quorum multitudo — f p — )'), per A omniaque producta erunt resi- 
dua quadratien, et quideih erunt omnia incongrua. Iam si non-residuum B per 
A multiplicatur, productum nulli productorum quae iam habentur congruum erit; 
quare si residuum esset, haberentur 1 • ) residua incongrua inter quae non- 

dum est residuum 0 , contra art. 96. 

III. Sint A, B non-residua. Multiplicentur omnes numeri qui inter 

hos 1,2,3....;/ — 1 sunt residua ]>er A, habebunturque /(/> — 1) non-residua 
inter se incongrua (II); iam productum. AB nulli illorum congruum esse potest; 
quodsi igitur esset non-residuum , haberentur { 1 ) non-residua inter se in- 

congrua, contra art. 96. Quare productam etc. Q. E. D. 

Facilius adhuc haec theoremata e principiis sect. praec. derivantur. Quia 
enim residuorum indices semper sunt pares , non-residuorum vero impares , index 
producti e duobus residuis vel uon-residuis erit par, adeoque productum ipsum, 
residuum. Contra index producti e residuo in non-residuum erit impar adeoque 
producturo ipsum non-residuum. 


• Utraque demonstrandi methodus etiam pro his theorematibus adhiberi 
potest: Erpressionis moti. p) valor erit residuum, quando numeri a,b simul sunt 

residua, vel simul non • res idua; contra autem erit non-residuum , quando numerorum 
d. b alter est residuum alter non-residuum. Possunt etiam ex conversione theorr. 
praCcc. obtineri, 




99. 


HuG^raliter, productum ex quotcunquc factoribus est residuum tum quando 
omnO^sunt residua, tum quando non-residuorum, quae inter eos occurrunt, mul- 

‘ factores reperi- 
diiudicari potest, 


titud^OBt par; quando vero multitudo non-residuorum quae inter 
nntur est- impar, productum erit non-residuum. Facile itaque di 
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utrum numerus compositus sit residuum necne, si modo quid sint singuli ipsius 
lactores constet. Quamobrem in tabula II numeros primos tantummodo recepimus. 

Oeconomia huius tabulae haec est. In margine positi sunt moduli *), in facie vero 
numeri primi successivi; quando ex his aliquis fuit residuum moduli alicui iis, in 
spatio utrique respondente lineola collocata est, quando vero numerus prinuis fuit 
non-residuum moduli, spatium respondens vacuum mansit. 

, Lk moduli#, qui eunt numeri compotiti. . * * 

100 . 

Antequam ad difficiliora progrediamur , quaedam de modulis non primis ad- 
jicienda sunt. 

Si numeri primi p , potestas aliqua p” pro modulo assumitur (ubi p non 
esse 2 supponimus), omnium numerorum per p non divisibilium moduloque mi- 
norum altera semissis erunt residua, altera non-residua, i. e. utrorumque multitu- 
do = p(p — l)p“ -1 . 

Si enim r est residuum: quadrato alicui congruus erit, cuius radix moduli 
dimidium non superat, vid. art. 94. lam facile perspicitur, dari J (p — 1 )p”~' 
numeros per p non divisibiles modulique semisse minoribus ; superest itaque ut 
demonstretur, omnium horum numerorum quadrata incongrua esse, sive residua 
quadratica diversa suppeditare. Quodsi duorum numerorum a, b per p non di- 
visibilium modulique semisse minorum quadrata essent congrua , foret ait — hb 
sive (a — b) (a-)- b) per p" divisibilis (posito i. q. licet a)> b). Hoc vero fieri non 
potest, nisi vel alter numerorum a — b: a-\-b per p" fuerit divisibilis, quod fieri 
nequit, quoniam uterque <Cp", vel alter per p m alter vero. per p" - ”, i. e. uter- 
que per p . Sed etiam hoc fieri nequit Manifesto enim etiam summa et diffe- 
rentia 2 a et 26 per p foret divisibilis adeeque etiam a et b contra hyp. — 

Hinc tandem colligitur inter numeros per p non divisibiles moduloque minores 
f (p — l)p* residua dari, reliquos quorum multitudo aeque magna, esse non-resi- 
dua Q. E. D. — Potest etiam theorema hoc ox consideratione indicum derivari’ ‘ 
simili modo ut art. 97. 

101 . ' 

# i > 

Quivis numerus per p non divisibilis, qui ipsius p est 

*) Quomodo etiam moduli» componitis carere possimus mox docebimini. 
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etiam ipsius p ” ; qui vero ipsius p est non • residuum , etiam ipsius p " non -resi- 
duum erit. 

Pars posterior huius propositionis per se est manifesta. Si itaque prior fal- 
sa esset, inter numeros ipso p" minores simulquc per p non divisibiles plures fo- 
rent residua ipsius p quam ipsius p”, i. e. plures quam 1 p"~' [p — 1). Nullo 
vero negotio perspici poterit, multitudinem residuorum numeri p inter illos nu- 
meros esse praecise = 1 p"~' {p — 1). 

Aeque facile est, quadratum reipsa invenire, quod secundum modulum p" 
residuo dato sit congruum, si quadratum huic residuo secundum modulum p con- 
gruum habetur. 

Scilicet si quadratum habetur, aa, quod residuo dato A secundum modu- 
lum p 11 est congruum, deducitur inde quadratum ipsi A secundum modulum p" 
congruum (ubi v > fi et — vel <( 2u supponitur) sequenti modo. Ponatur 
radix quadrati quaesiti =+ « -)-.ry/‘ , quam formam eam habere debere facile 
perspicitur; debe tque esse aa-j- lax x x p** =A iuod.p v ) sive propter 2p>v, 
A — aa =+2a:rp 1 *(mod.p v }. Sit A — aa—p^d, eritque .r valor expressionis 
H~ ^ (mod.p’' -1 *) , quae huic + (inod.p v ) aequivalet. 

Dato igitur quadrato ipsi A secundum p congruo, deducitur inde quudru- 
tum ipsi A secundum modulum p* congruum; hinc ad modulum p *, hinc ad p* 
etc. ascendi poterit. 

E. t. Proposito residuo 6, quod secundum modulum 5 quadrato 1 con- 
gruum, invenitur quadratum 9 S cui secundum 25 est congruum, 16* cui secun- 
dum 1 25 congruum etc. 

' 102 . 

Quod vero attinet ad numeros per p divisibiles, patet, eorum quadrata per 
pp fore divisibilia, adeoque omnes numeros per p quidem divisibiles, neque vero 
per pp, ipsius p" fore non residua. Generaliter vero, si proponitur numerus p k A 
ubi A per p non est divisibilis, hi easus erunt distinguendi: 

1) Quando k — vel >», erit p k A=t> (mod.p'’) , i. e. residuum. 

2) Quando k <(n atque impAr, erit p .4 non-residuum. 

% , 

Si enim esset p^A—p^' A^ss (mod.p”; , ss per p divisibilis esset, 
id quod aliter fieri nequit, quam si fuerit s per p' + ' divisibilis. Tunc vero ss 
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etiam per p ! ' ’ ‘ divisibilis, adeoque etinm (quia 2x-(-2 certo non inaior quam n) 
p k A i. e. p n+l A\ sive. A per p, contra hyp. 

3) Quando A- <(» atque par. Tum p*A erit residuum vel non-residuum 
ipsius p", prout A est residuum vel non-residuum ipsius p. Quando eniin A 
est resujuum ipsius p, erit etiam residuum ipsius /A”*. Posito autem A ~ n a 
(mod.//*~ A '; erit Ap k a p k (mod.p"), <u> p k vero est quadratum. Quando autem 

A est non-residuum ipsius p, p k A residuum ipsius p H esse nequit. Ponatur enim 
p k A ~aa (mod.p") , eritque necessario aa per p* -divisibilis. Quotiens erit qua- 
dratum cui A secundum modulum p"~ k adeoque etiam secundum modulum p • 
congruus, i. e. A erit residuum ipsius p contra hyp. 

103. 

Quoniam casum p = 2 exclusimus, dc hoc adhuc quaedam dicenda. Quan- 
do numerus 2 est modulus, numeras quicunque erit residuum, non-residua nulla 
erunt. Quando vero 4 est modulus, omnes numeri impares formae 4/r— | — l erunt 
residua, omnes vero fonnae 4&-f- 3 non-residua. Tandem quando 9 aut altior 
potestas numeri 2 est modulus, omnes -numeri impares formae $A'-f- 1 efunt re- 
sidua-, reliqui vero, seu ii- qui sunt formarum SA-f^3, 8A*— (—5 , sA-f- 7, erunt 
non-residua. Pars jiosterior huius propositionis inde clara, quod quadratum cu- 
iusvis numeri imparis, sive sit formae 4 A* — 1 , sive formae 4 A - — l\ fit formae 
SA-f-1. Priorem ita probamus. 

l) Si duorum numerorum vel suuima vel differentia per 2"~' est divisibilis, 
numerorum quadrata erunt congrua secundum modulum 2*. Si enim alter poni- 
tur, =a, erit alter formae 2"~’A+a, cuius quadratum invenitur =an(mod. 2% 

2} Quivis numerus impar, qui ipsius '2" . est residuum quadraticum, congruns 
erit qqddrato alicui, cuius radix ast nrtraerus impar et <1 2" a . Sit enim qua- 
dratum quodcunque, cui numerus ille congruus, ‘a a atque numerus « =+et 
(mod. 2" _l ) _ ita ut a moduli semissem non superet (art. 4}, eritque a« = aa. r 
Quare etiam- numerus propositus erit =a<X. Manifesto vero tum a tum a erunt 
impares atque 2"~ 

3) Omnium numerorum imparium ipso 2"~ 2 minorum quadrata secundum ■ 

2" iucongrua erunt. Sint enim duo tales numeri r et s, qnorum quadrata si se- 
cundum. 2" essent congrua, foret (r — s)(r-|-s) per 2" divisibilis (posito /■(>*). ' 
Facile vero perspicitur numeros r — s. r-|-.v simul per 4 divisibiles esse non 


* Digitized by Google 


80 


DE CONQUlEXTIlS RKCUND1 OBADIS. 


|K»ssc, quare si alter tantummodo per 2 est divisibilis, alter, ut productum ]kt 2" 
dicibilis fieret, per 2" — 1 divisibilis esse deberet, Q.E.A. quoniam uterque 
< 2"~ *. 

4) Quodsi denique haec quadrata ad residua sua minima positiva reducuntur, 
habebuntur 2" — 3 residua quadratica diversa modulo minora*), quorum quodvis 
erit formae SA - — {— 1 . Sed quum praccisg 2" — 3 numeri formae SA— J— 1 modulo 
minores exstent, necessario hi omnes inter illa residua reperientur. Q. E. D. 

Ut quadratum numero dato formae S/r+ 1 secundum modulum 2” con- 
gruum inveniatur, methodus similis adhiberi potest, ut in art. 101; vid. etiam 
art. SS. — Denique de numeris paribus eadem valent, quae art. 102 generaliter 
exposuimus. ’ - ' ' • 

• 104J 

Circa multitudinem valorum diversorum i. e. secundum modulum incongru- 
orum), quos expressio talis V=\'An\od.p') admittit, siquidem A est residu- 
um ipsitis p' , facile e praecc. colliguntur haec. (Numerum p supponimus esse 
primum, ut ante, et brevitatis caussa- casum n = l stati m includimus). I. Si A 
per p non est divisibilis, T’ unum valorem habet' pro p = 2 , n = 1 , jiuta V 
Sl; duos , quando p est impar, nec non pro -p— 2, » — 2, puta ponendo unum 
= alter erit = — v; qua tuor pro p = 2,f»>.2. scilicet ponendo unum 2 (, 
reliqui erunt = — e, 2” — 'rj-r, 2" — 1 — 1 \ II. Si A per p divisibilis gst, neque 
vero por p". sit potestas altissima i]>sius p ipsum A jnetiens p 1 * 1 (manifesto enim 
ipsius exponens par esse debebit atque A = ap''\ Tunc patet, omnes valoros ip- 
sius I' per p' 1 divisibiles esse, et quotientes e divisione, ortos fieri valores expr. 
I " — \ a hhhI. p“~ ,,± l ■ liinc omnes valores diversi 'ipsius V prodibunt, multipli- 
cando omnes valores expr. V inter 0 et p“~“ sitos per pe; quare illi exhibe- 
buntur jmr \ ; 

CpV. vp^-j-p"^" , Vp^ -f 2p"~ h . . . Vp' -+- y I ; p"~ f ‘ 

si v indefinite omnes valores diversos expr. T" exprimit, ita ut illorum multi- 
tudo fiat ip's vel 4p.“ v prout multitudo horum (per casum I) est 1,2 vel 4. 
III. Si A per p” divisibilis est, facile perspiciemur, statuendo n — 2m vel =2*n — 1, 
prout par est vel impar, oumes numeros per p"' divisibiles, neque ullos alios, esse 
valores ipsius T’; quare omnes valores diversi hi erunt 0 ,p'“, 2 p"' . . . p '~ m — I- p m , 

quorum multitudo p"~ m .. 

• ■ — ■ • H • * *l 

•) Pota quoniam multituflo numerorum imparium infrn i"’* •2* , “\ 
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105. 

Superest casus, ubi modulus >n e pluribus numeris primis compositus est. 
Sit m —ab c . . designantibus a,£>, cete. numeros primos diversos aut pritnorum 
diversorum potestates, patetque statim, si n sit residuum ipsius m, fore etiam n 
residuum singulorum a.b.c etc. , adeoque n certo non-residuum ipsius m esse, si 
fuerit XR. ullius e numeris a, b, c etc. Vice versa autem, si n singulorum a.b.c 
etc.' residuum est, etiam residuum producti m erit. Supponendo enim, n~A*. 
i?*, C* etc. sec. mod. a, b, c etc. resp., patet, si numerus N ipsis A, B, Cete. sec. 
mod. a.b, c etc. resp. congruus ematur (art. it 2), fore- n =NN secundum omnes 
hos modulos adeoque etiam secundum productum m. — r . Quum facile perspi- 
ciatur, hoc modo e combinatione cuiusvis valoris ipsius. A sive expr. \ ! n (mod. «) 
cum quovis valore ipsius B cum quovis valore ipsius Cete, oriri valorem ipsius 
N sive expr. y'« mod. m ) , nec non e combinationibus diversis produci diversos 
N, et e cunctis chnctos: multitudo omnium valorum diversorum ipsius N ae- 
qualis erit producto e multitudinibus valorum ipsorum A. B. Cete, quas deter- 
minare in art. praec. docuimus. — Porro manifestum est , si unus valor ex- 
pressionis \'n (mod. m) sive ipsius N fuerit notus, hunc simul fore valorem om- 
nium A.B.C. etc.; et quum hinc per art. praec. omnes reliqui valores harum 
quantitatum deduci [xissint , facile sequitur, ex uno valore ipsius N omnes reli- 
quos obtineri posse. •' . ' - • 

Kv. Sit modulus 3to cuius res-iduum an non-residuum sit 40. quaeritur. 
Divisores primi numeri 315 sunt 8, '5, 7, atque numerus 46 residuum cuiusvis 
eorum quare etiam ipsius 3t5 erit residuum. Porro, quia 46 = 1 , et = 64 

mod.9);=l et =16(mod.5;; =4 et s;25(mod.7), inveniuntur radices 
quadratorum, qoibxls 46 secundum modulum ‘3 1 5 congruus. 19,26.44,89,226, 
271,289,296. ; * 

Criterium' generate, utrum numeris datus numeri primi doti residuum, mt an non-residuum. 

1 06. • 

Ex praecedentibus colligitur, si tantummodo aemper dignosci possit utrum 
numerus primus datus numeri primi dati residuum sit an non-residuum, omnes) re- 
liquos casus ad hunc rechici posse. Pro illo itaque casu criteria certa omni studio 
nobis erunt indaganda. Antequam autem hanc perquisitionem aggrediamur, cri- 
terium quoddam exhibemus ex Sect. praec. petitum, quod quamvis in praxi nul- 

1 1 
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Ium fere usum habeat, tamen propter simplicitatem atque generalitatem memoratu 
dignum est. • 

Numerus quicunque A per numerum primum 2 rw — (— 1 non divisibilis, huius 
primi residuum est vel non-residuum, prout A m = + 1 vel = — 1 mod. 2m -f- I). 

Sit enim pro modulo 2w -)- 1 in systemate quocunquc numeri A index a , 
eritque a par quaudo A est residuum ipsius 2m -j- I , impar vero quando A 
non-residuum.* At numeri A 1 " index erit ma, i. e. =0 vel = m ( mod. ‘2m 
prout a par vel impar. Hinc denique A m in priori casu erit =-(-!, in jioste- 
riori vero = — 1 (mod. 2m-|- 1). V. artt. 57 , 62» 

Ex. 3 ipsius 13 est residuum qttia 3*= 1 .mod. 13), 2 vero ipsius 13 
non-residuum, quoniam 2* = — 1 (mod. 13), , 

At quoties numeri examinandi mediocriter sunt magni, hoc criterium ob 
calculi immensitatem jworsus inutile erit. . * • • 

Disquisitione» de numeri» primi» quorum r»»idna aut non-rt»idna »b$t numeri dati . 

ior. 

. Facillimum quidem est, proposito modulo, omnes assignare numeros, qui ip- 
sius residua sunt vel uori-residua. Scilicet si ille numerus ponitur — deter- 
minari debent quadrata, quorurti radices "semissem ipsius m non superant, sive 
etiam numeri his quadratis secundum m congrui (ad prnx in methodi ndhuc expe- 
ditiores dantur), tuneque omnes numeri horam alicui secundum m congrui, erunt 
residua ipsius m, omnes autem numeri juulli istorum congrui erunt non-residua. — 
At quaestio inversa, proposito numero aliquo, assignare omnes numeros quorum ille 
sit residuum vel non-residuum, - mullo altioris est indnginis. Iloc itaque problema, 
a cuius solutione illud quod in art. praec. uobis projxisyimus pendet, in sequentibus 
perscrutabimur, a casibus simplicissimis inchoantes. 

Rmiduum — l. 

10S. • * 

Theokema. Omnium numerorum primorum formae 1 n -(- 1 , — 1 est residuum 
quadraticum, omnium vero numerorum primorum formae 4 «-(- 3, non-residuum. 

Ex. — 1 est residuum numerorum 5, 1 3, 17. 29, 37, 4 1, 53, 61. 73, 8», 97 
etc., e quadratis numerorum 2, &, 4, 1 2, 6, 9, 23, 1 1 . 27, 34, 22 etc. respective ori- 
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undum; contra lion-residuum est numerorum 3,7, 1 1, 19, 23, 31 , 43, 47, 5«, 67, 7 1, 
7A.-93 etc. •• 

Mentionem huius theor. iam in art. 64 fecimus. Demonstratio rero facile 
♦ • 

ex art. 106 petitur. Etenim pro numero primo formae 4 rt-f- 1 -cst.( — ii *** — 1 , 
pro numero autem formae 4n-f-3 habetur (— == — 1.- Convenit- haec 

demonstratio cum ea quam 1. c. tradidimus. Sed propter theorematis elegantiam 
atque utilitatem non superfluum erit, alio adhuc modo idem ostendisse. 

. 109. ' 

Designemus complexum omnium residuorum numeri primi p, quae ipso p 
sunt minora, excluso residuo 0, per literam C, et quoniam horum residuorum 
multitudo semper = , manifestum est, eain fore parem, quoties p sit- formae 

4 n -f- 1 , imparem vero, quoties p sit formae 4 n -{- 3 . Dicantur, - ad instar art. 7 7 , 
ubi de numeris in genere agebatur , residua suda talia , quorum productum = 1 
(riiod.p); manifesto enim si r est residuum , etiam — (mod.p) residuum erit. Et 
quoniam idem residuum plura socia inter residua C habere nequit, patet omnia 
residua C in classes distribui posse, quarum quaevis bina residua socia contineat. 
Iam perspicuum est, si nullum residuum daretur, quod sibi ipsi esset socium , i. e. 
si quaevis classis bina residua inaequalia contineret, omnium residuorum nume- 
rum fore duplum numeri omnium classium} quodsi vero aliqua dantur residua sibi 
ipsis socia «. e. aliquae classes quae unicum tantum residuum aut , _ si quis malit, 
idem residuum bis continent, posita harum classium multitudine —a. reliqua- 
rumque multitudine =6; erit omnium residuorum G numerus =a + 2t. 
Quare quando p .est formae 4 w— (— 1 , erit a numerus par; quando autem p est 
formae 4 1 » -J- 3 , erit a impar. At numeri ipso p minores alii, quam 1 et 
p — I, sibi ipsis socii esse nequeunt («id. art. 77); priorque 1 certo inter residua 
occurrit; unde in priori casu p — 1 (seu quod hic idem valet, — 1) debet esse 
residuum , in posteriori vero lion-residuum ; alias enim in illo casu foret »= 1 , 
in hoc autem = 2 , quod fieri neqilit. 

110. 

Etiam haec demonstratio ill. Eulero debetur, qui et priotem primus invenit 
V. Opusc. Ana/. T. I. p. 135. — Facile quisquis videbit eam similibus princi- 
piis innixam esse, ut demonstratio nostra secunda theor. Wilsoniani art. 77. Si 

11* 
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vero hoc theorema supponere velimus, facilius adhuc demonstratio exhiberi pote- 
rit. Scilicet inter numeros 1, 2, 3 . . .p — j erunt residua quadrotica ip- 

sius p totidemque non-residua ; quare non-residuorum multitudo erit par, quando 
p est formae 4 n -j- I ; impar quando p est formae 4 « -j- 3 . llinc productum 
ex omnibus ntimeris 1,2,3.. .p — -1 in priori casu erit residuum, in jjosteriori 
non-residuum (art. 99). At productum hoc semper =— t(mod.p); adeoque 
etiam — 1 in priori casu residuum , in jiosteriori non-residuum erit. 

111..' . • . 

Si itaque r est residuum numeri alicuius primi formae -i n — (— 1 , etiam 
— r huius primi residuum erit, omnia autem talis numeri non-residua, etiam sig- 
no contrario sumta non-residua manebunt *}. Contrarium evenit pro numeris pri- 
mis formae 4 n-f- 3 , quorum residua quando signum mutatur, non-residua fiunt 
et vice versa, vid. art. 98. ■ x 

Ceterum facile ex praecedentibus derivatur regula generaliit: — l , esi re- 
siduum omnium numerorum qui neque per 4 neque per ullum numerum primum 
formae 4 n -f- 3 dividi pousunt omnium reliquorum non- residuum. V. artt. 1U3 

et 105. 

litxiiliui • + 2 et — . , • 

112. 

Progredimur ad residua -(-2 et — 2.. ' , 

Si ex tabula 11 colligimus omnes numeros primos quorum residuum est 
-f-2, hos habebimus: 7, 17, 23,31, 41,47,71, 73,79.80,97. Facile autem ani- 
madvertitur, inter hos numeros nullos inveniri formarum 8«-f-3 et 8 n -f- 6 . 

. > Videamus itaque, uum haec inductio ucl certitudinem evelli possit. 

Primum observamus quemvis numerum .compositum formae 8 n -j-,3 vel 
8 n-f- 5 necessario factorem primum alterutrius fortnac 6»-f-3 vel 8 n -}- 5 . in- 
volvere; manifesto enim t“ solis nnmcris primis formarum 8 n -(- 1 . 8»-f-7. alii 
numeri quam qui sunt formae 8n-f-l vel 8 n 7 , componi nequeunt. Quodsi 
itaque inductio nostra generaliter est vera, nullus omninp numeras formae _ 
, • , * • 

•) Quando igitur de numero quocunqueloquemur quatenus numeri formae «* -*■ 1 residuum vel non -re- 
siduum est, ipsius signum omnino hegligere sive diam dignum anceps + ipai tribueru poterimuA. 
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Sn-f-3„ 5» » —f— 5 dabitur, cuius , residuum +2; «icque nullus certe numerus 
huius formae infra 1 Oli exstat, cuius residuum sit -f- 2. Si autem idtra hunc limitem 
tales numeri reperirentur, ponamus minimum omnium = t. Erit itaque t vel 
formae 8»-(-3 vel S » -4- 5 ; — f- 4 2 ipsius residuum erit, omnium autem numero- 
rum similium minorum non-residuum.. tonatur iEHeotmod. t) poteritque a 
ita semper accipi ut sit impar simulque <( l , (habebit eijim a ad minimum duos 
valores positivos. ipso 7 minores quorum summa — quorumque adeo alter par 
alter impar v. artt. 104. 105). Quo facto sit aa — “l-\-tu, sive tu—an — 2, 
eritque atr formae 6 » -(- 1 , .tu igitur formae 8« — 1, adeoque u formae 
8 » + 3 vel Sn-f-j , prout t est formae posterioris vel prioris. At ex aequatione 
aa — l-\- tu sequitur, etiam 2 ^aa (mod.su i. e., 2 etiam ipsius u residuum 
fore. Facile vero perspicitur, esse u<7, quare t non est minimus numerus fh- 
ductioni nostrae contrarius contra liyp. Unde manifesto sequitur id quod per 
inductionem inveneramus generaliter verum esse. 

Combinando haec cum prop. art. 1 1 1 sequentia theorematn nanciscimur. 

U Numerorum omnium primorum formae bn + 3, + 2 erit non- residuum, 

— 2 vero residuum. • . . 

II. Numerorum omnium primorum formae 8»-f-5 tum 2 tum — 2 
erunt non ‘residua. # • • • ..* 

. • 

, " ' . “ 3 - . ’ 

Per similent inductionem ex tab. II inveniuntur numeri primi quorum re- 
siduum est — 2 hi: 3,11,17,10,41,43,59,67,73,83,89,97*). Inter quos quum 
nulli inveniantur formarum .8n-|-5, 8 n -f- 7 , num etiam haec inductio theore- 
matis generalis vim adipisci |x>ssit investigemus. .Ostenditur simili modo ut iu 
art. praec. quemvis numerum compositum formae 8«-f-5 vel 8 n 7 , factorem 
prunum involvere formae 8|t-|-5 vel formae 8 n -4- 7, ita ut, si inductio nostra 
geueraliier vera, —2 nullius omnino numeri formae 8 a -|~ 6 vel 8»+ 7 resi- 
duum esse possit. ’ Si autem tales numeri darentur, ponatitr omtiium minimus 

— 7, fatque, — i=aa'-r-Lu. Ubi si uti sRjtra a impar ijisoque t minor accr- 
pitur, u erit formae 8*-f-5 vel 8»;-f-7, prout t formae 8»-f-7 vel 8»-f-5. 
At 'ex eo quod aa-p2 = 7u atque a <7, quisquis facile derivare poterit . etiam 


# ) Considerando scilicet —l tamquam productum «x *t- 2 ut — I V. art/ll i. 
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u ipso t minorem fore. Denique — 2 etiam ipsius u residuum erit, i. e. t non 

/ 

erit minimus numerus qui inductioni nostrae adversatur, contra 'hyp, Quare ne- 
cessario — 2 omnium numerorum formarum 8»-f-S, Sm-j-7 non-residuum. 

Combinando haec cum prop. art, 1 1 1 , prodeunt theoremata haec: 

I. Omnium numerorum primorum 8« -)- 5 , tum — 2 tum -p 2 sunt non~ 

residua, uti iam in art. praec. invenimus. • L ■ 

II. .Omnium numerorum immotum formae 8 n -(-7, — 2 fst non-residuum, 
+ 2 vero residuum. 

Ceterum in utraque demonstratione pro a etiam valorem parem .accipere 
potuissemus; tunc autem casuni ubi a fuisset formae 4 « + 2 , -ab eo distinguere 
oport.uisset. ubi a formae 4 ». Evolutio autem perinde procedit uti snpra. nulli- 
que difficultati est obnoxia. - • . 


M 


l. uus adhuc super 


114. 


uperest casus, scilicet ubi numerus, primus est formae b «+ 1 
Hic vero methodum praecedentem eludit, artificiaque prorsus peculiaria postulat. 

Sit pro modulo primo Sn + 1, radix quaecunque primitiva a, eritque . 
(art. U2j a'" = — 1 ("mod. 1), ■ quae congruentia ita etiam Exhiberi potest, 
(«*"-(- 1)*=2«*" (mod. 8n-f- 1), sive etiam ita, (a 1 " — l)’= — 2a*“. Unde sequi- 
tur tum 2 a 1 " tum — 2 a*" ipsius S » — f- 1 ess§ residuum : at quia a*" est qua- 
dratum per modulum non divisibile, manifesto etiam tum -|-2 tum — 2 resi- 
dua erunt art. 98}. • ‘ 


115. 

Haud inutile erit, ‘adhuc aliam huius theorematis demonstrationem adiicere, 
quae similem relationem ad praecedentem habet, ut theorematis art. 108 demon- 
stratio secunda {art. 109) ad primam (art. 108 '. Periti facilius tunq perspicient, 
binas demonstrationes tam illas quam has non adeo heterogeneas esse . quam pri- 
mo forsan aspeetti videantur. ' . 

1. Pro modulo quocunque primo formae 4 m -(- t , inter numeros ipso mi- 
nores 1,2,3. ..4«, reperientur m qui biquadrato congrui esse possunt, reliqui 
vero 3m non potOjrunt. 

Facile quidem hoc cx principiis Sect. praec. derivatur, sed etiam absque his 
demonstratio haud difficilis. Demonstravimus euiin pro tali modulo — 1 sem- 
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per esse residuum quadraticum. Sit itaque ff= — 1. patetque, si * fuerit nu- 
merus quiouhque per ntodulnm non divisibilis, quaternorum numerorum 
— z,-\-fz , — fz (quos incongruos eSse facile' perspicatur) biquadrata inter se con- 
grua fore ; porro manifestum est biquadratum numeri cuiuscunque , qui nulli ex 
liis quatuor congruus , illorum biquadratis congruum fieri non posse . (alias enim 
congruentia quae est quarti gradus plures quam 4 radices haberet., con- 

tra art. 43). Ilinc facile colligitur, omnes numeros 1,2, 3,.,. 4«, tantummodo 
m biquadrata incongrua praebere, quibus inter eosdem numeros m -congrui repe- 
rientur, reKqui autem nulli biquadrato congrui esse poterunt. 

II. Secunduin modulum primum formae s n — (— l , — 1 biquadrato i-ongru- 
U8 fieri poterit ( — i erit residuum biquadratieum huius numeri primi . 

Omnium enim residuorum biquadraticorum ipso 8 »»H— I minorum (cifra 
exclusa) multitudo erit =2» i. e. par. Porro facile probatur, si r fuerit resi- 
duum biquadxaticum ipsius 8n-|-l, etiam vslorcm expr. — (mod. 8»-|- 1 fore 
tale residuum. Hinc omnia residua biquadratica in classes simili modo distribui 
poterunt, uti in art 109 residua quadratica distribuimus : nec non reliqua demon- 
strationis pars prorsus eodem modo procedit ut illic. 

III. Iam sit — 1, ot h valor expr. (mod. 8 »t — ) — I >. Tunc erit 

• (^± A )* = -h* + tyh = y , + A , + 2 

(propter gk = 1). At g k = -wl t , adeoque — A’=y‘A’ unde tandem 

^*-(-A? = 0,. atque f.y+A)*^4-2 i. e. tum -|-2 tum — 2 residuum quadra- 
ticum ipsius S n -f- 1 . Q. E. D. 


116 ... • 

Ceterum ex praecc. facile regula sequens generalis deducitur: -\- 2 est res i- 
duum numeri cuiusvis, qui neque per 4. neque per' ullum primum formae 8»-|-3 r et 
S m -j- 5 dividi potest, reliquorum autem [tx.gr. omnium numerorum formarum 
S » + 3 , 8 »-)- 5 , sive si«t primi, sive compositi) non-residuum. 

— 2 est residuum numeri cuiusvis, qui neque per 4 , neque per ullum primum 
formae 8n-(- 5 vel 8 a + 7 dividi potest , omnium autem reliquorum non-residuum. 


Theoremata haec elegantia iam sagaci Formatio innotuerunt. Op. Mathem. 
p. 168. Demonstrationem vero quam se habere professus est, nusquam commu- 
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nicavit. , Postea nbill. Eujero frustra sempet est investigata; at ili. Ia Grange pri- 
mus demonstrationem rigorosnm reperit, Noitv. Mtm, de T Ac. de 'Berfin 177 5. 
p. 349, 351. Quod ili. Eulerum adhuc latuisse videtur, quando sfcripsit diss. in 
Opusc. Analyt : conservatam, T; J. p 1 . 259". 

• • .* . JUridua -+■ 3 rt — • 

* . • - • - * 117 . . * 

• Pergimus ad residua -f- 3 et — 3. A posteridri initium 'faciamus. 

Re periuntur ex tnb, II. numeri primi quorum residuum est — S hi; 3,7, 
13, 1 9, 3 1 , 37, 4 3, 81 , 67,-7 3, 7 9,97 , inter quos ’ u ullus invenitur formae’ '6 n -J- 5. 
Quod vero etiam ultra tabulae limites nulli primi huius formae dantur quorum 
residuum —3. ita demonstramus .'-Primo patet quemvis numerum compositum 
formae 6»t-f-5 necessario faetorem priumiU aliquem eiusdem .formae invoNere. 
Quousque igitur nulli numeri. primi formae Un-4-5 dantur, quorum residuum 

— 3. eousque tales etiam eum positi non dabuntur. Quodsi Vero ultra tabulae 
nostrae limites tales numeri darentur, sit- omnium minimus — t, jionaturque 

— 3 —aa — tu. Tunc erit, si acceperis a purem ipsoque f‘ minorem,- u <£ t, at- 

que — 3 residuum ipsius u. Sed quando a -formae 6/I-+-2, tu erit formae 
G»i — f- I , ndeoquc u formae 6 «+5. Q. E. 4-' quia t minimum esse numerum 
inductioni nostrae adversantem supposuimus. Quando vero a formae (ia, erit 
tu formae 36«-j-r3 adeoque }tu formae I 2 n + 1 , quare J u erit formae 
tin-f-ft; patet autem — 3- etiam ipsius j u residuum fore, atque esse lu<^t, 
Q. E. A. ' Manifestum itaque, — 3 nullius numeri formae t> n — 5 - residuum 
esse posse. • • 

Quoniam quisque numerus formae G n — 5 necessario vel sub forma 12«-)- 5, 
vel «ub Tute 1 2 n — j— 1 1 'continetur, prior autem 'forina sub hac ♦ n — J— 1 posterior 
'sub hac 4 n -f- 3 . haec habentur theoremata : 

I . Cuiusris numeri primi formae 12 « -f- 5 , tum ' — 3 tum -4-3 non ■ resi- 
duum est. * ’ • 

11/ Cuiusris numeri prtmi formae 12w*-f-M-,. — ii est non -residuum . 4-3 
cero residuum. _ , 
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heuidua 4-3 wr — 3. 99 

.... * 116. ‘ 

• i * 

Nomen quorum residuum, est -f-3 ex tabula II. inveniuntor hi : 3.11,13, 
23. 37, 47. 5». 61, 71, 73, 8j|j| 97, inter quef> nulli sunt fonaae - 12n-f-5 vel 
12»-f- 7 - Nullos autem omnino numeros formarum 12*4-5. 12*4-7 dari 
quorum -{-3 sit residuum, eodem prtorsus modo, ut in arti. 1 1*. 1 1 8, ll7f com- 
probari potest, quare hoc negotio supersedeam» • Habemus itaque eo liato art. 1 1 1 
theoremata : wj P3P» . 

, . - 

• ■ r . 

I. Numeri cuiusvis primi formae 12*4-6 non ‘residua sunt tum +3 tum 

3 ! uti imii in art praec. invenimus . • • ». *> 

II. Numeri cviusvts p nmt format Idn-f- 7 mm-r emtlt m m ■ tst 4- 3, — 3 es ro 

residuum. • • ' „ ”, ■ * 


.11-9. • ■ • 

Nihil autam per hanc methodum juro numeris formae 12« — f- 1 inveniri 
potest, qui proin artilieia singularia requirant. Ex inductione quidem tecile col- 
ligitar.. omnium numerorum, primoriuu huius formno residua -esse -f-3 et — 3. 
Manifesto autem demonstrari hwtammodo debet, numerorum talium residuum 
esse — 3, quia tunc necessario etiam -(-3 residuum esae debet (art. 111, Osten- 
demus autem generali u* , — 3 esse residuum numeri Cuiusvis primi formae 

3*4-1. t . ‘ . .. ’ . * • 

Sit p huiusmodi primus atque a numerus pro modulo p ad exponentem 3 
pertinens (quale» dari ex arrt. 54 manifestum, quia 3 submultiplum ipsius p — 1). 
Erit itaque «*= 1 (mod.p) i. e. <**— 1 sive (a'-|-a-|- t)(o — 1) per p divisi- 
bilis. Sed patet a esse non posse = 1 (mod.p) , quia 1 .ad exponentem 1 per- 
tinet, quare # 4 1 - per p -divisibilis rlon erit, sed a'4«+ 1 erit, hineque etiam 
4 «« -4- 4 « -p* • i i. erit il«4* t|*= — -3 lmod.pl sive — 3 residuum ipsius p. 
Q E. Dt\, . . • • - . . ' . 

Ceterum patet,’ hanc deupmstraliouem iquae a praecedentibus est ind e p en - 
dens) etiam numeros primos formae 1 complecti quos iam in art. prae» 

absolvimus i * .... 

. Observate adhuc eOnvenit, hane anelysin ad inster methodi in artt. 108,116 
usitatae exhiberi’ passe, at brevitatis gratia huic rei non immoramur. "• 

■ • ;• ■■ .. * ;■ • • * . 

12 
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140. . 

Colliguntur facile ex pfaecc. theoremata haec vid. arti. 104, 1U3, 144). 
t.' — 3 est residuum omnium numerorum , qui neque per, 8 , neque per 9 , ne- 
que per ullum numerum primum formae 6*-j-6 dividi possunt, non* residuum autem 
omnium reliquorum. --t, » • 

• II. — H" a , esi residuum omnium numerorum, qui neque per 4, neque per 0, ne- 
que per ullum primum formae 12n + 5 vel !2»-|-7 dividi possunt , omnium 'reli- 
quarum non- residuum. • . 

* 

IVncstm imprimis casus particularis Itio* ■ ' 

• • — 3 est residuum omnium. numerorum primorum formae 3»-^ 1 . suuquod 
idem est omnium, qui ipsius 3 sunt resuhto. non -residuum vero omnium numerorum 
primorum formae 6 n -(-£>, seu, excluso numero 2 ,* omniura formae 3 n-f- i., i. e. 
omnium qui ijtsius 3 sunt non- residua. Facile vero perspicitur omnes reliquo» ca- 
sus ex hoc sponte sequi. 

• • - . • ' * ' * • 

Propositiones ad residua H-3 et 3 pertinentes iauiFermatio notae fu- 
erunt, Qpera Wallisii T. 11. p. 857. At ilL Euler primus demonstrationes tradi- 
dit. Comm nor. Petr. T. VIII. p. fQ5 sqq. Eo magis eat mirandum . ; deovonstra- 
tiqnes propositionum ad -residua -(-2 et —2 (tertinentium , prorsus similibus 
artificiis innixas, semper ipsius sagacitatem fugisse. Vid. etiam commettt. ili. I<a * 
Grange . Nouv. MHn. de t Ac. de Berlin, 1775 p. 352. 

• .» Renui 't a -i, ^ ' *, ./ . ' , , % 

. •* • * 121.- • 

Per inductionem deprehenditur. 5 nullius numeri imparis formae 
5*-f- 4 vel 5*-+- 3 residuum esse, i. e. nullius numeri imparis qui ipsius 5 
nou-residuum sit. Iianc vero regulam nullam exceptionem pati, ita demonstratur. . 
Sit numerus minimus, si quis datur., ab hac regula excipiendus —t, qui itaque 
numeri 5 est nou-residuum 5 autem ipsius t residuum. Sit aa—if-tn, ita 
ut a sit par ipsoque t minor. Erit igitur u impnr ipsoque t ntinor. -p.5 au- 
tem ipsius u residuum erit. Quodsi iam ■ a per 5 noti est divisibilis, etiam u noti 
erit: manifesto autem tu ipsius 5 est residuum, quare quum t ipsius 5 sit pon- 
residuum. etiam u non -residuum mat: i. datur nou-residuum impar nummi 5, 
cuius residuum' est +6, ipso t minus, contra hyp. Si vero a [>cr 5 est divi si- 
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bilis, ponatur . »-= Srh , atque «=5t>, unde tv — — I=4(mod.5), i.,e. tv «rit 
residuum numeri 5. In reliquis demonstratio perinde procedit ut in casu priori 
• . ’.••••*.. .. • . 

' • • • • . . ’ 122 . • • . 

■ Omnium igitur numerorum primorum , qui simul sunt ipsius 5 non-residun 
simulque formae 4 « — f- 1 , i. e,- omnium numerorum primorum forjnae • 20 »4- M 
vel 20«-+- 47, tnm -|-S qtlam- ■ — 5 nou-residus erunt; omnium autem nume- 
rorum primorum fortnae 20n-f-3 vel 20»-f-7, non-residuum eot -^-5,- • — 6 

residuum. • . .. • 

..... . . # 

1 Vites t vero prorsus simili modo demonstrari , — - 5 esse non-residuum om- 

‘ nium numerorum primorum formarum 20»-+- 1 1 , 20*4- 43, 20«-+- 17, 20*4-19, 
facileque perspicitur hinc sequi . 5 «jjse residuum omnium numerorum prirno- 

. runi formae 2un-j-tl vel 20 n 4-‘ 1 9, non-residuum autem omnium formae 
20*4- 1 3 vel 20*-f-17. Et quoniam quivis numerus primus, praeter 2 et 5 
quorum residuum 4; 5), in aliqua harum formarum continetur 20« 4-1. 3.7.9, 
41,4 #,17,14. patet, de omnibus iam iudicium ferri pos.se. exceptis iis qui sint 
formae 20a-j- 1 vel formae 20«-}- a . I .• , • 


■ • -' IM..* r •; ••• r ., 

Ex inductione iiieile deprehenditor, 4“ * et —5 esse residua omnium 
numerorum primorum fonnae 20« 4- 1 vel 20*4-9- ‘ Quodri hoc generaliter 
verum est , lex elegans habebitur, 4" 5 use residuum omnium nitmervrum primorum 
qui ipsius .5 sint residua (hi enim in alterutra formarum i »-(- * vel 5 4 si- 

ve in aliqua harum, 20»-) - 2, 9, 14, 19, continentur, de quarum tertia et quarta 
illud iam ostensum est), non-residuum vero o mk eu m numerorum imparium qui ipsius 5 
sint non-residua , ut iam supra demonstravimus.. Clarum autem est, hoc theorema 
sufficere ad diiudicandum , utrum 4~5 eoque ip«o. — 5, si tamquam productum 
ex'4*' 5 ef — 1 consideretur, numeri ouiusednque dati residnum rit an noo-resi- 
dumrf, Denique observetur huius theorematis cum illo quod ark 12(4 de residuo 
— S exposuimus analogia. • » - - * 

At veriticatio illius inductionis non adeo facilis. . Quando numerus primus 
fbrmae. 20*4-.r.‘ sive generalius formae 5n-|- 1- pitfponitur. res simili modo ab- 
solvi potest, ut wi nrtt. 4 14,‘ 1 4». >Sit scilicet numerus quicunque pro modulo 
5*4-1 ad exponentem 5 .pertinens a, quales dari ex Sect. praec. manifestum. 

' 12 * 
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eritque a a =t, sive (a — 1 ) (u*-+-e*-lr'* , -{-a-|? 1 ) S 0 ( mod. &»+ lj. At quia 
nequit esse a=l* neque adeo a — 1 = 0 ; necessario erit 4-«*-+- <*’+«+ 1 

= 0 .• Quare etiam 4 1 ) = (2aa-4-o-^-2) , — 5a’ erit 50 

i. e. 5 a* erit residuum ipsius 5 » -(- 1 y adeoque etiam 5, quia a* est residuum 
per 5*-f- 1 111 « divisibile (a enim per 6 »4-1 non divisibilia propter <i*=l). 
Q. K. D.‘- ' ’ ' • . • ' \ .* ' , 

At casus, ubi numerus primus formae 5 a-f- 4 proponitur, sabtiliora artifi- 
cia postulat. Quoniam vero propositiones quarum ope negotium absolvitur in se- 
quentibus generalius tractabuntur, hic, brevitar tanturu eas attingimus. 

I. Si ji est numerus primus atque b uon-residuum quadraticum datum 

ipsius p,' valor expressionis • • : • 

"* • / as * • *• ■ 

V ' , . A 

;e* qua evoluta irrationalitatem abire facilp perspicitur , seroper jier p divisibilis 
erit, quicunque numerus pro x assumatur. Fatet enim ex inspectione coeflfeieo- 
tium qui ex evolutione ipsius A obtinentur , omnes terminos a secundo usque ad 
peuullimum (incl.) per p divisibiles fore, adeoque esse 3(p-}- l^lafrf-xb ■) 
(mod./>). At quoniam b ipsius p non -residuum est, erit t r s -r I (mod.p , 
(art. 106); autem sepiper est — ^ (Sect. pritec.), undf fit A=0. Q. E. D. 

II. Incongruentia .4- 0 mod.^). indeterminata x habet p dimensiones 

omnesqne numeri 0,1,2 p — 1 illius radices erunt. Iam ponatur * esse divi- 
sorem ipsius p +\- 1 eritque expressio • • 

(x + yt)»- fr-yi)» • . 

(quam q>er B designamus) ai «volvitur, ab irrationalitafe libera, indeterminata x 
in ipsa e — I dimensiones habebit, constatque ex analyscos primis elementis , A 
per B (indefinite) esse divisibilem. Iam dico - 1 valores ipsius x dari, quibus 
in B substitutis, B - per p .divisibili* evadat. Ponatur enim A^BC, habebit- 
que x in' C dimensiones p — e-|- 1 , adeoque congruentia ’ U s 0 {mod. p) non 
plures quam p*—e- f-1 radices. Unde facile patet, omnes reliquos numeros ex 
his* n, i-, 2, ,\p^~ I , quorum multitudo =««-», congruentiae B radi- 
ces fore. ■ • • • . . . '• • • ... .• 

« » ♦ k . • • , 

III. Iam ponatur p esae totmae 4 , «^ci. b non- residuum ipsius 

p, atque numerum a ita determinatum ut sit ' 
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• 8>2ilDl. : A .»+-7 ET 7 r 

• • 

' * - - . •* . u+w-(—>/*r • • 

...... ...■■/ - * . •• 

per p divisibilis At ili» expressio tit . „ • 

=p ! 0 a* 4“ 20 a a 8 4“ 2*8 8 = i {(8+ 5««}* — r- 2« a* i 

• • . » '■* • . . . ». 

Erit igitur etiam (i 4-5««)*-— 20 a 1 per /i divisibilis i. e. J0«‘ reqiduam ipsius 

p; ' at quoniam 4 «* residuum est pqr p non divisibile (facile enim intelligitur. « 

per p dividi non posse), etiam 5 residuum ipsius p erit. Q. B- D. 

Hinc patet theorema in initia huius articuli prolatum generaliter verum 

esse. — . . • • ' ‘ , " 

Observamur adhuc,* demonstrationes pro -utroque rasu ili. La (frange deberi. 

Mtm. de FAd. de BerNn 1775, p. 352 sqq.' • 

* .... * • ’ ' . 

v • ••»•*• .* *»• • . . . 

v’ : * . . 124. .... ■ • . •*. .. 

\ # , , % 

Fer similem methodum demonstratur, . 

— 7 Vi - es e. tum- residuum cuiusvis numeri fur ipsius 1 »ii utm-residuum. , . 

■Ek inductione vero, concludi potest. . v '. 

— 7 esse residuum cuiusvis muqeri primi qui ipsius 7 sit residuum. 

* ' . At hoc a nemine hactenus rigorose demonstratum. l*io iis quidem residuis 
ipsius 7, quae sunt formae 4» — 1, facilis est demonstratio etenim per metho- 
dum 'ex praeco, abunde uotam ostendi potest, ,4-7 semper esse talium numerorum 
primorum «on-reiiduuin , adeoque — .7* residuum. .Sed parum hinc lucramur: 
reliqui enim assus per habe methodum tractari nequeunt, l uam quidem adhuc 
casum simili modo ut artt. 119,123 absolvere possumus» Scilicet si p est nume- 
rus primus formae 7 »4- i . atque a pro modido p ad exponentem 7 pertinens, 
facile perspicitor ,•*.’ * • •• • 

' * * • * <(»'-■) 


yt+J-a-V+Ttf+a)' 


per p divisibilem, adooque -*-T (d*4-o) 1 ipsius p residuum fore. ■ A‘t (ss 3 * — saf 2 . 
tamquam quadratum, ipsius -p residuum est. insuperque per p non divisibile; 
quum enim a ad exponentem T pertinere supponatur, n,eque neque 

= — 1{mod.pf osse potest, {te. neque a neque «4-1 per p - divisibilis erit, 
adeoque etiam quadratum a 4- l) , rt*. -Untte manifesto etiam 7 ipsius p residuum 
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erit. Q. E. n — At primi numeri formae ~n-\ri vel 7»-|-.4 omnes methodos 
hucusque traditas eludunt. Ceterum etiam haec demonstratio ab ili. LmGrange 
primum est detecta 1. c. — _ Infra >Sect. VIL docebimus generaliter, expressionem 
sem]>er ad formam reduci posse, (ubi signum superius est ac- 

cipiendum quando p est numerus primus formae 4 1 » inferius quando est 
formae 4 *-(-*), denotantibus X.Y functiones rationales ipsius x, a fractioni- 
bus Uberas. Hanc discerptionem HI, La < -frange ultra casum p===7 non perfe- 
cit v. 1. e. p. 3&J. *.,*••* . . - 

* • • • , 

*. # | ' •*.** v •. ? #•**. , # , 

Prpeparatw ad diequuitiannn generalem* 

• , ' • 

9 9* 4 , m 1 ,• • . 4 * 

• •' « ' •, .• * • s . • . #• • •* • . • 

Quoniam igitur methodi praecedentes ad demonstrationes generales stabili- 
endas non sufficiunt, iani tempus est, aliam ab hoc defectu liberam exponere. In- 
itium facimus a theoremate, cuius demonstratio satis diu operam nostram elusit, 
quamvis primo aspectu tam obvium rideatur , ut quidam ne necessitatem quidem 
demonstrationis intellexerint. Est veto boo; Quemvis numerum, praeter quadrata 
positive \umta , akqvorum numerorum primenm mm-remduum esse, , Quia vero hoo 
thebrCmate tantummodo tamquam auxiliari ad alia demonstranda usuri sumus, 
alios casus ljie non explicamus quam quibus ad boae finem indigemus. De reli- 
qui* casibus postea sponte. idem constabit. Ostendemus itaque, quemvis numerum 
primum formae 4n-f-l, uive positive siste negative arrifdatur ’) , ucm-res iduum Q*se 
aliquorum numerorum primorum , et (si > 5) quidem talium qui ipso sint minores. 

Primo i quando numerus primus jr, formae t«-j- f ((>17; sed — t-3iV3, 
— 1.7 jY5), neqatire snmeadua proponitur, sit ia numoruspar proxime maior quam 
\jp; tum facile perspicitur, 4ao semper fuse <2 p aive 4 aa — p <( p. At 
taa — p-cst formae 4 * -f :t, -\-p autem residuum quadraticum ipsius i aa — p, 
fquoniam p^Liaa 'mod. t aa — pf ) ; quodsi igitur 4 aa—p est numerus primus, 
— p ipsius noti-residuum erit; ?in minus, necestario factor, aliquis ipsius 1 iio — p 
formae 4»-)^ 3 erit; et quum -f -p etiam huiiis residuum esse debeat , , — p ipsius 
non -residuum, erit; . Q. E. ,D. . ... . • -•* , • . 

, Pro numeris primis jmitiee sumendis duos casus distinguimus. Primo sit 
p u umerus primus forinae Sa-f-5. Sit a uumerus qnicuuque positivus <(y ip. 
Tum 2au erit nujuerus positivus fornis* S»-)-.5 vel (prout- a 

*) +c «uUWonspi oportere per w manifestum #»t. ** ** ■ " . / 
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par vel impar) , adeoqne nece*sprio per numerum aliquem primum formae S n -f- 3 
vel 8 **+- 5 divisibilis , productum. enim ex quotcunque numeris formae 8 1 

et 8 * 4—7 neque, formam. Sa-f-tt neque hane s i»4- 5 habere potest. Sit hic 


q, eritque $«4- 5.s 2 a* (mod. q\ At 2 ipaius q non- residuum erit : art. JI2i, 
adeoque etiam 2d* # ) et 8»-f-5.- Q. E. D. • ' ; 


t • . 

126. > «< 

Sed numerum quemvis primum formae 8*4-1 positive acceptum suw [>er 
alicuius pumeri primi ipso minoris non residuum es.se , per artificia, tam obvia de- 
monstrari nequit. Unum autem haec veritas m&ximi sit momenti , demonstratio- 
nem rigorosam, quamvis aliquantum prolixa -sit, praeterire non possumus. ' l'rae- 
mittiinus sequens , • . * • ... . ... * 


Lemma. 6i habentur duae seriae numerorum » ' ■ . 

A, B. C etc. (I), A', lf, C ttc -. . . . (II) 

utrum terminorum multitudo in utraque eadem sit necne nihil interestj ita com- 
paratae, ut, denotante p numerum quemcunque primum, a^t numeri primi potestatem, 
terminum aliquem secundae seriei (site etiam pluresj meti entem, totidem ad minimum 
termini in serie pruna sint per p divisibiles, quot sunt in secunda: tum dico produc- 
tum ex omnibus numeris (1) divisibile /orf per productum ex. omnibus numeris (Ii). 

lixetopl. Constet (I) e punieris 12.16. 46; (Ii , ex hia 3, 4, 5, 6. 9." 'ium 
divisibiles erunt per 2, 4, 3, 9, 5 in (I) 2, 1,3, 2,1 termini, in (II) 2,1,3, 1.1 
termini, respective; productum autem omnium terminorum (I) ^=97 20 divisibile 
e4t per productum omnium terminorum (11), 324«. . , • - , 

Demmstf. Sit productum ex omnibus terminis (l), — Q, productum om- 
nium terminorum serici (II), =Q\ Patet quemvis numerum primUm. qui ait di- 
visor ipsfus Q etiam ipsius Q divisorem fore. Iaiq ostendemus quemvis faeto- 
rem 'primum ipsius Q , in Q totidem ad minimum, dimensiones habere quot ha- 
lieat in Q'. Kato talis divisor p , ponaturque , in serie (1) a terminus esse per p 
divisibile», l terminos per p 1 divisibiles, c terminos per p 1 divisibile» etc.. similia 
denotent literae a', b', d etc. pro serie (Lf , jierspicieturquc facile, p in <J habere 

*) Art. 99. I*al4Jt enim a* ewe residuum ipsius q per y non divinibile, nam alias etiam, nuouru» pn- 
rau* p per 7 foret divisibilis. Q. £. \ * *. • . * • * , ' t • 
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■a+rb-j-c*+- ett. dimensiones, in Q’ vero a' -f - e te « At a certe non 

maior quam a. b' non mitior quam frete.' (hyp.) ; quare «'-^r^-heete. certo non 
erit ^a-f-fr+^ete. — Quum itaque nullus «umerus primus iu Q' plun s di- 
mensiones halwre possit, quam in Q, Q per Q' divisibilia erit (art. 17). Q. E. D. 

• 127.' 

Lemma. In progressione 1 . 2. 3; 4 , ...... plures termini esse nequeunt per nu- 

merum quemcunque k divisibiles, quum in hoc a, «-f- 1, »-)~2z. »..«-(-■» — 1 es toti- 
dem terminis constante. - ’ . , • 

Nullo eniln negotio perspici tursi n fuerit multiplum ipsius A. -in utraque 
progressione ~ terminos -fore per A divisibiles; sin minus, -ponatur w=«A-f-y, 
ita ut f sit’ <A, . cruntque in priori serie 'e termini per A divisibiles, in poste- 
riori autem vel totidem vel r4-l. 

/* , « * . 

Hinc tamquam Coroll. sequitur propositione* numerorum figuratorum theoria 

nota, sed a nemine, ni fallimur, hactenus directe demoustr&ta. 

o.g-H.d-f 

i * • .* l . 1« . ^ .... ' , n . . • . • % » . ^ 

«emper esse nurturum integrum.. ' t . *" 

Denique Temma hoc generalius ita proponi potuisset: • ■ 1 . \ 

In progressione a, u-f-l, a-4-2, . . a-f-a — i totidem ad minimum dan- 
tur termini secundnm modulum A; numero cuicunque dato, r, congrui, quot in 

* • , •* %. * 

hac 1 , 2, 3 . . . .W termini per A divisibiles. 


. . • • \ 12^.' » 

. Thbokema Sit a numerus quinmque formae p numerus quicuuyuc 

rid n primus, cuius residuum -f- a, tandem m numerus arbitrarius : hem dico, in 
j/rogrestitme ... • • • 

• d , # 

a, 1 'Vi — 1),' 2 '« — 4;, f(o — 9)* 2(ta-r- 16^ 2 [a — M*)', vel } a— m* 

. * ■ r ‘ ‘ • • • ' < • 

prout m par vel impar, totidem itd minimum dari terminos per p ‘ dvnsdnjes quot den- 
tur m hac > • ’ * » .' * • 

' • , . , f 

1,’ 2." 3, . . 2« -t-4 ‘ . ... 

Priorem progressionem designamus per (t), posteriorem per (II), •. . 
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Demotis tr. I. Quando p— 2, in (Ij omnes termini praeter primum, i. «. 
m termini divisibiles erunt; totidem autem .erunt in (11). 

II. Sit j) numerus impar vel numeri imparis duplum .vel quadruplum, at- 
que a = rr (med.p). Tum in progressione, ; — «, — (m— 1), — («< — >2), » 

(quae terminorum multitudine cum (II) convenit et per (III) designabitur) totidem 
ad minimum termini erunt secuiqhim fnodulum p ipsi r congrui, quot in serie (II) 
per p divisibiles (art. prape.}. Inter illos autem bini, qui signo tantum, non mag- 
nitudine, discrepent , occurrere nequeunt*). Tandem quisque eorum oorrespon- 
dentem habebit in serie (I), qui per p erit divisibilis. Scilicet « fuerit + 4 ali- 
quis terminus seriei (III) ipsi r secundum p congruus, erit a — bb per p divisi- 
bilis. Quodsi igitur '6 est par, terminus seriei (I), 2(« — bb), [>er p divisibilis 
erit. Si vero b impar, terminus J (n — bb) per p divisibilis erit; namque mani- 
festo " erit integer par) quoniam a~bb per 8\ p , autem ad summum per 
4 divisibilis (a enim per hyp. est formae i i autem ideo quod est numeri 

imparis quadratuni eiusdem formae erit , qqare differentia erit formae 8»). Hinc 
tandem cpheluditur, in serie (I) totidem termipos esse per p divisibiles, quot in 
(III) eint ipsi r secundam p congrui i. e. totidem aut plores quam in (11) sint 
]>er p divisibiles. Q. E. L). • ■ ., 

III. Sit p formae 8», atque a=r r (mod. 2p*. Facile enim perspicitur, a, 
quum ex hyp. ipsius p sit residuum,; etiam ipsius 2 p residuum fore, Tum in se- 
rie (III) totidem ad minimum termini erunt ipsi r secundum p congrui . quot in 
(II) sunt per p divisibiles , iliique omnes magnitudine erunt inaequales. At cui- 
que eorum respondebit' aliquis in .( I ) per p divisibilis. Si enim — f-Z» vel — b 
^ r mod . p , erit bb^rj (moti, 2p, f), . adeoque terminus i- (a — 46) per p di- 
visibilis. Quare in (I) totidem ad minimum termini erunt per p divisibiles 
quam in (lf)» Q. E. D. 

• 129. 

Theorema. Si a .est numerus primus formae Sn-j-1, necessario infra 2\'o -(- 1 
dabitur aliquis' numerus prunus cuius mm- residuum sit a., 

9i .cflhn 'euet r = — /E p), fleret {f - per p dhiaibiii», adeuque etiam 7 « {prester ff 

3 a (mod.;i) ). Hoc autem aliter fieri nequit, quam ai p — 2 , quum per hyp. a ad p ait primus. Sed de huc 
cusu imm leonim diximus. * 

f) Erit scilicet bb — rr z=\b — e duobus factoribus compositu*, quorum alter* per p divisibi- 

lia (hyp.), alter per 7 (quia tura * tum r Hunt impares) ; adaOquc bb — rf pfcr '7p divisibilis. 

13 
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. Demnnufr. Esto, si fieri ]x>test, a residnum omnium pri tuorum ipso *V«+I 
minorum. Tum fncile perspicietur, a etiam omnium numcroruin compositorum 
ipso ‘iyo -f- 1 minorum residuum fore (conferantur praecepta per guae diiudicare 
docuimus, utrum nymerua prepositus sit numeri compositi residuum necne; art. 
105). * Sit numerus proxime minor quam \'a , — m. Tum in serie 

(I). a, |(a— 1), 2 (a — 4), f(a — 9j....2(« — mm) vel J (a — Bimi 
• * .... ♦ • • *. 

totidem aut plures' termini erunt per numerum quemcunque ipso 2 \ja I mino- 
rem divisibiles, quam in hac \ 

» 

(II) 1, 2, 3, 4 . . . j2m -f- 1 (art. praec.) • 

• * 

Hinc vero sequitur, productum, ex omnibus terminis (1) per productum omnium 

terminorum (II) divisibile dsse, (art. 126).' At illud estaut -=a(a — 1) (a— 4) 

aut semissis huius producti (prout m aut par aut impar). Quare pro- 
ductum • a (o : — 1) (a-*-4).\ ..(a — '■mm) -.certo per productum oui&ium terminorum 
(U) dividi poterit, et, quia omnes hi terni i ni ad a suut primi, etiam productum 
illud omisso factore a. Sed. productum ex omnibus terminis (II) ita etiam exhi- 
beri potest, 

*' / [m+ 1) .((i|4- !)**_ l) . + 1 }*_ 4 ) . .. . (’(*+ I)*-"*) 

Fiet igitur . • - ... 


W+l (»1 + 1)1; — ,1 (m 4- |)*— 4* • («I -4- 

numerus integer, quamquam sit productum ex, frtwtkmibus imitate minoribus : 
quia enim necessario • y 'a irrationalis esse debet . erit m 1 )> y‘« ( suleoque 
(m -t-l)')>a. Hinc tandem concluditur suppositionem nostram loeujn habere non 
posse: Q. E- D. 

lam quia a certo > 9 , erit 2 ya -j- I <( n , dabiturque adeo aliquis primus 
<(<i cuius non-residuum a. •. ... » 


iVr inductionem tAroremu p-ruu-air (fnndainrntmir) «taWUar, ronchurunuuifw ittde tU ducuntur . 

* 130 . 

Postquam rigorose demonsjnrvimus quemvis munerum primum formae 
4n-f-l, ct jxjsitive et negative, acceptum, alicuius numeri primi ipso minoris non- 
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residuum esse, ad comparationem exactiorem et generaliorem numerorum primo- 
rum, quatenus unus alterius residuum vel non-residuum est, stati ui transimus. 

Omni rigore supra demonstravimus, — 3 et + 5 esse residua vel non-re- 
sidua omnium numerorum primorum, qui ipsorum 3, 5 respective sint residua vel 
non-residua, . • . 

Per inductionem autem circa numeros sequentes institutam invenitur: — 7, 

11, +13, + 17*, — 19. — 23, + 29,— r31. + 37, + 41,— 43, —47, +53, — 59 

etc. esse residua vel non-residua omnium numerorum primorum, 'qui, jwsitive 
sumti, illorum primorum respective sint residua vel non-residua. Inductio fiaec 
perfacile adiumento tabulae II confici pote*t. 

Quivis autem levi attentione adhibita observabit, ex his. numeris primis sig- 
no positivo affectos -esse eoa, qui sint formae 4n + l, negativo autem eos , qui 

sint formae 4»+3. • • • . 

• • * * ' * 

• * . f, • 

, t . t a . , 

! 3 1 ■ , , 

Quod hic per inductionem deteximus, generaliter locum habere mox demon- 
strabimus. Antequam autem Jioc negotium adeamus, necessc eril, omnia quae 
. ex theoremate, si verum "esse supponitur, sequuntur, eruere. Theorema ipsum ita 
enunciamus. 

I , ' t 

Si p est numerus /trimus formae 4 » + 1 ! erit + p, si vero ,p formae 
4» +,3, erit -r-p residuum vel Uon -residuum cuiusvis numeri primi fui positive 
gcceptus ipsius p' est residuum vel non-residuum. • • , 

Quia omnia fere quae de residuis quadratius dici possunt, huic theoremati 
innituntur, denominatio theorematis fundamentalis , qua in sequentibus utemur. 
haud absona erit!- ‘ <• 

. Ut-ratipcinia nostra quam brevissime exhiberi 'possint , per a. a‘, 'a" etc. nu- 
meros primos formae 4 « +1 , per b, b', h" etc. numeros primos formae 4n + 3 
denotabimus; peT A,A',Jfv tc. numeros quoscunque formae 4« + 7, per B, 
If, II' etc. autem numeros quoscunqUc formae 4n + 3; tandem litera It duabus 
quantitatibus interposita indicabit, priorem sequentis esse residuum, sicuti litera 
AT significationem contrariam habebit. Ejc. gr. + 5 It 1 1 , + 2 N 5, indicabit + 5 
ipsius 1 1 esse residuum, + 2 vel — 2 esse ipsius 5 non-residuum. Iam eol- 

13* 
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lato theoremate fundamentali cum theorematibus art. 111, sequentes propositio- 
nes facile deducentur. • ' 



Si 

erit • 

1. 

+ aRd 

. + a' Ra 

i. 

+ aN(t 

. + d Na 

3. 

(-(- aRb\ • 
■\—aNb). 

. -j~ b R a 

4. 

H- ttNb ) • " 

\—aRb* 

. '± bNa 

6. 

±bRa 

J -j- u Rb 
‘.1— aNb . * 

6. 

-j- bNa 

(-(- aNb 

■ i , 

I— aRb ‘ 

7. 

)+ ] . , . 
(— 6Nb’ i. 

<+ f>'Nb 

' b'Rb 

% 

,8. 

■l+MVl • 
1— bRb' 1 

H- b'Rb 
' 1— b'Nb 


* 


* 


• • In his omnes casus, qui, duos numeros primos ootnparando. occurrere pos- 
sunt, continentur: quae sequantur, ad numeros quoscunque pertinent: sed harum 
demonstrationes minus sunt Obviae. . . . • . 


' Bi ■ ' i erit • ■ * 


9. + aMA . . 

10. '■+ bSA 

1 1 • ■ ri-f a iili . . 

12 — aRB.. 

• 13. -\-bRB... 

H. — bRB . « 


~f* ARa 

i+ARb 
f— ANb '■ 

± BRa 
± BNa 

1 — BRb 
l+BNb 

f-f BRb ■ 
1— BNIi 
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« PER INDUOnOmUI THEOREMA OBSERAM? STABU.tTUR. 

Quum omnium harum pro po«i domi m demonstrationes ex iisdem principiis 
sint petendae, necesse non erit omnes evolvere: demonstratio prop. 9, quam ap- 
ponimus tamquam exemplum inservire potest. Ante omnia autem observetur, 
quemvis numerum 'formae 4 n-(-t aut nullum factorem formae 4 »+3 habere, 
a ut duos, aut quatuor etc. i.e. multitudinem talium factorum (inter quos etiam 
aequales esse possunt) semper fore parem: quemvis vero formae 4iv+ 3- multi tn- 
"• «dinem imparem factorum formae 4«-)- 3 (i. e. aut unum aut tres- aut quinque 
etc.) implicare. Multitudo factiorum formae 4n-)- l indeterminata manet. 

Prop. 9 ita demonstratur. . Sit A_ productum e factoribus primis a, a”, fi" 
etc., b , U, b“ etc. ; erit que factorum b, b', b" etc’. multitudo par (possunt etiam nulli 
adesse, quod eodem redit), lam si a est residuum ipsius A, erit residuum etiam 
omnium factorum <i, <i\ a”‘‘etc. b, b', b" etc. quare per propp. 1,3 art. praec. sin- 
guli hi factorefi erunt residua ipsius 'a, adeoque etiam productum A . Vl vero 
idem esse debet. — Quodsi vero — * a ■ est residuum ipsius A, eoque ipso om- 
nium fictorum d, a etc. b, b' Otq. singuli a\jt" e te. erunt ipsius a residua, shi- 
guli b, b' etc. autem non-residua. Sed quurq posteriorum multitudo sit par, pro- 
ductum ea omnibus, i.e. A, ipsius a residmun erit,'hincque etiam — A. 

• . . 133. ’ * . 

Investigationem adhuc generalius instituamus. Contemplemur duos nume- 
ros quoscunque impares initer se primos , signis quibnscunque affectos, P et Q. 
Concipiatur P sine respectn signi sui in factores suos primos resolutus, designe- 
turque per j t, quot inter hos rvperiantur quorum non-residuum sit Q. Si vero 
aliquis nnmerus primus, eoius non-residuum est Q. pluries inter factores ipsius 
P occurrit, pluries etiam numerandus erit. - Similiter sit- f multitudo’ factorum 
primorum ipsius Q, quorum noa- residuum est P. Tum numeri p, y certam 
relationem mutuam habebunt .ab indole numerorum jp, Q pendentem . Scilicet 
si alter numerorum p, q. est per vel impar, numerorum P, Q forma docebit, 
utrum alter par sit vel impar. Haec relatio in sequenti tabula exhibetur. 

’ * I 

Erunt p,.q simul pares vel simul impares, quando numeri P, Q. habent 


formas : . 

• 




• 1. 4i -f- A' 

* A 

- 


2. +A. -A' 

i 

- 


9 


a 
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d ’< • 

i>k coiroBUEirrun aHOom)! okadtts. 


■ 

• . _ ( < * 


3. + A\ +' B 


• 

■ - • • 


4. + a, — B ;• 

• ; 




5. — A» — A' 

•a 


•• 

' m 

. i 6. *+B, E 

• 

. • 

• 

< • . . 

. Contra numerorum 

p , q alter erit par, alter iuipar. quando numeri P,Q 

habent formas c 

' | 4 

• * . * • T 

4 • ' . 

t 

# 

# • 

• . 

. 7. -4. +B 

• # 


• • • 

* * 

/8., -r-A. -Ji 

. 




9. + B, + B 


■ - • • 



fO. — B, —B*) ■ 

• 

• t‘ * 

^ • 

9 • 

, 

, . Ea. Sinfe 

numeri 

propositi , — S5 et +1187, 

qui ad 

casum quartum 

erunt referendi. 

Est autem 1 1 97, non-residuum unius 

factoris 

primi ipsius 56. 


...» 1 , 

scilicet numen, 5 , . — 55 autera noii-residuujh trium factorum primorum ipsius 

M 97 ,• scilicet numerorum 3.3,18. 

. Si P et Q munero» primos designant, propositiones hae abeunt ip eas quas 
art. 131 tradidimus. Ilie scilicet p et e/ maiores quam 1 fieri nequeunt , quare 
quando p ponitur esse par necessario erit — 0 «. e. Q erit residuum ipsius P, 
quando vero p est impar, Q ipsius P non-residilum erit. Et vice Tersa. Ita 
scriptis a, b loco ipsorum A ,_Ii, ex 8 sequitur, si > — a fuerit residuum vel rjon- 
reaiduum ipsius i, fore — b non- residuum vel residuum ipsius a; quod cum 3 

et 4 art. 131 convenit. • \ * • • * * • • ’ 

Generaliter veto patet. -Q residuum ipsius P esye non posse ni» fuerit p 
^sd: ai igitur p impar. Q certo ijieius P non-resichiufn erit. * • 

Jlinc etiam propp. art. pinee, sine difficultate derivari possunt. . • 

• ( 'eterum mox patebit. hanc repraesentationem generiilem plus es«e quam 

speculationem sterilem, quuiu theorematis fundamentsdis demonstratio completa 
absque ea vix perfici possit v .. , v *•. 


*) 8 it /= 1 si oterque P, Q = 3 (mori. 4). alioquin / = 0 
tn — i si uterque P, Q negativus . alioquin m — u 
tunc relatio pendet ah / + m . % \ " 


J 
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• • >34. . 

t Aggrediamur nunc deductionem harum propositiouum. • 

I. Concipiatur, ut ante, P in factores suos primos resolutus, signis neglec- 
tis, insuperquc etiam Q in factores quomodocuuque resolvatur, ita tamen ut sig- 
ni ipsius Q ratio habeatur. Combinedtur illi singuli onm singulis his. 3'um si 
s designat multitudinem omnium combinatioqum . in quibus lactor ipsius Q est 
non-residuum factoris ipsius P,- y et s vel simul pares vel simul impages erunt. 
Sint enim factores primi .ipsius P, lg f, f. f' etc. et inter faetores in quibus Q 
est resolutus, sint m qui ipsius f sint nou-residua, m' nun -residua ipsius f 
m“ non -residua ipsius jf' etc. Turti facile quisquis perspiciet: fure 

»* • ' * m * * . • * 

s = m -4- m -4- m -4- etc. 

* " 

p autem exprimere quot nuftieri inter ipso» w», *»', m" etc. • sint impares, liide 
sponte patet, fore parem quando p sit par,, imparein quando p sit nn|sir. 

II. Haec generaliter valent, quomodocuuque Q in factores sit resolutus. 
Descendamus ad casus particulares. Contemplemur jirimo casus . abi alter nu- 
merorum, P, .est positivus, alter vero, Q, vel formae -\-A vel fopnau t-B. Re- 
solvantur P, Q iu factores suos primos, attribuatur singulis factoribus ipsius P 

• **...*• 
signum positivum, singulis autem factoribus ipsius Q signum positivum .vel nega- 
tivum , prout sunt formae a vel b ; tuuc autem manifesto Q fiet vel formae *-(- A 
vel, — B uti requiritur. Combinentur factores singuli ipsius P cum singulis 
faetoribus ipsius Q , designetque ut ante « multitudinem combinationum in qui- 
bus factor ipsius Q est non-residuum factoris ipsius P, simili terque t multitu- 
dinem combuiaUonum in quibus factor ipsius P est non-residuum lactoris ipsius 
Q. At ex theoremate fundamentali «equitar illas coni limationes identieas fore 
cum liis adeoquo g-^= t. Tandem ex iis quae modo demoiud ravimus sequitur esse 
p—t mod. i}, f — l mod. unde Iit (nu>d. 4).' * ■ 

Habentur itaque pfopp. >,‘3, 4, et ti art. 133. • » , . ' - • 

Propositiones reliquae per -methodum similem directe erui possunt, sed una 
consideratione nova indigent; facilius autpm ex praecedentibus sequeuti modo de- 
rivantur. ' ’• * ■. • 

llf. Denotent rurstta P, Q, numero» quoscuuque impares inUjr. se primos. 
p, q multitudinem factorum, primorum ipsorum P, Q, quorum non-residua Q . 
P respective. Tandem sit p' multitudo factorum primorum ipsius P, quorum 


Digitized by Google 


104 


• de coNMttanmis ncunqi obams. 



non -residuum est — Q (quando Q per sa est negativus , manifesto — Q nume- 
rum positivum indicabit). Lam omnes factores primi ijwius P in quatuor classes 
• • ' * 
distribuantur. * • • 

i • • 

1) in factores formae a, quorum residuum est Q. 

2i faetores formae b, quorum residuum Q. Horum multitudo- sit •/. 

• 3) faetores formae a , qnoruro nou-residuum est Q . Horum multitudo sit q». 

. ' 4) factores formae b, quorum non-residuum Q. Quorum multitudo = u>. 

r 4'nm facile perspicitur' fore p = q/-|-o>, p' f-U/.’ •• ' 

lam quando P est formae A^A, erit x “i - adooqne etiam X"* - '* 1 nume- 
rus par; quare liet' p'—p~\-X — <“ 3 =p(uiod. 1); quando vero P est formae + B 
per simile ratiocinium invenitur, numeros p.p soe. mod. 2 incongruos fore. 

IV. Applicemus haec ad casus singfulos. Sit primo tum P tum Q formae 
4- A, eritque ex prop. t p = q 'mod, 2 ; at. erit p =p(mo<1.2); quare etiam p=q 
(mod. 2). Quod- convenit cum prop. 2. — Simili modo si P est formae — A 
Q formae A : erit (mod.- 8) ex prop. 2 quam modo demonstravimus; hinc, 

ob p —p, erit p=q. Est itaque etiam prop. 5 demonstrata. 

Eodem modo prop. 7 ex i; prop. 8 vel ex 4- vel-ex 7 ; prop. 8 ex C: ex>a- 
demque ph>p. 10 derivantur. _ . * . . 

* ^ , iJr monstratio rxjorota theoremata fundamentali* . 

135. 

l*er art. praec. propositiones art. 132 non quidem' sunt demonstratae; sed 
tamen earum veritas a veritate theorematis fundamen talis quam aliquantisper siq>- 
posuimus pendere ostensa est. At ex ipsa deductionis methodo ■ manifestum est. 
illas valere pro muneris P, Q. si modo theorema fundamentale pro omnibus fac- 
toribus primis horum numerorum inter se comparatis locum habeat, etiamsi gene- 
raliter verum non sit. Nunc igitur ipsius theorematis fundamentalis demonstra- 
tionem aggrediamur. Cui praemittimus sequentem explicationem. 

Theorema fundamentale usque ad numerum aliquem M verum eme dicemus , si 
calet pro duobus numeris primis quiljuscuuque , quorum neuter ipsum M superat. 

Simili medo intelligi debet, si theoremata artt. 131, 132. 133 usque, ad ali- 
quem terminum vera esse dicemus. -Facile vero perspicitur,'» de veritate theore- 
matis fundamentalis usque ad aliquem terminum constet, has propositiones usque 
ad eundem terminuni locum esse habituras. 
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. ' • . • % \ .136. 

Theorema fundamentale pro «unieris parvis verum essi-, per induetioueni fu 
cile confirmari, atque sie limesdcterminari potest usque ad qiiein certo locum teneat. 
Hanc inductionem institutam esse jiostidamus : prorsus ailtem indifferens est quous- 
que eam persecuti simus; sufficeret adeo, si tantummodo usque ad numerum 5 

, , t , f 

eam confirmavissemus b(»c autem per unicam observationem absolvitur, quod est 
-4-5JV3. + 3 Nh' *■ ' . • * ' • 

I(un si, theorema fufidamentale generaliter vonim non est . dabitnf- limes ali- 
quis. T. vsque ad quem valebit, ite tamen ut usque ad nUmerum proxime maio- 
rem, T-\- 1, non amplius valeat.- ‘Hoc autem idem esfac si dicamus, dari duos 
numeros primos quomm. maior sit- jT-f- 1 , et qui inter se comparati theoremnti 
fundamentali repugnent, binos autem alios numeros primos qudscunque . _ si modo 
ambo ipso T-\-l sint piinores, huic theoremati esse coiisentapeos. Unde sequi- 
tur. propositiones artt. 131, 132, 138 usque ad T etiam' locum habituras. Hanc 
ver» suppositionem consistere non jxijtse nunc ostendemus. Erunt autem secun- 
dum "formas diversas . quas tum ■ X-f-J . tum numerus primus ipso T-\- 1 minor, 
queln cum' X -4» 1 comparatum theoremati repugnare supposuimus hatrero pos^ 

• t 

sunt, castis sequentes distinguendi. Numerum istum prinmin per p designamus. 

■ . . . • ■ 

Quando tum 2' -f- 1 tum p sunt formae 4« + l; theorema fundamentale 

• * * . i 

duobus modis falsum esse possit . scilicet .si simul esset-, vel 
■ + p it [ T 1 ; et ~t~ fr+ 1) Np 

vel simul . . X-f- 1' et ^'T~\~\)Rp 

Quando tum jP-f- 1 tuih p «uut formae 4 » 3 . thior. fimd. falsum erit, 
si simul fuerit vel • * . . . • ' • • • • 

I) et — ‘ 

(sive quoti eodem redit -^pN.T-)- 1 j et -f-iX-f- 1 Jlp) 
vel -+-/>AT(r+l) et —(T+i)Rp 

(sile •, •. — jhR (T-E- f; c>t — jT — 1 Np) - ■* 

. - . . • * * . * 4 • . • * * 

Quando T -\- 1 est formae 4«-(-l, p vero formae 4*-J-3. t h*or fund. 

falsum erit, si fuerit ve/ . 

• Hryjif(T-f- 1 ) et (sive — (T-Kl .fip) 

vel -^pfii X-f- 1 ) - et — i X-j- 1 1 Ayt (sive -)-t X-f- 1 ; Rp) 

14 
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DE COXOBUENTUS SECUVDi GRADUS. 


'Quando T -f- I est forniac 4 n -f- 3, .p vero formae 4 .» — f- 1 , theor. fund. 
falsum erit , si fuerit vel . * ' 

. ^JR(r-t-l) (sive — pN{T+l)-) et ±{T+l)Np 
vel -\-pN{T^-i) (sive — pR(T-\- i )) et + ( T-$«. 1 ) Rp 

, « • • | . , * 

Si demonstrari poterit, . nullum fiorum octo casuum 'lorum habere posse, 
simul -certam- erit, theorematis fundamentalis reritatem nullis limitibus circum- 
scriptam esse, lluc itaque uegotium mine aggredimur : at quoniam alii horum 
casuum ah aliis sunt dependentes, eundem ordinem, quo et>* hic enumeravimus.' 
servare non licebit. _ ’ . • 

137. , ; 

Casus primus. .Quando 1 est formae 4 m-(- ! (==«), atque p eiusdem 
formae; insuper vero -f^pRa. nm potest esse -faNp. Hic casus supra fidt primus. 

Sit -^-p = <* (iuod -a), atque e par. et <[o (quod senqier obtineri potest), 
lani duo casus sunt distinguendi. - . 

I. . Quando e per p non est divisibilis. 1’onatur e 5 = p af, fcritque f 

positivus, formae 4 »-{-3 (sive forinae H), <fa, ct per p non divisibilis. Porro 

erit e 1 — p (mod. fj , i.e. pRf adeoque ex prop. 11 art. 132 +/IQ) quia enim 

p,f <Ca, pro his propositiones istae valebunt). t ‘At est etiam afllp. quare fiet 

quoque + ajRp. , . > , , . 

• * ,* • •< 

II. Quando e per p est divisibilis, ponatur e^gp, atque '<£ — p-j-apA. 
sive p<f = \ f- ah. Tum erit h formae 4 »-(-3 (11), atque ad p et g 1 primus. 
Porro erit pg*Rh, adeoque etiam pii A, jiiuc ( prop. 1 1 art. 132) +ABp. At 
est etiam — ahllp, quia — ah =* 1 (mod. p); quare fiet etiam ^f-allp. 

♦ ■ 13S. 

Casus secundus. Quando T+l est farinae I h -(- t <•=<»), p formae 1»-f-3, 
atque -f- p R[T-\-l) , non potest esse — (— ( 3T— (— !•) Np' sive — t, T 1 — f- i) Rp . Hic 
casus supra fuit quintus. 

.Sit ut supra £=izp-\-fa atque e paret <«• 

1. Quandq e per ./> non est divisibilis, erit etiam / per p non divisibilis. 
Praeterea autetn erit f positivus, formae 4«-(- 1 (sive A), atque ’■< a; -\~pRf, 
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adeoque (prop. 10 art. 1-32) + fRp, .Sed est etiam -)- faRp, quale fiet + aRp. 
sive — aNp. . • 

II. Quando e per p est divisibilis, ,ait t—pg, atque f=ph. Erit itaque 

1+Ap. Tum /i erit positivas, formae 4/1+ 3 (J5), et ad p et g i primus. 
Porro -fg^pRh’ adeoque -\-pRh\ hinc fit prop. 1 3 art. 1 32) —hRp. At est 
— haRp. unde fit + a R p atque — aNp. 

. • * ' • .'139. ' . • 

Casus tertius. Quando 7'+ 1 est formae 4n+l (= «)., p eiusdem formae, 
atque -\r pNa: non potest esse + u J?p. (Supra casus secundus). • 

Capiatur aliquis numerus primus ipso a minor, quius non -residuum sit 
quales dari supra demonstravimus (artt. 1 23, 1 29). Sed hic duos casus seorsi m 
considerare oportet, prout hic numerus primus fuerit fhrhuie Wi + 1 vel 4/i + 3, 
non' enim demonstratum foit , dari tales numeros primos utrimque formae. 

• • * i 

I.. Sit iste numerus primus* formae 4 » + 1 et =«'. Tum erit + o'lVa 
(art. 131) adeoque + dp R a . 9it igitur e*=a'//(mod.fl) atque 'e par. <+■ Tunc 
iterum quatuor casus erunt distinguendi. 

1) Quando e neque per p neque j>er a' est divisibilis. Ponatur e* — 
(i p + a/> signis ita acceptis Ut f fiat positivus. Tum erit f, <fa, ad a' et p 
primus atque pro signo superiori formae 4» + 3, pro inferiori formae 4»+l. 
Designemus brevitatis gratia per {j,y] multitudinem factorum primorum numeri 
p quorum non-reaiduum est x. Tup erit* dpRf adeoque [a'p,f\ =0. Hinc 
erit [/,«'/>] atmierns pax {propp. 1, 3_, art 133), «.e. aut — 0 aut. = 2. Quare 
erit /aut residuum utrrusque numerorum a';p, aut neutrius. Illud autem est 
impossibile, quum. + o/ sit residuum i{>sius a' , atque + a X a' (hyp.); unde fit 
+ f Nd. Ilinc f debet esse utriusque numerorum a',p non-residuum.' At 
propter + afRp erit + a N p . Q. E. D. 

-2) Quando e per p. neque vero* per a' est divisibilis, sit e=^gp, atque 
g*p = a' + «A, signo i(a determinato, ut A ( fiat, positivus. Tum erit A <(a , ad 
a ' , g et p primus . atque pro signo superiori formae 4 1 » + 3 . ■ pro inferiori vero 
formae 4»+l. - t Ex ’ aequatione g % p~’d + ah si per p et u multiplicatur. 

nullo negotio deduci- potest, ' pif RL (a); + a hpRai adhRp (y). 

Ex (a sequitur [pd, A] =;0, adeoque (proppi 1,3, art. 133) [A, p<f\ par, i. e. 

14* 
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erit k non-residuura vel utriusque p,a' . vel neutrius. Priori iit casu-ex (6) se- 
quimur ■jrapNa, ct quum per hyp. sit + aNd. erit .+pRa . , llinc per theor. 
fandam. quod pro nUmeris p,d ipso . 7’-)- l minoribus valet, + a' Itji . Hinc 
et ex eo quod h Np , fit per (y) + a Np . . Q. E. V, Posteriori casti ex (6) se- 
quitur -^rUpRd, hinc -)- p Na, ~t~ a'Np, liincque tandcrrt et cx h R p fit 
ex (y} ±aNp. Q. E.D. , . 

3) Qnnndo e jicr a’ non nutent per p est divisibilis. Pro hoc casu de- 
monstratio tantum non eodein modo procedit- ut in pracc., ncminemque qui hanc 
penetravit poterit morari. • • ' *.■■.' • . . t 

• I) • Quando e tum per d tum per p est divisibilis adeoqne etiam per pro- 
ductum d/i •(numeros d. p enim inaequales esse supponimus, quia alias id quod 
demonstrare operam damna; esse a Np iam in hypothesi o AV contentum foret), 
sit e^gdp ntque g l a'p “I + n A. Tum erit A <a, ad-«' ot p prinius atquc 
pro signo siqieriori formae 1 »-|-3/ pro inferiori formae t» -f- 1 . Facile Vero 

perspicitur, ex ista aequatione deduci posse haec a' pRh (p); A Rd (6); 

■^rahRp — (y). Ex (a) quod convenit cum \a) in (2 sequitur perinde ut illic, 
esso vel simul kRp, hRa' vel h N p , hNd; Sed in casu priori for£t per (6), 
aRd, contra hyp.; quare erit hNp, adooque per (y) etiam aNp. *, 

* • ■ , , 

II. Quando iste numerus primus est formae 4 n -j-3 > demonstratio prae- 
cedenti tam similis est, ut Pam apponere snperilnum uobis visum si,t. In eorum 
gratiam qui per se eam evolvere gestiunt (quod maxime commendamus); id tantum 
observamus , postquam ad talem aequationem e* =: bp-\-af (designante b illum, 
numerum primum) jierventuin fuerit, ad perspicuitatem profaturum , si utrnmqne 
signum seorsim consideretur. • ’ • • . ... ; , .• •• . 


140. 


Casus quartus. Quando T-\- 1 ,c$t formae 4 » + 1 (— «i > p formae 4 »-(- 8 , 
iitipte fopNa, non poterit esst -\-a Rp ‘sipe — aNp . -((Vwus sextus suprab 

Etiam huius casus demonstrationem, quum prorsus similis sk demonstrationi 
casus tertii . brevitatis gratia omittimus. 
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Ca.ru* qmnfus. Quando T -f- 1 est formae 4 n'-\- 3 (s= b ) , p eiusdem fonhae, 
atque -f -pRb- sive . — pNb,- nequiCesse ,-\-bRp sire- — bNp. { Conus 'ter- 
tius supra). 

Sit = (mod. A), atque e paret <C.b. 4 • 

I. Quando- e per p non est divisibilis. Ponatur e* *=p-f-bf, eritqbe / 
positi vus,' foriuac I /i — |— 3 , <Q atque ad p primus,- Porro erit pR f adeoque 
]>c-r prop. 13 art. 132, — fRp. Hinc- et Ox -\-bfRp fit — bRp adeoque 

f-bNp. Q.E.D. • * • . • - • * • ‘ 

v H% ’ Quando e per p est divisibilis, sit e—py, atque yyp = \ -j-bh. 
Tum. erit A formae 4' ii — | — V atque ad p primus, mod.A), adeoque 

pRh; liinc fit -\-h Rp 'prop. t M art, 132), unde et ex — bhRp sequitur — bRp, 
sive +'bNp. "Q. E. B. ; ' 1 / 

" , v » . _ * * * • ' 

••• V • •/ 14t . • 

Casus tertas. ' Quando ,T-fr 1 ' estformae 4w4-3 (=*=£). p formae 4n -+■* 1 , 
atque pltb, nup jtoterit este N/t . ^ 'Supra casus septimus). • 

' Demonstrationem praecedenti omnino similem omittimus. 


• « ; .. ■ 143. 

Casu.* septimus.' fluando T f- 1 estformae 4 » -f- 3 (— , p eiusdem for- 

mae, atque -\-jtNh sive — pRb, ' non poterit esse. -f -bNp sive — bRp. (Casus 
quartus sapra). >’ ‘ • > r . ; ' 

*. . Sit — p~^ 'mod..A), atque e paret <6. ’ 4 ■ 

' ’ L Quando -e per p- non divisibilis. Sit — p — f 1 — bf eritque f positi- 
vus, formae 4 « -f- l , ad p primus ipsoque b minor (-etenim e certo non maior 
quain £—1. p<^b— I, quare erit bf — r* -(-/) b* — b,~i.e.f<^b — I). Porro 
erit -pRf. liinc (proj)TO art. 1 32)' -j- fRp,' unde et ex' -\-bfRp fit -f- b R p . 
sive. — bNp.- • 

. 11. Qualido e jtex p est divisibilis, sit- e—py, atque ' y 1 p—— 1 frbb 

Tum erit A positivus, formae ta-j-3, adp primus et <(£■ Porro erit — pR A, 
unde fit rprop. 1 4 art. 132) -\-ARp. Hinc et ex bhRp sequitur -f- bRp sive 
— b Np . Q. E Di ‘ ; v 
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• ■ Cumis octavus. Q/iando . estformtie 4 h -f 1 3 (=6)> p formae 4 « -(- 1 , 

atqUe t\-pNb situ* — pEb, nem poterit esse -\-b ltp. • {Cq.su» ultimus supra' . 
Demonstratio perinde procedit ut in casu J/raecedenti. 


Methddus anahQa, theorema art. 1 1 4 demanat randi. 


145, . 

. In derhonstratt. praecc. semj/er pro e valorem' parem accepimus (ortt. 137.. 
144); observare convenit, etiam valorem imparem adhiberi potuisse,, sed tum" plu- 
re* uilhuc .distinctiones introducendae fuissent. Qui his disquisitionibus delec- 
tantur, haud inutile facient, si vij-es .suas in evolutione horum casuum exercitent. 
Praeterea theoremata ad residua -j- 2 et — 2 pertinentia tunc supponi debuis- 
sent: quum vero nostra demonstratio. absque ‘Iris theorematibus sit perfecta, no- 
vam hinc methodum nanciscimur, illa demonstrandi. Quae, minime- est contem- 
nenda, quum rqethodi , quibus" supra pro demonstratione Jheorematis, + 2 esse 
residuum cuiusvis numeri primi formae 8 n -+- 1 , • usi sumus, ihinus directae vide- 
ri possint. Reliquo» casus 'qui ad numeros primbs formarum S»-|-3,' 8»-f-5, 
8 / 1 -}- 7 spectant) per methodos supra traditas demonstratos ,» illudqilo theorema 
tantummodo per inductionem inventum esse supponemus: hanc autem inductio- 
nem per sequentes reflexiones ad certitudinis .gradum evehemus. 

Si + 2 * omnium numerorum primorum formae 8 /i-f-l residuum non es- 
set, ponatur minimus primus huius formae, cuius non-residuum + 2 , =«, ita 
ut pro omnibus -primis ipso a minoribus theorema valeat. Tum accipiatur nu. 
merus aliquis primtls <{ { « , cuius non -res iduum a (qjialaju" dari ex art. 129 fa- 
cile deducitur). Sit hit —p eritq.uc jier. theor. fund.. p Nu . Hinc tit +.2 pR-a. 
— -Sit itaque e* = 2// (mod. a) ita ut e sit impar atque Tum duo ranis 

erant distinguendi. ' 1 . . 

I. Quando e per p non est divisibilis. Sit ^ 2p-\~aq eritque q po- 

sitivus, formae 8 n -f- 7 vel formae *wi -j- 3 {prout p est formae 4 » — 1 , vel 
4 n 4 - 3) , <^o. atque i>er p non divisibilis, iam omnes factares primi ipsius q 
in quatuor classes distribuantur, sint scilicet « formae 8 u + 1 . f formae 6 n -)- 3, 
y formae 8n-(-5, h formae 8 //-(-7; productum 'e factoribus primae- classis sit 
E . producta e factoribus secundae, tertiae, quartae classis rCspectivc. F, 


*) Si cx aliqua claaae nulli factore» adesaent, loco producti ex hi» l scribere oporteret. 
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* . # ’*• 
Ilis ita factis, eansiderdnnifc primo casum' ubi- p est formae 4 n-f- 1 , sive q for- 
mae 8« 4-7 . Tum facile perspicitur fore 2 RE, 2 R II, unde pRJS, pRIi. 
hincque tandem ERp, URp, . Porro erit 2 non-residuum cuiusvis factoris for- 
mae 8n-f-3 aut 8u-)-.5, adeoque etiam p; hinc quivis talis factor non-resi- 
duum ipsius pj unde facile' concluditur FG fore ipsius p residuum si f-\-g 
fuerit par, non-re&iduum si f-pg fuerit impar. At f -\~g impar esse non potest; 
facile enim perspicietur omnes caaus enumerando, EFGH sive q fieri vel formae 
8»-f-3 vel 8 n-f- o , si fuerit f-\-g impar, quidquid sint singuli e,f,g,h, contra 
hyp. Erit igitur FGRp, EFGHRp,, sive qRp, hincque tandem ,, propter 
aqRp, aRp cohtrahyp.. Secundo quando p est formae 4 n-j- 3 , simili modo 
Ostendi potest, fbre pRE. adeoque ERp, ,— pRF adeoque FRp, tandem 
g-\-h parem hincque .GllRp, unde tandem sequitur qRp, aRp contra hyp.-< 

II., Quando e per p divisibilis,, demonstratio simili modo adornari, et a 
peritis (quibus 1 solis hic articulus est scriptus) baUd difficulter evolvi poterit. Nos 
brevitatis gratia eam omittimus. ‘ 

0, a . * . Holutio problemtitis geturulit. • 

; . 146. 

Per theorema fundamentale’ atque propositiones ad residua — 1 1 et + 2 
pertinentes semper determinari potest utrum numerus quicunque datus nmneri 
primi dati residuum sit an non-residuum. At hftud inutile erit, reliqua etiaiu 
quae supra tradidimus hic iterum in conspectum producere, nt omnia coniuncta 
habeantur quae sunt necessaria ad solutionem , • . 

< • • • , , 

Problemati# > ’ Propositis duobus numeri * quibuscumque P, Q, invenire, utrum 

alter Q, alterius P rettiduuin sit an non-residuum. 

Sol.' I. Sit e 7 ejtc. designantibus d.b.cetc. numeros primos in- 

aequales positive acceptus (nam P nmhiferto absolute est sumendus!. Brevitatis 
gratia in hoc nrt. relationem duorum numerorum x,y Simpliciter dicemus eam 
quatenus prior x posterioris y residuum est Vel non -residuum. Pendet igitur 
relatio ipsorum Q, P u relationibus ipsorum Q. rt > ; Q, l>‘ etc. (art. 1 03;. 

. '• • •’ • .• ’ - ' • ' . .• 

II. Ut relatio ipsorum Q, «’ (de reliquis enim Q, b" etc. idem valet; in- 
notescat, duo casus distinguendi. * . 
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112 de Cosannorrus secundi qeadus. 

, y 

I. Quando Q per a est divisibilis. Portatur Q^Q#' . ita ut per 
a non sit divisibili». Tunc- si e = a vel e^>cr, erit QRa 1 ', si. vero < <C a at- 
que impar, erit Q A’«' : tandem si t <" a atque par, habebit Q ad a* eandem 
relationem quam habet Q ad ■a 1 ~' Reductus est itaque hic oaau> ad 

t 2*. Quando Q per «f non est divisibili;*. Hic-denuo duos cjsus. distin- 
guimus. ■■ • • 

. (A) Quando a =. 2. Tunc semper erit Q Ra 1 , quando a 1 ; quando 
vero a — 2,. requiritur-, ut sit Q fonuue denique quandq d = 3 vel 

>3. Q debet esse forulae fc #i-f- 1 Quae conditio si locum habet, erit QEaJ. 

* [E' Quando a est alius numerus primus. Tunc Q «d a* eandem relatio- 
nem habebit qOam habet ad u i Y. art. 161 ;. ... - . - • * 

t / ' ' ' • . ' * • *'*..* 

111. Relatio numeri cuiuscunque Q ad numerum primum «.(imparem; ita 
investigatur. Quando Q a , substituatur loco ipsius Q ipsius residuum mini- 
mum pasitivpm secundum modulum <t ' Hoc ad « eandem Telatiouem lmbebit 
quam habet , Q . . , • ■ . " . ‘ 

Povro resolvatur Q , sive ouunerus ipsius loto assiuntus , iq factores suos 
primos p,p‘,p"e tc. , qtlibus adjungendus factor — \, quando Q est negativus. 
Tum constat relationem ipsius Q ad a pendere a relationibus singulorum .p.p,p 
ete: ad a. Scilicet si iutor illos factores sunt 2» uon-residua ipsius- o, erit Q U,a, 
si vera Jm-f- I , erit QNa. -Facile autem perspicitur, si inter fac torus p, p. p" 
ctc. . bini mnt- quaterni aut seni aut generaliter Ik aequale» occurrant, bos tuto 
eiici posse. . ■ , • \ 


IV. Si inter factores p. p, p repynuutur — 1 et 2» horum relatio ad n ex 
artt. 1 OS, 1 1 2, 1 1 3, 1 1 4 inveniri potest. - Reliquorum aptem. relatio ad u pendet a 
relatione ipsius a ad ipsos theor. fund., «tque propp. art. 1 8 l ). Sit p tutus cx 
ipsis, invenieturque, .inudando numeros U, p eodem modo Ait antea Q et a il- 
lis respective maiores relationem ipsius a ad p aut per artt. tot. — 114 ile ter uri- 
nari posse si «cilicet residuum. miuimnm ipsius a iuod. p nullos facturos primos 
impares liabe.it ) , «ut insuper a relatione ipsius p ad- numeros quosdam, primos 
ipso p minores pendere.- Iden) valet de reliqui» factoribus p; p" c tc. Facile iain 

*) JtrMtdnnm tn nignifle. art. 4. — Plerumque praoslai residatlm nbfUilttU minimum accipere. 


Digitized by Google 


118 


FORHAE DIVISORUM IrtllW XX A . 

perspicitur per continuationem huius operationis tandem ad .numeros perventurh 
iri’ quarum relationes per propp. artt, 108—114 determinari possint. Per exem- 
plum habe clariora lient. ' . ‘ . • • • 

lite. Quaeritur relatio numeri -£{- 4 58 ad. 1236. Est 1236 = 4.3.108; 

-f- 4 5 3 £ 4 j>er I1.-2 {AS; -j- 453jK3‘ per II. 1. Superest igitur ut relatio ipsius 
-(- 458 ad 103 exploretur. Eadem autem erit quam habet -f-41 {= 453; ldod. 
103) ad 103; eadem ipsius -f- 1-03 ‘ad 41 ftheor. fund.},. sive ipsius — 21» ad 41. 
At est . — 20 124 J ; namque — 20 = -h- 1 . 2. 2 . -rl-Rll (art. 106); atque 
— 1— 5 ^2 4 1 ideo quod ■ 41=51 adeoque ipsius. 5 residuum est. (theor. fund.l. Hinc 
sequitur -f-453.RlH3. hin^que tandeul -f 4»3iil236. Est autetn revera 463 = 
297* mod. 12H}.- ' ; • .. * • * . • 


Dt formu linearihu annet munerat primae cemtinmtilmt , jaamtrl rei reeiduum rei mm-ret idnm eet numm 

. ' .... tfuicHnque datat.. • . ^ 

« - . ‘ ' 147 . 

Proposito numero quocunque A, .formulae certae exhiberi possunt, sub qui- 
bus omnes numeri .ad A primi quorum’ residuum -est A continentur, sive omnes 
qui esse possupt divisores numerorum formae .is — A (designante xx quadratum 
indeterminatum) *}. Sed brevitatis gratia ad eos tantum divisores respiciemus, qur 
sunt impares atque ad A primi, quum ad hos casits reliqui facile Teduci possint. 

Sit primo A aut nlimerus primus positivus formae 4 rt — f— t , ' aut negativus 
formae 4* — 1. Tura «secundum theorema fundamentale omnes nufneri primi, 
qui, positive snrati, sunt residua ipsius A, erunt divisores ipsius xx — A: omnes 
autem numeri primi excepto numero 2 qui semper est divisor) qui ipsius A sunt 
non-residua erunt non-divisones ijisius xx.-^A. Sint omnia residua ipsius A ipso 
A minora (exclusa crfra) r; r t , r' e te omnia non-residua vero n, n . n" et c. Tum 
quivis numerus primus, in aliqua formarum A/r-f-r, Ak-^-r, Ak-\- r" etc. con- 
tentus, erit divisor ipsius xx — A. quivis autem primus in aliqua formarum Ak-\~tt. 
Ak-\-ti etc. contentus non-divisor erit, designante k numcrutn integrum inde- 
terminatum. Illas formas dicimus formati divisorum ipsius xx — A, has vero for- 
mas nm‘ divisorum, t' trorumque multitudo «rit f (A — 1). Porro si B est nume- 
rus compositus impar atque A RB', omnes 'factores primi ipsius B in aliqua for- 

*) Huiuiwiiodi numero* «impliciter divitor** ipriu* xx— A dicemus unde «ponte patet quid sint non- 
dirinoreo. 

' 15 
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marum priorum continentur adeoque etiam .B. Quare quivi* numerus impar in 
forma uon-divisorum contentus, erit non-divisor forma/’ xx — > A . V Sed- hoc theo- 
rema convertere non licet; nam si Ii est non-divisor compositus impar formae 
•rt — A,- inter factores primo* ipsius B aliqui non-divisor es erunt, quorum mul- 
titudo si est par. B' nihilominus in aliqua forma divisorum reporietur. V. art. 99. 

. • 'Ex. IIoc modo pro A— — 11 formae divisorum ipsius xx -f- 1.1 inveniun- 
tur bae.- 1 lAr-jr 1, 3;4,5, 9; formae non-divisorum autem erunt 1 l.sfc — J— 2, 6, 7,9, 10. 
Erit itaque — 1 1 non-resqluuru omnium numerorum imparium, qui in aliqua po- 
steriorum formarum 'cenfinentur,» residuum autem omnium -primarum ad aliquam 
priorum pertinentium. .• , . • -•* - 

Similes formae dantur pro divisoribus atque uon-divisoribus lfisius .xx — A , 
quemcunque numerum designet A , Secl facile perspicitur, eos ipsius A 'valores 
tantummodo considerari ojrarter^, qui per nullum quadratum sint divisibiles; patet 
enim si fuerit A—<?A, omnes divisores *) Ipsius ,r.r — A etiam fore divisores 
ipsius xx — A\ similiterque non -divisores. — Distinguemus autem tres casus. 
i ) quando A est formae -f- (4n -j- 1 ) vel, — (4n — 1 ). 2) quando A est formae 

— . (4 1 * — |— 1 ) vel- -+-(4 b — 1).- -3) quando A est par .sive forma*- + (4»-)-2). • 


148. , • 

Casus primus, quando A est formae -^-(4w-+-l) vel — • In — 1). Resolvatur- 
A in factores -suos primos, tribuaturque iis, qui-sunt formae -t » — j— 1 signum .posi- 
tivum, iis vero qui sunt formae 4» — 1 signum negativum (unde liet productum 
ex ipsis = A). , Sint hi faetores a, b.c, d etc. Distribuantur omnes numeri ipso 
A minores et ad A primi in duas classes „ ot .quidem in primam classem omnes 
numeri qui sunt nullius ex numeris a,k, c, (i etc. uon-residua, aut duorum, aut 
quatuor aut generaliter multitudinis paris; iu- secundam vero ii. qui sunt non-re- 
sidua unius ex numeris a, b. ( etc. aut trium etc, aut generaliter multitudinis im- 
paris. Designerttur priores per r, r . r" etc., posteriores per n, ii' etc. 'i' um for- 
mae Ak-A-r, - Ak-^-r 1 ’ etc. erunt fortuae divisorum ipsius xx — A , for- 

mae vero yi £ , Ak »' etc. erunt formae, non-divisorum ipsius xx— e A (i. e. 
numerus quicunque primus, praeter 2„ erit divisor aut mn- divisor ipsius xx — A , 
prout in aliqua formarum priorum aut posteriorum continetur . 8i enim p est nurae- 


# ) Nempe qui rint primi ad A , 
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rus primus positivum atque alicuius' ex numeris a, b, c etc. residuum vel non -resi- 
duum . hic ipse numerus ipsius p residuum- vel non -residuum .erit 'theor. fund.). 
Quare si inter numeros a.b.e etc. sunt m, quorum non-residuum est p, totidem 
erunt non-rgsidua ipsius p , adegquc si p in aliqua formarum priorum continetur, 
erit /n par et ARp, si vero in aliqua [Kwteriorura , erit m impar atque ANp. 

Ex. Sit j4 = -f-W)5 =-r3x+5X — 7. Tum. numeri 'r,r',r'e tc. erUnt 
• « • 

lii : * 1 , 4, 16, 46, 64, 76 (qui snnt non-residua nullius numerorum 3, 5, 7); 2, 8,23, 
32.53,92 [qui snnt non-residha npmerorum 3,5);' 26, 41, 59,89, 1011 104 (qui sunt 
non-residua numerorum 3, 7)< 1*3, 32,73, 82, 97, 1 03 (qui sunt non-residua nume- 
rorum -5, 7(k — Numeri autem n, etc. erunt hi:- 1 1, '26, 44,71. 74, 86;- '22, 
3-7, 48, &8, 67,88; . 19, 31 ! 34, 61 ,76, 94? ? 17, 38, 47, 62, 66, 63. Seni primi sunt rion- 
residua ipsius 3, seni [austeriores non-residua ipsius' 5. tum sequuntur non-residua 
ipsius 7 j tandem ii qui «unt -non-residua omniuin triilra simul,’ - 

Facile ex combinationuiu theoria artt. 32, 96 deducitur, numerorum 

r, r, /' etc. multitudinem' fore • ». < 


H- a.t- 


. 1 . 3.1 


•) 


'numerorum \,n,n"e tc. multitudinem , ' ■ • , . 

' = / 7 + 1 _j_ LJ L rrJ: _| ) 

ubi l designat multitudinem- numerorum a, b , c etc. ; 

t — 2 -, (« — t)(A — l)(c — 1) etc. 

* • •* - *' f*.’ ' /. * * * * 

et utraque series continuanda drtnec abrumpatur. (Dabuntur sqilicet t numeri 
qui sunt residua omnium a, b,c etc., * qui sunt non-residua duorum-, etc. 

sed demonstrationem hanc fusius explicare brevitas non permittit), I triusque 


autem seriei summa*) est = T' Scilicet prior prodit ex hac 




y . • . : • ” . 

i ungendo terminum secundum et tertium, .quartum et quintum etc.. posterior vero 
ex eadem kmgendo terminum primtun atque secundum , tertium et quartum etc. 
Dabuntur itaque tot formae divisorum i]isius ,vx — A , quot, dantur formae non- 
di visorum,, scilicet j (a — 1)(6 — l)(c — l) fete. 


*) Ncglcclo factore t . * 


1 5 * 
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Casum secundum et tertium iiic «iruui contemplari possumus. Poterit scilicet 
A senjpcr hic poni - '= ( — 1)Q,- ilut ==(-f-2:Q. aut =■( — 2)Q, designante Q 
numerum formae (4 aut — (#«*—. 1), quale» iu nrt. praec. considera- 

vimus. Sit generaliter A — a jQ, ita ut sit u aut = — 1, aat —-4*2. 'Tum 

erit A residuum, omnium numerorum, quorum residuum est aut, uterque a et 

* m * 

Q, aut neuter; non- residuum autem omnium, quorum non-residuuni alteruter 
tantum numerorum a, Q. Hinc formae divisorum ac non -divisorum ipsius 
juc-r-A faeilc derivantur. «Si a = -*-l,. distribuantur omnes mlmdri ipso 4,1 
minoras ad ipsumque primi in duas classes, iu priorem ii, qui sunt in aliqua forma 
divisorum ipsius xx — Q • simulquo in fotnia 4n-f- 1 ,. iique, qui sunt m aliqua 
forma non-divisorum ipsius Xx Q simulque in forma 4 n 3 ; in posteriorem 
reliqui. ■ Sint priores r, r, f etc’ , • posteriores n,n',si" etc.', .eritque A residuum 
omnium numerorum primorum in aliqua formarum \Ak~^r-, iAk-\-.r , 4-4 A -j-)" 
etc. contetitorum, Uon -residuum autem omnium primorum in aliqua formarum 
• \Ak-+-n< etc. contentorum,— «Si a + 2 , distribuantur omnes nu- 

meri ipso 8 Q mi notes ad ipsutnqtie primi in duas classes, in primam ii, qui 
continentur in aliqua forma divisqrum ipsius xx — Q simulque ili aliqua for- 
marum S n — j— 1 , Sn-f-7,' pro signo superiori , vel formarum S » — j— I , 8i*-f-3' pro 
inferiori.. iique qui contenti sunt ili aliqua forma noiwii visorum ipsius x r — Q si- 
mulque in aliqua harum S n 3 , S * + 5« pro signo superiori, vel harum 8 »-(-5, 
8 n ;+• 7 pro inferiori, — in secundani reliqui. ' Tum designatis, numeris classis 
prioris per r, r, r" etc. , 'numerisque clausis posterioris per eU:« s -f- '2 Q 

erit residuum omnium numerorum primorum in aliqua formarum • HQk -j- r, 
8Qife-)-r"ete.' contentorum , omnium autem primorum in aliqua forma- 
rum ■8QA-f-« , > S Q k-^- n" etc. pon- residui mi- Ceterum facile demon- 

strari potest, etiam hic totidem forma* divisorum, ipaius.. xx—^A «latum iri ac 
non -divisorum. 

Ex,- Hoc- modo invenitur -4-10. esse residnuhi omnium- numerorum pri- 
morum in alicjua formarum 4uA-f- 1, 3, 0. 13, 27, 34. 37. 39 contentorum, non- 
residuum vero omnium primorum, qui sub aliqua formarum 7 , I t, 17, 19, 

21, 23, 29, 33 continentur. • . * •* • " . 
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.• • 160. . ; • 

Fo»mae',htu: ptures habent proprietates satis memorabile* quarum tamen 
unam tantummodo apponimus. Si li eat numerus compositus ad A primus, in- 
ter cuius factores primos occurrunt 2 m, qui in aliqua forma non-di visorum ipsius 
xx — A 'continentur, B in' aliqua forma divisorum ipsius xx—A contentus 
erit; si vero multitudo factorum primorum ipsius B in njiqua forma non-diviso- 
rum ipsius xx^ — A contentorum impar est. B quoque in forma non-di visorum 
contentus' erit. Demonstrationem quae .non est difficilis omittimus. Hinc vero 
sequitur, nori modo quemvis numerum primum sed. etiam quemvis compositum 
imjMtrera rtd A primum , qui in aliqua forma non-divisorura contineatur, oon-di- 
visorem lore : necessario enhn- aliquis factor primua talis numeri debet esae non- 
divisor. . • • * ■ . • 

• • ' I 

,• A • » * a • i • •'** #* 

])* aliorum labor ibiu circa ha* inceatigatiotics. 

• u ‘ ■ 151. „ . •• ^ . 

Theorema, fundamentale, qhod sane inter elegantissima in hoc genere est 
referendum, in eadem forma simplici, in qua supra propositum est, a nemine huc- 
usque fuit, palatum. Quod eo magis est mirandum, quum aliae. quaedam propo- 
sitiones illi superstruendae, ex quibus ad illud facile reveniri ]>otuisset. ili. Eulero 
iam-ihnotueriut. Formas certas dari, in quibus omnes divisores primi numerorum 
fOrntae xx — A eou tineantur, alia&que in quibus omnes non-di visores priini nu- 
merorum eiusdem formae sint comprehensi, ita ut hac illas excludant, noverat 
methoduinquc illos formas inveniendi eruerat : sed omnes ipsius conatus, ad demon- 
strationem perveuieudi senqier irriti fuemut, ^eritatique illi per- inductionem in- 
ventae maiorem tantHmmodo' verisimilitudinem conciliaverunt. In aliqua quidem 
tractatione, Novae demi/nstriitioHeti circa dtuixom» »)ut$erorum formae xx-+- »yy . 
quae hi, Acad. l’etrop, recitata est 1775 Nov: 20, ,et post mortem viri summi i» 
T. I. Nov. Act. huius .Ac. p. 47 sqq. est conservata, voti se compotem credidisse 
videtur: sed hic error irrepsit, scilicet p. 65 tacite supposuit, formas tales diviso- 
rum et non-divisoruiu exstare *] unde non difficile erat quale* esse debeant deriva- 
re: methodus autem qua usus est- ad comprobationem illius sup|iositionLs lmud 

*) Nempe dari numero» r, r' l ‘r"*elc. | ib" etc. omnes diverso* et < i A tale* ut omne» divisore» 

priiui ipsius xx — A sui) aliquu fonrtarum Ah -f- r, iAk + retc. contineantur, omnesque non-dirisorv* pri- 
mi sub aliqua harum lAk-f-n, 4 „■! A+ m' etc. (designante k numerum indeterminatum). 
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idonea videtur. In alio schediaumate . De criteriix aequationis fxx-$-gyy=-hzz 
utrumi/ue resolutionem admittat necne. Opnwi. Anal. T. 1. (ubi f.g. h sunt dati, 
x.g.z indeterminati; j>er inductionem invenit, si aequatio pro aliquo valore ipsius 
h = * solubilis sit , eandem pro quovis «lio valore ipsi s secundum mod. 4fg 
ctfngruo . siquidem sit numerus primus , solubilem fure . px qua propositione sup- 
positio de qua diximus haud difficile demonstrari potest. Sed etiam huius theo- 
rematis demonstratio omnes ipsiuf» labores qlusit *} , quod non est mirandum, quia 
nostro indicio a theoremata fundamentali erat proficiscendum. Ceterum veritas 
huius propositionis ex iis quae in Sect. sequenti - docebimus sponte demanabit. 

Post Eulentm. clar. Ia: Gendre eidem argumento operam navavit.' it» egregia, 
tract. Rexherckes d' ana lyse indfterminte, Hiat. de l’Ac.' des Sc. t7t>5 p. 465 sqq., ubi 
pervenit ad theOrcma, quod si rem ipsam spectas cutn th. fund. idem est, scilicet 
designantibus p, q duos numeros primos positivos, fore residua absolute minima 

< 7-1 p -t * 

potestatum p _• , q~* sec. mod. q,p resp. aut ambo +1, aut ambo — 1. quando 
aut p aut q sit formae 4 » — f— 1 quando vero Ium p tum q sit formae 4n-f-3, 
alterum res. min. fore -f- 1 . alterum — 1, p! 5 1 6' ex quo sec.»art. 106 deriva- 
ttrr, relationem (in signif. ait. 14 6 acceptam)' ipsius p ad q ipsiusque q «d p ean- 
dem esse, quando aut p aut q sit formae' 4«-(-t, -oppositam, quando tum p 
tum q sit formae I « -j- 3. Propos. 'haec inter prtfpp. art. 131 est contenta, se- 
quitur etiam ex 1, 3, 9, art. 133; vicissim nutem tlieor. ‘fund. ex ipsa deriVari 
|>otest. Clar. I,e Gendre ctiaiu demonstrationem tentavit, de qua quum perquatn 
ingciiiosa sit iu Sect. seq. fusius loquemur; Sed' quoniam in ea plura sine demon- 
stratione supposuit (uti ipse fatetur p. 320, Nous ‘arons suppose sndemevt ete.j , 
quae [wrtihi a nemine hucusque smit'. demonstrata , parti ni nostro quidem indicio 
siue 'theor. ■ fund. ipso demonstfnri nequeunt r via qitain ingressus est , 'ad' scopum 
deducere' non pos-v videtur, nostrnque demonstratio pro prima erit habenda. — 
('eterum infra duas alias demonsftnfionex eiusdem gravissimi theorematis trademus, 
a praeg. et inter se toto coelo diversas. ' ; 

_L • : ' . • • •• ... . • 

*) l.ti ipse fatetur, 1. c. p. 3161 ..Huius el^gantijf&imt theftreuiatia demonstratio adhuc desideratus, post- 
quam a pluri bu* iuyui udum frustra eat inverfti^ata. . Quocirca plurimum is praestitisse censeadua erit, rui suo» 
cesserit demonstrationem huius theorematis invenire. “ — Quanto ardore vir Immortalis demonstrationem hu- 
ius theorematis aiionunqae, quae tantummodo casus spedalua theor. fundam, sunt, desideraverit, videre licet ex 
multis aliis locis Opuscc. Anali, tonf. Additum» ntum ud di*«. V1I1..T. I.*dlt dsM. XIII. T. II. plurrsque dis*. in 
Commeift. Petrop. , iam pa*«im laudatae. 
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De congruentiis secundi gradus non puris. 

. 152. 

) # ... * 
Hactenus congruentiam puram xx~A mod. m) tractavimus, ipsi usque re- 

solubilitatem dignoscere docuimus. Radicum ipsarum investigatio per art. 1 05 ad 
eum casum est reducta, ubi m es£ aut primus aut primi potestas, posterior vero 
per art. 10,1 ad eum, ubi m est primus. 1’ro hoc autem casu ea quae in art. 01 
sqq. tradidimus una cum iis quae in Sectt. V et VIII docebimus, omnia fere com- 
plectuntur quae per methodos directas erui possunt. Sfcd hae ubi sunt applicabi- 
les plerumque infinities prolixiores sunt quam indirectae quas in Sect. VI docebi- 
mus, adeoque non tam propter utilitatem suam in praxi 'quam propter pulcritudi- 
nom memorabiles. — Congruentiae secundi gradus non purae ad puras facile redu- 
ci possunt. Proposita congruentia 

axx-\-bx-{-r. = 0 

secundum mod. m solvenda, huic aequivalebit congruentia . 

4aax.r-|- 4<i6.r-(-4ac = 0{mod. 4<iw 

i. e. quivis numerus alteri satisfacieps etiam alteri satisfaciet. ,Haec vero ita ex- 
hiberi potest , 

(2 «x-f-fc}’ = bb — 4«c{mod.4am) 

unde omnes vaiores ipsius 2a.r-j-i6 minores quam - 4 am si qui dantur inveniri 
possunt. Quibua per r, rjr* etc. designatis, opines solutiones congr. prop. dedu- 
centur ex solutionibus congruentiarum 

2 ax = r — b, 1a'x = r' — h etc. (rrrod. I«») 

quas in Sect. II invenire docuimus. Ceterum observamus, solutionem plerumque 
per varia artificia contrahi posse ex. gr. loco tOngr. prop. aliam inveniri posse 

•* . d xx+iVx-^c' ~ 0 . 

illi aequipollentem, et in qua a' ipsum m metiatur ; haec vero de quibus Sect. ul- 
tima conferri potest ,' hic explicare brevitas non permittit. 
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SECTIO QUINTA 
• * * * • 

DK 

FORMIS AEQUATIONIBUSQUE INDETERMINATIS 

« * t. • t • 

SECUNDI GRADUS. 


Dnquifitivm* jtrnjmtitutn : /ormaruin UrfiniUo et siynwn. , 

1 53 . ■ 

« |n hac sectione imprimi» de functionibus duarum indeterminatarum , x,y, 
huius formae 

/t.r.r-f- 2b,ry-\-cyy 

ubi a,b,e sunt integri dati, tractabirncis, -quas formati secundi gradus sive' simpli- 
citer formm dicemus. Iluic disquisitioni superstructu* solutio problematis famosi, 
inveuire omnes solutiones aequationis cuiusoanque indeterminatae secundi gradus 
dua-s incognitas implicantis, sive liat* incognitae valores integros sive rationales 
tantum nancisci, debeant. Problema hoc quidem iam ab ili. I.a Grange in omni 
generalitate est solutum , multaque insuper ad naturam formarum pertinentia tum 
ab hoc ipso magno geometra tam ab ili. P.ulero partim primum inventa,, partim, 
a Fermatio olim inventa, demonstrationibus munita. Sed, nobis acriter formarum 
perquisitioni insistentibus tam multa nova se obtulerunt, ut totum argumentum 
ab integro resumere operae pretium duxerimus, eo magis, quod Virorum illorum 
inventa, multis locis sparsa, jmucis innotuisse experti sumus; jiorro quod metho- 
dus per quam haec tractabimus nobis ad maximam partem est propria; tandem 
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quod nostra sine nova iliorum expositione ne intelligi quidem possent. Nullum 
vero dubium nobis esse videtur, quin multa eaque egregia in lioc genere adhuc la- 
teant, in quibus alii vires suas exercere possint. Ceterum quae ad veritatum in- 
signium historiam pertinent, loco suo sernper trademus. 

Formam axx -\-,2bxg-\~c yy , quando de indeterminatis x,g non agitur, 
ita designabimus, ( a,b,c ). Haec itaque expressio denotabit indefinite summam 
trium partium, producti numeri dati a in quadratum indeterminatae cuiuscunque; 
producti duplicati numeri 6 in hanc indeterminatam in aliam indeterminatam; 
producti numeri c in quadratum huius secundae indeterminatae. Ex.gr. (1,0,2) 
exprimet summam quadrati et quadrati duplicati. Ceterum, quamvis formae (a, b, c) 
et { c,b,a ) idem designent, si ad jxirtes ipsas tantum respicimus, tamen different 
si insuper ad partium ordinem attendimus: quare sedulo eas in posterum distin- 
guemus; quid vero inde lucremur in sequentibus sufficienter patebit. 

Numerorum rtprar*mtatin; determinant. 

J54. 

Numerum aliquem datum per formam datam repraesentari dicemus, si for- 
mae indeterminatis tales valores integri tribuuntur , ut ipsius volor numero dato 
fiat aequalis. Hic habebimus sequens 

Theorema. Si numerus M ita per formam (a, b, c) repraesentari potest, ut in- 
determinatarum valores, per quos hoc efficitur, inter se sint primi: erit bb — ac resi- 
duum quadraticum numeri M. 

Dem. Sint valores indeterminatarum m,n, scilicet 

amm-\-Zbmn-\-cnn = 3/ 

accipianturque numeri p,v 'ita ut sit pm-f-vi» = 1 (art. 40). Tum per evolu- 
tionem facile probatur esse 

\amm-\- 'Ibmn -\-cnn Jant — 2bp-t-i-cpp 

. = (p 'm 4 -j- n c — vwa-j-n b)f — [bb — ac)(mp-|- «v)* 

sive 

A/.avv — 2bfi'/-j- cpp) = (p ( m b — f— n C) — v(ma-Fw6))’ — (bb — ac) 

Quare erit 

16 
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bb — ac = (p(flt6-)-»c) — v(ma-(-n6))^ (mod. M.) 

i. e. bb — ac residuum quadraticum ipsius M. 

Numerum bb — ac, a cuius indole proprietates formae (a, b, c) imprimis 
pendere in sequentibus docebimus , determinantem huius foimae vocabimus. 


Valorti erpr. \ ((bb — ac) (mod. M) ad quos repraesentatu) maneri M par formam (a, b, e) perii net. 

155 . 

Erit itaque 

p(»»J-f-»c) — vfwrt + nft) 

valor expressionis 

\J[b b — ac) (mod. M) 

Constat autem, numeros p,v infinitis modis ita determinari posse ut sit (im+v# 
= 1 , unde alii aliique valores illius expressionis prodibunt, qui quem nexum in- 
ter se habeant videamus. Sit non modo pm-f-vn = 1 , sed etiam pm-f-vn 
= I , ponaturque 

p )m b n c) — v(i»a-f-»6) = V, p' )mb-\-n c) — v'[ma nb) — v' 

Multiplicando aequationem pm-f-vn=l per p', alteram p! n — 1 per p, 

et subtrahendo fit p' — p = «(p'v — pV) similiterque multiplicando illam per V, 
hanc per v, fit subtrahendo 'i- — v=»n(pV — p'v) . Hinc statiin prodit 

v' — v = (p'v — pv^famm-)- 1bmn-\-cnn) = (p’v — pv^J/ 


sive »' = »(mod. 3/}: Quoniodocunquc igitur p, v determinentur, formula 

p (m i -(- n c) — 't , ma-\-nb) valores diversos (i. e. incongruos) expressionis y ; (i b — ac) 
(mod. M) dare nequit. Si itaque t» est valor quicunque illius formulae: reprae- 
sentationem numeri M per formam axx-\- 1 bxy-\-cyy eam ubi x—m, y=i i. 
pertinere dicemus ad valorem e expressionis ^(bb — ac) (mod. M). Ceterum faci- 
le ostendi potest, si valor formulae illius aliquis sit u atque v'=v ( mod. M ) , lo- 
co numerorum p, v, qui dant c , alios p', v' accipi posse, qui dent v'. Scilicet 
faciendo ' , 


fiet 


, . h (tt — e) 

/* =m+ -hH* 


p’m-f-v'n = pm-f-vn = l 


* 
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valor autem formulae ex fi, v' prodiens superabit valorem ex j ia, v prodeuntem 
quantitate (p'v — fii)M. quae fit ui)(t' — v) = v’ — v, sive valor ille 

erit = v. 

156. 

Si duae repraesentationes eiusdem numeri M per eandem formam [a, b, c) 
habentur, in quibus indeterminatae valores inter se primos habent: hae vel ad 

eundem valorem expr. \'bb — ac)Vmod. M) pertinere possunt vel ad diversos. Sit 

* % 

M = am m-\- 2 bmn-\-cnn — ami m' -{-Ibm ri -\-criri 

atque 

(ira-f = I. fi m — 1 

• 0 

patetque si fuerit 

fi[tnb-\- nc) — vi»iu + « f>, = ii(m'b -f- n' et — i (m' a n' b) (mod. M) 

congruentiam semper manere, quicunque alii valores idonei pro ft, v; fi, i 
accipiantur, in quo casu utramque repraesentationem ad eundem valorem expr. 

b b — ac) (mod. 3/) pertinere dicemus; si- vero congruentia pro ullis valorlbus 
ipsorum p, v; fi, i locum non habet,, pro nullis locum habebit, repraesentationes- 
que ad valores diversos pertinebunt. Si vero 

fi(mb-{-nc} — = — (p'(m'6-(-» r c) — i(m' a-\-ri b)) 

repraesentationes ad valores oppositos expr. \j{bb — ac) pertinere dicentur. Om- 
nibus hisce denominationibus etiam utemur, quando de pluribus repraesentatio- 
nibus eiusdem numeri per formas diversas, sed quae eundem determinantem ha- 
bent, agitur. 

Ex. Sit forma proposita haec (3,7, — 8) cuius determinans =73. Per 
hanc formam habentur repraesentationes numeri 57 hae 

3, 13*4-14. 13. «5 — 8.25’; 3. 5* -f- 14 .5.9 — 8.9* 

Pro prima poni potest p = 2, v= — 1, unde prodit valor expr. y/7 3 (mod. 57) 
ad quam repr. pertinet 

= 2(13.7— 95. 8) 4- (13.3 +?5. 7) = —4 

16* 


0 
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Simili modo repraesentatio secunda pertinere invenitur, faciendo p== 2, *= — 1, 
ad valorem +4. Quare ambae repraesentationes ad valores oppositos' pertinent. 

Antequam ulterius progredimur, observamus, formas quarum determinans 
— 0 ab investigationibus sequentibus prorsus exclusas esse, quippe quae theo- 
rematum concinnitatem tantummodo turbarent, adeoque tractationem peculiarem 
postulent. 


Forma aliam implicant, sire sub alia contenta ; transformatio, propria et impropria. 

157. 

Si forma F, cuius indeterminatae sunt x, y. in aliam F. cuius indeter- 
minatae sunt x, y, per substitutiones tales 

x = a^'-f Sy, y = yd + fy' 

transmutari potest, ita ut a, b', y, c sint integri: priorem implicare posteriorem, 
sive posteriorem sub priori contentam esse dicemus. Sit forma F haec 

axx -f 2 bxy + cyy 

forma F' vero haec 

ax' J?-\- 2 b' x y' + cy' y' 

habebunturque sequentes tres aequatkmes: 

d = aaa - 1- 2bay cyy 

b' — a ad -f- b (ad 

c' = a St} -f- 2&f>£-f-cS£ 

Multiplicando aequationem secundam per se ipsam, primam per tertiam, et 
subtrahendo fit deletis partibus se destruentibus 

b'b' — a' c' — (bb — a c) (a C tfyj 1 

Unde sequitur determinantem formae F' per determinantem formae F divisibi- 
lem et quotientem esse quadratum ; manifesto igitur hi determinantes eadem signa 
habebunt. Quodsi itaque insuper forma F' per similem substitutionem in for- 
mam F tTansmutari potest, i. e. si tum F' sub F , tum F sub F' contenta est. 
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formarum determinantes erunt aequales *)' atque i 'ac — tfy) 1 = t . [u hoc casu 
formas aequivalentes dicemus. Quare ad fomiiirum aequi valentiam aequalitas de- 
terminantium est conditio necessaria, licet illa ex hac sola minitne sequatur. 

Substitutionem x = a .r-f-tfy, y = yx-\-&y' vocabimus transformationem pro- 
priam, si ao — f) y est numerus positivus, impropriam, si a fi — f» y est negati- 
vus ; formam F' proprie aut improprie sub forma F contentam esse dicemus, si F 
per transformationem propriam aut impropriam in formam F' transmutari jmtest. 
Si itaque formae F.F' sunt aequivalentes, erit (a<5 — f>y)’ =1, adeoque si 

transformatio est propria , a C — 6 y = -|- 1 , si est impropria , — — 1 Si 

plures transformationes simul sunt propriae, aut simid impropriae, similes eas di- 
cemus; prbpriam contra et impropriam dissimiles. 

Aaquiralrutia , propria et impropria. 

1 58 . 

Si formarum F, F' determinantes sunt aequales atque F' sub F contenta : etiam 
F sub F' contenta erit et quidem proprie rei improprie prout F' sub F proprie vel 
improprie continetur. Transeat F in F' ponendo 

x — ax' -f- ily'. y — yx+iy 

transibitque F' in F ponendo 

x' — Sx — tiy, y — — yxf-ny 

Patet enim per hanc substitutionem ex F' fieri idem, quod fiat ex F ponendo 
x - af>x—t>y)-\-ti{—yx+a-y), y = y(&r — yff+a?) 

sive 

.r = (ai> — tfy).r, y=(ad—fiy,y 

Hinc vero manifesto ex F fit (at <5 — - f» y;* F i. e. rursus F (art. praec.). Perspi- 
cuum autem est, transformationem posteriorem esse propriam vel impropriam, 
prout prior sit propria vel impropria. 

Si tum F' sub F, tum F sub F' proprie continetur, formas proprie aequi ■ 

*) Manifestum e*t ex analysi praecedente hanc propositionem etiam ad forma* quarum determinari* = d, 
patere. Sed aequatio — 5-y)* = i ad hunc casum non est extendenda. 
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valentes, si illae sub indicem improprie; vocabimus improprie aequivalentes. — Ce- 
terum usus harum distinctionum mox innotescet. 

Exempl. Forma 2 xx — 8 xy -)- 1 2yy per substitutiones x = 2.r’ 4 - y\ 
y= 3 x'-\- 2 y' transit in formam — 1 3xV — 1 2 x'y ' — 2 yy, haec vero in illam factis 
x‘='2x — y, y = — 1x-\-2y. Quare formae (2. — 4, 3), ( — 13, — 6, — 2) 
erunt proprie aequivalentes. 

Problemata quae tractare iam aggrediemur sunt haec': I. Propositis duabus 
formis quibuRcnnque eundem determinantem habentibus . investigare utrum sint 
aequivalentes necne, utrum proprie aut improprie aut utroque modo, nam etiam 
hoc fieri potest. Quando vero determinantes inaequales habent, anhon saltem 
altera alteram implicet, proprie vel improprie, vel utroque modo. Denique invenire 
omnes transformationes alterius in alteram, tam proprias quam improprias. 
II. Proposita forma quacunque, invenire utrum numerus datus peream repraesen- 
tari possit omnesque repraesentationes assignare. Sed quoniam formae determi- 
nantis negativi hic aliam methodum requirunt quam formae determinantis positivi, 
primo trademus ea quae utrisque sunt communia, tum vero formas cuiusvis 
generis seorsim considerabimus. 


Formae oppositae. 


t 59. 

/§» forma F formam F’ implicat, haec vero formam F", forma F etiam for- 
mam F" implicabit. 

. Sint indeterminatae formarum F, F’, F" respective x.y, x',y': x.y" trans- 
eatque F in F' ponendo 

x = ax’-t-6/, y = jx + cy 

F' in F " ponendo 

x = a'F + tfy", y' = fx"+ 8 y" 

patetque, F in F" transmutatum iri ponendo 

x — a id x + S>") -f 6 (y'x + c /) . y — 7 (ax" + &y”) + ${y’x"-{- 8 y") 
sive • • 

x = (aa'+67'j*"-|-(atf'-|-Stf)y'. y — (y «' -+- ^ yO -f- (y f>' -f- ^ 

Quare F ipsam F” implicabit. 
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Quia 

(aa 1 - — (a6'+6S')(ya'+3y') = (a 8 — tiy)(a'S — 6'y') 

adeoque positivus, situm a 6 — fjy tum a' t ? — tfy' positivus aut uterque negati- 
vus , negativus vero si alter horum numerorum positivus alter negativus : forma 
F formam F" proprie implicabit, • si F ipsam F’ et F’ ipsam F" eodem modo 
implicant, improprie si diverso. 

Hinc sequitur, si quotcunque formae habeantur F, F', F", F" 1 etc., qua- 
rum quaevis sequentem implicet, primam implicaturam esse ultimam, et quidem 
proqrrie, si multitudo formarum, quae sequentem suam improprie implicnnt, fuerit 
par, improprie si multitudo haec impar. 

Si forma F formae F' est aequiralcns , formaque F' formae F" i forma F 
formae F" aequivalens erit, et quidem proprie, si forma F formae F' eodem modo 
aequivalet ut forma F' formae F", improprie, si diverso. 

Quia enim formae F, F', his F', F", respective sunt aequivalentes , tum 
illae has resp. implicabunt, adeoque F ipsam F", tum hae illas. Quare F, F" 
aequivalentes erunt. Ex pracc..vcro sequitur, F ipsam F" proprie vel improprie 
implicare, prout F ipsi F' et F' ipsi F" eodem modo vel diverso sint aequiva- 
lentes, ut et F" ipsam F: quare in -priori casu F, F" proprie, in posteriori im- 
proprie aequivalentes erunt. 

Formae [a, — b, c), ( c.b.a ), (e, — b,a) formae 'a, b, e) acquivalent, et quidem 
duae priores improprie , ultima proprie. 

Nam axx -\- 'Ibxy -f- cyy -transit in ax x — ibriy -(- cy'y’ , ponendo 
x=x'-\-0 .y, y = 0.x ' — /, quae transformatio est impropria propter IX — 1 — 0.0 
= — t; in formam c x'x' '2 b xy' a yy' vero per transformationem impropriam 
x— 0..r'-f- y' , y — x 0 .y ' ; et in formam cxx — 2 bx' y -\-ay y per propriam 
x = 0.x'—y\ y = x'+ O.y. 

Hinc manifestum est, quamvis formam, formae (a, b, e) aequivalentem , vel 
ipsi, vel formae (o, — b, c) proprie aequivalere; similiterque, si quae forma formam 
(a,b,c) implicet aut sub ipsa -contineatur , eam vel formam { a,b,c ) vel formam 
(«, — b, c) proprie implicare, aut sub alterutra proprie contineri. Formas 
(a, i, c), (a, — b, c) oppositas vocabimus. 
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Formae contiguae, 

160. 

Si formae («, b, c), (a, b’, c) eundem determinantem habent, insuperque est 
c‘—d et b = — 6'(mod.c), sive 6-j-6'=0-{mod.c} 1 formas has contiguas dicemus, 
et quidem, quando determinatione accuratiori opus est, priorem posteriori a parte 
prima , posteriorem priori a jmrte ultima contiguam dicemus. 

Ita ex.gr. forma • ( 7 , 3, 2) formae (3, 4, 7) a parte ultima contigua, forma 
(3, 1. 3) oppositae suae (3, — 1, 3) ab utraque parte. 

Formae contiguae semper sunt proprie aequivalentes. Nam forma axx-j- 2 bxg 
-\-cgg transit in formam contiguam c x' x' + 2 b' x'y' -f- dy' y' per substitutionem 
x — — y, e — x'-)- — 'quae est propria ob 0 x — 1 X — 1 = 1), uti per 

C ' C ^ 4 jl 

evolutionem adiumento aequationis bb — ac = b'b' — cc' facile probatur; — - — 

vero per hyp. est integer Ceterum hae definitiones et conclusiones locum uon 

habent, si c — a' = 0. Hic verO casus occurrere nequit, nisi in formis quarum 
determinans est numeras quadratus. 

Formae ( a.b, c), (a',b\c ) proprie aequivalentes sunt, si a~a' , fc = 6'(mod.«). 
Forma enim {«, 6, e) formae (c, — b,a) proprie aequivalet (art. pracc.) , haec vero 
formae ( a,b',c ') a parte prima contigua erit. 


Diri* ures communes coPfji cientium ffrrmarum. 

161 . 

Si forma ( a,b,c ) formam ( a.b', e ' ) implicat, quivis divisor communis numero- 
rum a,b,c etiam numeros a',b',c' metietur, et quiris divisor communis numerorum 
a, 26, c ipsos a'. 2 b'. c. 

Si enim forma axx + 2 bxy -f- eyy per substitutiones x — ox'-(- (j y. 
y — yx'-\-6y' in formam d x' x' 2b' x' f c' f y' transit: habebuntur hae 
aequationes 

aaa-^^bay-lrcyy —ai 
aaf> + 6 (a ^ IS y) -(- cy6 — b 
a6t> 26f>£ -f- c8l — c 

unde propositio statim sequitur (pro parte secunda pro]>os. loco aequationis secun- 
dae hanc adhibendo 2«atJ -f- 2 b (a£ -f- f>y) + 2cyS = 2b') . 
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Hinc sequitur maximum divisorem communem numerorum a, b '2 6) , c si- 
mul metiri divisorem communem maximum numerorum a, b ' (2 6';, c'. Quodsi igi- 
tur insuper forma ( a',b',c ' ) formam { a,b,c ) implicat, i. e. formae sunt aequiva- 
lentes, divisor communis maximus numerorum a, b ,ib) , c, divisori communi ma- 
ximo -numerorum a, b' ( 26 ’), c' aequalis erit, quoniam tum ille hunc metiri debet, * 
tum hic illum. Si itaque in hoc casu a,b 26), c divisorem communem non ha- 
bent, i. e. si maximus — 1 , etiam «',6' (26'), e' divisorem communem non ha- 
bebunt. 


Nexut omni mu transformationum similium formae i latas in formam datam. 

162. 

.Problema. Si forma d.XX -f- ‘2liX F -f- CYY . . . F 

formam axx -(- ‘Ibxi/ cyy . .... f 

implicat , atque transformatio aliqua illius in hanc est data : ex hac omnes reliquas 
transformationes ij>si similes deducere. 

Solutio. Sit transformatio data haec X — ax- |-by. F=y,r-f-8y, po- 
namusque primo aliam huic similem datam esse X=a'j?-f-b'y, Y— y'x -)- f y, 
ut quid inde sequatur investigemus. Tum positis determinantibus formarum 
F, f, — D, d, atque at — b y — e, <t% — b” y' = e , erit (art. 157), 
d = Dee Dee', et quum ox hyp. e, e' eadem signa habeant, e — e'. Habe- 
buntur autem sequentes sex aequationes: 


Aaa 2Bay Cyy = a .... 

... [11 

Aa' a' -\-2Ba'y’ Cy'y'= a . . . . 

... [2] 

zlab -f-/J (o^-(- by) Cyd =6 . . . 

... [3] 

ActG-{-B(a'8-\- 6* y') — J— Cy'S = 6 . . . 

... [41 

4bb +2Zlbd + CtiS =c . , . . 

... [51 

.46'b’ + 2.B6’S' + Cffff — c . . . . 

• • [6] 


Si brevitatis gratia numeros 

A aa' B a y' y a') -+- Cy y’ 

A x a b' 4 - b <*') -f- B [a 8 — f- f» y' — j— ylf -(- £ a') 4 - C (y 8 £ f) 

.4bb* + B (bc' 4- «b*; + 

17 
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per a, 26', c' designamus, ex aequ. pracce. sequentes novas deducemus*): 


a' a — D [a y' — ya')* — aa [7 ] 

ZaV — D(ay' — ya^a^-j-TJy — yd* — Sa'} — 2ab . . [8] 
46'6' — .D^aS'-]- tfy' — yt>' — 8a')*-t- 2ee) = 266 -j- 2 ac 

unde fit, addendo 2 Dee' = 2 d = 266 — 2«c, 

46'6' — D{a8-j-1iy' — yf>' — 5o')* = 466 [9] 

•Y — D(a $ — y^(6y — i«0 = 66 

unde subtrahendo D(a $ — f>y)(aY — tTy') =66 — ac fit 

ac' — Z)(ay' — y a')(6£' — £fT) = ac [10] 

26 'c' — D{a&f-f}y' — yff — ScfjflJfS' — StT) = 26c . . [11] 
c'c — D{1}& — SlT) 1 = cc [12] 


Ponamus iam, divisorem communem maximum' numerorum a, 26, c esse m 
numerosque '21, 21, 6 ita determinatos, ut fiat 

21 a -f- 2236-|-(Sc = m 

(art. 10); multiplicentur aequationes 7,8,9,10,11,12 resp. per 21 21. 2 21 2?®, 

2 2MS, 2 23£. (S £ summenturque producta. Qnodsi iam brevitatis caussa ponimus 

2U'+2$6'+<5c' = T . [13] 

2l(ay' — yaj-f-iBiaff-f-Sy' — yfT — -S(6^ — £{f)=l/, . [14] 

ubi T. V manifesto erunt integri , prodibit 

TT — DUU — mm 

Deducti itaque sumus ad hanc conclusionem elegantem , ex binis quibuscun- 
que transformationibus similibus formae F in f sequi solutionem aequationis indeter- 
minatae tt — Duu — mm, in integris, scilicet t=T, u—U. Ceterum quum in 

*) Origo harum aequationum haec est: 7 fit ex 1.2 (i. e. ai aequatio (i) in aequationem (2) multiplica- 
tur, sive potius, si illius para prior in partem priorem huiua multiplicatur, illiusque pars posterior in posteriorem 
huius, produclaque aequalia ponuntur); S ei 1 . 4 -f- 2 . 3; sequens quae non est numerata ea l.« + 2.4 + 
S.4 <4^ 3.4; sequens non numerata ex 3.4; it ex 3 . 6 + 4 • 5 ; 1 2 ex 5 . a. Simili designatione etiam in 
sequentihus semper utemur. Evolutionem vero lectoribus relinquere debemus. 
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ratiociniis nostris non supjiosucrimus , transformationes esse diversas: una adeo 
transformatio bis considerata solutionem praebere debet. Tum vero fit propter 
a' — a, — fietc. a' = a, b' = b, c' = c, adeoque T—m, U— 0, quae solutio 
per se est obvia. 

Iam primam transformationem solutioncmquc aequationis indeterminatae 
tamquam cognitas consideremus, et quomodo hinc altera transformatio deduci pos- 
sit, sive quomodo a, 6", y, ab his a, S, y,h, T. U pendeant, investigemus. 
Ad hunc fiueiu multiplicamus primo aequationem [1] per ha — h y , [2] per 
a h' — y&, 3] ]>er ay' — ya\ [4] per ya — ay, addimusque producta, unde 

prodibit 

(e e) a' = (a & — 6/ — ■y6'-|-8o*)a [15] 

Simili modo fit ex 

2(e-\-e)V — 2(aS* — €y ’ — yt> '-{-Sofyb ..... [16] 
Denique ex ‘h f>' — 1 t» <?’) ([3] — [4]) -f- (ah> — y 6') [f» ' -(- (ha ' — 6y") [6] prodit : 
[e-\-e]c = \ai> —Hy' — [17] 

Substituendo hos valores (15. 16, 17) in 13 fit 

(e e) T = (a8 — tiy ' — y f>' — f— 6 ct') (21 « — f- 2 ® 6 — |— CE c) 


sive 

■2eT*={a8-6y'-yff+Scf)m [18] 

unde T multo facilius deduci potest, quam ex ,13. — . Combinando hanc ae- 


quationem cum 15, 16. 17 obtinetur ma'=Ta, 2mb —2Tb, mc =1 c. Quos 
valores ipsorum ■ a, 26 , c in aequ. 7 1 2- substituendo et loco ipsius T T scri- 

bendo mm -)- D U U, transeunt illae post mutationes delutas in has 

(ay — y a'* m m = aaVU 
ay' — y (« & -f- 6 y' '■ — yfi — haT.mm = 2 abUU 

17* 
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(atf + dy' — ylT— iia')*i»»i — ibblJU 
(i ay' — y — = ucUU 

(aft -f- d y' — yd' — ia*} (di* — ilT ) mm = ‘IbcUU 
(di* — id')*»m = ccUU 

Hinc adiumento aequationis [14] et huius 9Ia-(-2©6 + St: — m, facile 
deducitur (multiplicando primam, secundam, quartam; secundam, tertiam, quin- 
tam; quartam, quintam, sextam, resp. ]>er. 21, 23, E addendoque producta) : 

(ay' — y a) U m m = rnaUU 
(a 8 + dy' — y d' — iV) Vmm 2mbU V 
(6 & — 6S)Umm — mcUU 

atque hinc , dividendo per m U ‘) 


aU='ay' — ya)'m- [19] 

2 617= (a^-f-dy' — yd' — &a)m ..... [ 20 ] 
cU = (di* — ilf)»» [ 2, 1 


es quarum aequationum aliqua U multo facilius quam ex 14] deduci potest. » 
Simul hinc colligitur, quomodocunque 21, ©, E determinentur (quod infinitis mo- 
dis diversis fieri potest), tum T tum U eundem valorem adipisci. 

Iam si aequatio 18 multiplicatur per a, 19 ]>er 2d, 20 per —a, fit |>er 
additionem 

, ‘laeT -f- 2 (da — ab)U — 2 (a i — dy)a'm = 2ca'm 

% 

Simili modo fit ex d [18 . + d[20] — 2 a [21] 

2de T -f- 2 (d6 — ac) U — 2 (ai — dy)d'n» = 2 e6'm 
Porro ex y [I 8] + 2i[IJ>] — _y[20) "fit 

2 ye r+ 2 (ia — y6) U— 2 (ai — dy) y'm 2 e y'm 

Tandem ex i ,18] -(-i [20] — 2y[21] prodit 

2ie T - 2(i6 — yc) U =2 (ai — dy )&m = 2 eSm 

*) Hoc non liceret, siisset U — Ot tunc voro aequationum l‘», 2«, 21 . verita» statim ex prima, tertia 
et aextn praecadentium sequeretur. 
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In quibus formulis , si pro a.b,c valores-ex 1,3,5 substituuntur, fit t 

a' m = aT—{aB+yC,U 
’ tfro =* UT — {6B + SC,U 
Y*n — jT-\-(aA-\-yB)U 
' S'i» = ST+itiA + $B)U*) 

Kx annlysi praec. sequitur, nullam transformationem formae F in f proi»o- 
sitae similem dari , quae uon sit contenta sub formula 

X = (aS+yC)*)i+iC 8f — (6J3-MC.»,jr 

i r =iCr<+(«^+7B)«)*+i(^+(6il+S5)«)jr ... (I) 

designantibus t, u indefinite omnes numeros integros aequationi tt — Duu — mm 
satisfacientes. Hinc vero concludere nondum possumus , omnes valores ipsorum 
t, u, aequationi illi satisfacientes, in formula (I) substitutos, transformationes 
idoneas praebere. At 

U Formam F per substitutionem, e quibusvis ipsorum t, u valoribus or- 
tam . semper in formam f transmutari , per cvdlutionem confirmari facile potest 
adiumento aequationum 1,3,5 et huius tt — Duu — mm. (.'alculum prolixiorem 
quam difficiliorem brevitatis gratia supprimimus. 

2. Quaevis transformatio ex formula deducta propositae erit similis. Nanique 

k (a t - <aB + 7 O) u) X k ( 6 1 + (6 A + « B) u) 

— k (6 1 — (tJ B + ^ C) u) x i (y t+(«ri + y R : «) 

= $y)(« — Duu) — — 6y 

3. Si formae F, f determinantes inaequales habent, fieri potest, ut for- 
mula (I) pro quibusdam valoribus ipsorum t, u praebeat substitutiones, quae 
fractiones implicont. adeoque reiici debeant. Omnes vero reliquae erunt trans- 
formationes idoneae , aliaeque praeter ipsas non dabuntur. 

I. Si vero formae F, f eundem determinantem habent adeoque sunt ae- 
quivalentes, formula (I) nullas transformationes quae fractiones implicent praebe- 

*) Hinc facile deducitur * A*U = — t^‘) m 

‘iBeU ssi («V — 5 n' + — €j')w» 

C*U = (6«' — at’)m 
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bit, adeoque iit hoc casu solutionem completam problematis exhibebit. ' Illud vero 
ita demonstramus. 

Ex theoremate art. praec. sequitur in hocce casu, m simul Tore divisorem commu- 
nem numerorum A.lB.C. Quoniam tt — Duu—mm. fit tt — BBuu^=mm — .-ICnh. 
quare tt — BBuu per mm divisibilis erit: hinc etiam a potiori 4 tt — 4 BBuu 
adeoque (quia 2 B ]>er m divisibilis) etiam 4 tt per mm etproin 2 1 per m . 
Hinc (t -)- H «) , £[t — Bu) erunt integri, et quidem (quoniam differentia inter 
ipsos £ Bu est par) aut uterque parant uterque impar. Si.uterqpe impar esset, etiam 
productum impar foret, quod tamquam quadruplum numeri (tt — BBuu), quem 
integrum esse modo ostendimus, necessario par: quare hic casus est impossibilis, 
adeoque *,'t-\-Bu), £ 't — Bu) semper pares, imde J [[t-f-Bu), £ [t — Bu) 
erunt integri. Hinc ver 9 nullo negotio deducitur, omnes quatuor coefficientes in 
(I) semper esse integros. Q. E. D. 

Ex praecedentibus colligitur, si omnes solutiouesmequationis tt—Duu — mm 
habeantur, omnes transformationes formae (A, B, C in [a. b, e) transf. datae si- 
miles inde derivari. Illas vero in sequentibus invenire* docebimus. Hic tantum- 
modo observamus multitudinem solutionum semper esse finitam , quando D sit 
negativus, aut positivus simulque quadratus: quando vero D positivus non qua- 
dratus, infinitam. Quando hic casus locum haliet, simulque 74. non = d (supra 3°), 
disquiri insuper deberet, quomodo ii valores ipsorum t, u, qui substitutiones a frac- 
tionibus liberas, ab iis, (pii fractas producunt, a priori dignosci possint. Sed pro 
hocce casu infra aliam methodum ab hoc incommodo liberam exponemus art. 2 1 l). 

Exempl. Forma xx + 2 y y per substitutionem propriam — 2 ,v' + 7 y, 
j/=x-f-by' transit in formam (6, 24, 99): desiderantur omne» transformationes 
propriae formae illius in hanc. Hic D = — 2 , m — 3 , adeoque aequatio sol- 
venda haec: tt 2uu = 9. Hiiic sex modis diversis satisfit ponendo scilicet 
/= 3. — 3,1, — 1 , 1 , — 1 ; « = 0, 0, 2, 2, — 2, — 2 resp. Solutio tertia et sexta 
dant substitutiones in fractis, adeoque sunt reiicicndae ; ex reliquis sequuntur 
quatuor substitutiones : 

1 — tx' — 7 y J — ‘X — 3 y 

J — 2 x — 9/ j X + 3y 

‘ 2 9jf — x' — 3y' 

(quorum prima est proposita). 
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Formae ancipites. 

163. 

Iam supra obiter diximus fieri posse ut forma aliqua , F, aliam, F' . tam 
proprie quam improprie implicet. Perspicuum est hoc evenire, si inter formas 
F, F’ alia G interponi possit, ita ut F ipsam G, G ipsam F’ implicet, for- 
maque G ita sit comparata , ut sibi ipsa sit improprie aequivalens. Si enim F 
ipsam G proprie vel improprie implicare, supponitur : quum G ipsam £? impro- 
prie implicet, F ipsam G improprie vel proprie (resp.) implicabit, adeoque. iu 
utroque easu , tam proprie quam improprie (art. 1 59). Kocletn modo hinc deduci- 
tur , qruomodocunque G ipsam F’ implicare supponatur , F semper ipsam F' 

tum proprie tum improprie implicare debere Tales vero fortnas dari, quae sibi 

ipsae sint improprie aequivalentes, videtur in casu maxime obvio, ubi formae ter- 
minus medius =0. Talis enim forma sibi ipsa erit opposita (art. 159) adeoque 
improprie aequivalens. Generalius quaevis forma- [a, b, c ) hac proprietate- est 
praedita, in qua 2 b per a est divisibilis. Huic enim forma (c, b, a) a parte pri- 
ma erit contigua (art. 160) adeoque proprie aequivalens: sed (c, b, a) per art. 159 
formae (a, b, c) improprie aequivalet: quare {a, b, c) sibi ipsa improprie aequi- 
valebit. Tales formas (a, b, c) in .quibus 2 b per a est divisibilis-, ancipites voca- 
bimus. Habebimus itaque theorema hoc: 

Forma F, alium formam F' tum proprie tum improprie implicabit, si forma 
auceps inveniri potest sub F contenta ipsam F” vero implicans. Sed haec propositio 
etiam converti potest: scilicet 

Theorema circa cavum ubi forma sub alia timui proprie et imjtroprie contenta est. 

. 164. 

Theohema. Si forma Axx -f- iBxy -f- Cpj/ . ... . [F 
formam A' jc' x -|- 2 H xy' f- C y y' .... ( F ') 

* tum proprie tum improprie implicat: forma anceps inveniri potest, sub F contenta for- 
mamque F' implicans. 

Ponamus, formam F transire iu formam F' tum per substitutionem 

% 

x = ax + S/ . > = yx -f- d/ 
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tum per hanc illi dissimilem 


x = a'.r'-f- Cx' , y = yV-f- 8 y' 

Tum designatis numeris «6' — 6y. n'8 — ■ fi' y' jter e, e, jerit 'B B — A' C = 
ee{LL — AC) = ee(BB — AC); hinc, ee — e' e' , et, quia per hyp. i,- e signa 
opposita habent, e*= — e' sive e -|- e' 0 . lam patet si in F' pro x’ substitua- 
tur 8 x" — b" y", et pro y, — 'f x\-\- a‘y’ , eandem formam esse prodituram ac si 
in F sqribatur • . 


aut 1) pro x 

i. e. 

et pro y 
i. e. 


a(8x" — tfy") + b;— yV-f- ay") 
(a 8 — 6’ y*) x" -f- (6 a — a fT) y" 
y (8jT - IT/) + S(- yV+ ay) 
{y 8 — .£ Y) * + ta — y ff)y" 



aut 2) pro x a(8x"^- &y) -f-b"^— y'.r"+ ay) - t e. ex 

et pro y Y (6 x ” — tfy~) -f- 8-( — y V' a'y ”) i. e. e' y" 

Designatis itaque numeris a 8 — fi y', . (i a ' — ab\ y 8 — 6 y', t a — y f>' j>er 
a, b, c, d' forma F per duas substitutiones . ' 

x = ax"-+- by", y = c x" + dy" ; x == ex", y — ey" 


in eandem formam transmutabitur, unde obtinemus tres aequationes sequentes : 


Aaa-\~ i Bac-\- Ccc = Aee fll 

Aab-\-li[ad-\-bc)-\-Ccd = Lee' . . . . \ [ 2 ] 
Abb -f- 2libd-\- Cdd — Ce'e’ [3] 

Ex valoribus ipsorum a, b, c, d autem invenitur • 

• ad — bc = ee' = — e e'— — ee' [4] 


Hinc fit ex rf[l| — c[2j 

• A a -f- L c) (« d — bc) = (Ad — Ii e ) e' e' 


adeoque 


A (a + d) = 0 


Porro ex (a — (— </) [2 — i ,l] — c,3> fit 


# 


i 
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i/ib-i-B(a-)-A-\-Ct)lad — 6c) = ( — Ab-\-B{a +-W) — Cc) *V 

adeoque 

B{a-\-d) = 0 

Denique ex a (3] — 6 [2] fit • • , 

{Bb+CdjXad—bc) = {^Bb+Ca)e'e 

adeoque 

‘ C[a + d) = 0 

Quare quum omnes A, B, C nequeant esse, =0, necessario erit a + d = 0 
sive <i — — d. • • ' . 

Ex a[2] — 6(1] fit . ^ * 

• (Ba-\- Cc)[ad — bc) — (Ba — A b) e' e 

unde .* 

.46 — 2Ba — Cc — 0 [5] 

Ex aequationibus e-|-e' = 0, — 0 sive . 

aS — (Jy-f-aff — f?y'=0, a& — (Sy ' — -y 6'— f - ^ — 0 

•4 ■ * * • 

sequitur (a-f-a'){$ -(-#) — (15 (f) (y y') sive 

* • * 

* (a+a') : (7 + rO = + ^ 

Sit rationi huic*] in numeris minimis aequalis ratio m : n,- ita nt m, n inter se 
primi sint, accipianturque fi, v ita ut fiat fifit -|- vn = 1 . Porro sit r div. 
comm. max. numerorum a, 6, c; cuius quadratum propterea metietur ipsum 
aa -f- 6c sive bc — ad sive ce; quare* r etiam ipsum e metietur. His ita fac- 
tis, si forma F per substitutionem 

/ x~mt,-T — M » — ni — u 

i 

11 in formam Mtt -f- iNtit ^ Puy (G) transire supponitur, haec anceps erit 
formamque F' implicabit. 

*] Si omne» » + «', T -f . t -f- ®*, t + S' essent = e, ratio indeterminata foret, adeoque methodus 
non applicabitis, tfcd exigua attentio docet, hoc cum suppositionibus no^lri* consistere non posse. Foret enim 
a& — V — 6 'y‘ •*. *. e— e' adeoque , .j^nia e — — r = «' = 0 . Hinc vero etiam B ' B' — A’ C i.», 

determinans formae F 1 ' fieret =*•, quales forroas omnino excldmimua. 

18 


0 

% 

Digitized by Google 

* i , i 


188 


DE KOHim SSCU1UH ORADITS. 


» 


Dem. I. Quo pateat, formam G esse ancipitcm, ostendemus esse 

-‘-'2afiv — cvv) = 'iNr 

unde quia r ipsos a,b,c metitur ^ (6 p p — 2 apv — cvv) integerent, adeoque 
2 A' multiplum ipsius M. Erit autem 

M'— A m m -f- 2 Bm'n~\- Cnn, Nr {A m v — iifmp — nv) — C»p)e . . [e 1 
Porro per evolutionem facile confirmatur esse 

2 e ~f - 2 a = e — e-f- a — d ?=: (a — a') (8 + 6*) — (8 — 6*) fy -(- y*) , 


2 6 = (a -f-.a') (6 — tf) — (a — a’) '6 -p- (T) 

Hinc quoniam tfi (y -f- y') = «\a -|- a ) , m {$ 4- 8*) = » {6 + fT) erit 
m(26-f-2d). = — -2 »4 sive 

«* e -f- ma -f- * 4 = 0 » [7) 

Eodem modo erit 

• * • * l 

. 2« — 2« = e — e — a-\-d — (a-f-a')(£ — £!) — (S — S*) (y — 

2c = (f— 70(8 +2')— (7+?)^ — ^) 

# atque hinc a (2 e — 2a) = — 2«»c* sive „ 

ne — na-|-w«e t= 0 [8] 

lam si ad m m b p p — 2 a p v — ,cvv) additur 

(1 — m/i — n v) v (e — a) -j- (m p -f- ! ) 6) 

(»pv-l-.v)-(- («e — na-l-P»<yiBvv 

quod manifesto — 0 . propter ' 

1 — p m — v u = 0 , me-\-ma-l~ nlt — (I, ne — « a 4- m c 0 

I 

prodit productis rite evolutis partibusque se destruentibus deletis , 2 m v e -f- b . 

Quare erit . 

« 

MM(&pp — 2apv- — #vv) = 2mve-f-fc . . % . . [9] 
Eodem modo addendo ad m n (4 p p — 2 a p v — cvv) hAec : 
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(I — mfi — ir»)((»v — t»fi)e — (1 

— (m e m a -\-n b ) m ju p -J- (n e — n a -H »* c) * v v 
invenitur , 

mn(b/ifi — 2apv — evv)=.(»v — mp )«‘ — a .... [10l 


Denique addendo ad n n bfi /i — 2 a fi t — cw) haec : 

# («/i-f-nv — l)(nft(e-|-a)-(-(nv+'l}c) 

— (*<+ina-f«i)ii|j|j — (n 4 e — q a -(- m c}[nfi 'i p) 

tit 

nnlbfifi — 2apv — cv»j = — 2npe — e ■. . '. 
lam ex 9. 10, II, deducitur . . 


• [11] 


(Amm ‘2 B m n Cnn) [b fi fi — iafiv — cvvj 

. = 2e(Am't -(- 2?(»-v — m-fi ) — — 2 Ba — Cc . 

sive propter [6], # * . * 

M bm * — 2apv — cv*) 2Nr. Q: E. D 

• ; • . 

• * . 

II. Ut probetur, formam G implicare formam F', demonstrabimus, //rimo 
G transire in F' jKmeudo 

t= (iia + *y)a'+ (|*6+?i)y. u = j{na — my)x + — *%'. . . ( S ) 

secundo — [na — m y), j(nf) — wie) esse integros. 

1. Quonianl F transit in G ponendo 

y = nt — 

forma G per substitutionem (&) transmutabitur in eandem formam in quam F 
transformatur ponendo 

* l i • 

x = /»(fpa + -t f/ x-\- [fi 6' J -)- v^aa— m (a 6 — m£)jO 

i. e.. = « aifji-i- nv) S;»p 4 -» v)y. sive = ax -Ffy' 

et y — + p((»« — n»y)j?' -h {n 6 — ■»$)/) 

i. e. = y(« , 4-|-mfi)x'-l-^(nv-|-" , l 1 '0y • sive — y x' fly* 

IS* 
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Per hanc vero substitutionem F transit in F' : 'quare per substitutionem (8) 
etiam G transibit in F '. , , > 

2. Ex valoribtis ipsorum e.b.d invenitur a'e-\-yb — ad — 0, sive prop- 
ter (/=—«, »a'e-f-/ia« 4 -n y6 = 0 ; hinc ex [ 7 ), na'e-\-naa = mye-\-7nya 
sive 

. ’ («a — my)a = (my-^ncf)e [12] 

Porro fit anb — — a m (e a), ymb = — m (a e + « a) adeoque 

•* * # * • 

(na — «7)6 = (a' — a)me [ 13 ] 

Denique fit ye — ya-\-a-c—0: hinc multiplicando per n, et pro na substi- 
tuendo valorem ex [8] fit . • 

(»a — my)c = (7 — 7')»? ? . . . . [ 14 ] 

Simili modo eruitur b"e-}-i>6 — Ii d = t), sive m ffe-f- m e 5 + n f> a = 0, adeoque 
per [ 7 ]. ntfe-\-niia — m&e-^-mca sive 

(»6 — mS) a = («? — nS^e [15 

% t 

Porro fit finb — — 1> m \e a) , 6mb = — m p' e d a) adeoque 

(»6 — mS)b — [ff — Pjme [ 16 ] 

Tandem Se — Sa tic — 0 : hinc multiplieando per n et substituendo pro na 
valorem ex , [8] fit . * 

. (n 6 — mS)c — (8 — $rfne [ 17 ] 

a * • . 

Iam quum divisor communis maximus . numerorum a, b, c sit r, integri 
21, 18 . (S ita accipi possunt, ut fiat 

• 2U + SB6-f 6r = r 

Quo facto erit ex 12 , ' 13 , 1 4 ; 15 , 16,17 , . ■ 

H(«7 — »a')-j-S(a' — et) m -4- € (7 -- f]; n = -£(net : — «7) 

21 fmS — n(T}-t-0 (ff — P)m -f- C(8 — #}n = ^-(»6 — *"$) 

* • .V • 

t • * r * • , 1 • 

adeoque — (net,— .->»7), T(nf» — «£) integri. ■ Q. E. D. 
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. 165i . . 

Ex. Forma 3,ra' — (— 1 4 — 1 yy in .formam — 12 xx' — 1 $ x'y' + 3‘.l yy' 

transmutatur, tum proprie, ponendo 

X= 4x-f 11/. y — — x’— 2/ 

tum improprie , ponendo • . ! 


x = — 74j/-t-89/, 


I6r — l!>y 


Hic igitflr t> + t>\ y-f-y*, HS + iT sunt — 70, 100, 14, — 20; est autem 

— .70:14 = 100: — 20 = 5: — 1 . Faciemus itaque m—b, #r= — l,.p^=U, 
y = — 1. , Numeri autem a. L, c inveniuntur — 237, — .1170, 48, quoruui di- 
visor communis maximus = 3=r; denique fit e'— 3. Iline transformatio (S) 
haec erit, .o:= bt — ■ u , y^=> • Fer quam forma (3. 7, -i-4) transit in for- 

mam ancipitem t( — 1 6 tu -f- 3 uu. - , . . 

• • * * *- .• «* * 
Si formae F, F' sunt aequivalentes : forma G , sub F contenta, etiam sub 
F' contenta erit. 'Sed quoniam eandem formam etiam implicat, -ipsi acquivalcns 
erit, et»proin etiam formae F. . In hoc igitur oasu theorema ito enuntiabitur : 

Si F, F’ Jam proptie, quum improprie suut aequi rulentes . forma anceps utrique 

aequi calens inveniri poterit. Ceterum in hoc casu e — + 1 , adeoque etiam r. 

ipsum e metieus, * = 1 erit. 

• » • 

Haec de formarum transformatione -in genere sufficiant: transimus itaque 
ad considerationem repraesentationum. • , 


Centralia de repramentationibu* numerorum per formati , earumqne nexu Qt*m transformat ionibu». 

1 66. , 
Si forma F formam F' implicat: quicunque numerus per F' repraesentari 
potest 4 etiam per F poterit. , " • 

Sint indeterminatae formarum F, FI res; tecti ve x.y; k',y., ponamusque nu- 
merum M jter F' repraesentari faciendo x' = m . y = n , formam F vero in F 
transire per 'substitutionem • 

k.— a/+ ti/. ' y = y*'+ 6/ 
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Tum manifestum est, si ponatur 

* f 

x = ex m + 6 n , y — ym-f-6n 

F transire in 31 . 

.Si M pluribus modis per formam F' repraesentari potest . e. g. etiam fa- 
ciendo x' — m, y'= n. plures repraesentationes ipsius M per F inde sequentur. 
• • * • 

Si eftnn esset tum 


• am -f- 6« = a*'+ f>n' tdm ym^-Sn = y«'-|-£ji' 

foret aut aB — fty — O, adeoque etiam determinans formae F =0 contra hyp., 
aut m — tn , n — ri. Hinc sequitur M ad minimum totidem modis diversis per F 
repraesentari posse quot per F'. 

Si icitur tum’ F ipsam F',. tum F' ipsam F implicat i. e. si F, F' sunt 
aequivalentes, numerusque 31 » perQdterutram repraesentari potest: etiam per al- 
teram rojiraesentari poterit , et quidem totidem modis diversis per alteram ■ quot 
per alteram. • ’ 

Denique observamus, ‘in' hooce casu divisorem communem, maximum nume- 
rorum m, n aequalem esse divisori comm. max. numerorum am-f-ti», y«-j-2n. 
Sit ille — A numerique p, s' ita accepti , ut fiat p «i -)- •< >t = A . Tum erit 


:£p — yv)(ajH + tfn) — (tfp — ov) = (d $ — !pw-f-v«) = + A 


lliuc div. comm: max. numerorum y «-}-£» metietur ipsum A, A vero 

etiam ilhim metietur . quia manifesto Ipsos ym-f-d» metitur. Quare 

* ™ ' ' ‘Jl * * 

-Oilfe erit = A. Quando igitur m, « inter se primi sunt, etiam 


.a» 



7» + inter se pripii erunt. 

- . • i#7. 

Si furmpe 

astx -|- 2-i xy + eyy 

*rv+ nvy^r>y 




(F) 

(F-) 


xunt aequivalentts, ipxanrm determinatu» =D, poxUriorqne in priorem tranxit ponendo 


x — ax 6y,’ tf — y,r + 6y 
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porro numerus M per F repraesentatur, 'faciendo x—m, y — n, adevque per F' 
faciendo • 

* ' .c = ani -j- 6n — m', y' ~ ym -)- c» ^ n' 

et quidem ita ut m ad n eoque ipso etiam m' ad n' sit primus : ambae repraesenta- 
tiones aut ad eundem rolorem expressionis \D (mod. M~) pertinebunt, aut ad oppositas, 
prout transformatio formae F' in F propria est vel impropria. 

Dem. Determinentur numeri fi, v ita ut 'fiat {i«i-J-v» = J, ponaturque 


4'i - tV s 

- =,,> 




ai — Cf f , 

* • ( . . * w 

qui erunt integri propter — yt> ~ + 1'. Tum erit 

p' m' v' n' — J. (Cf. art. praec. fin. i 

Porro sit . » 

fi [b m -(- c-n) —r v [a m -f- 6 ») := V, pt' 6'w + r'n' — v'.; am-\- b'n' ; — V’ 

eruntque V, F’ valores expr. \^D mod. M) ad quos repraesentatio prima et se- 
cunda pertinent. Si in F' pro p'; v', n' valores ipsorum substituuntur, in 

V sero . . • ' 

‘ . • ’ f ' > • 

' pro. a, a'aa-\-^bay-{-cyy • 

■ ’ . pro b, a a 6 -(- ^ — J— -t> y j — |— c'y c 

pro c\ a'6 b -f- 2 b't) p -f- c'f e - . • 

invenietur evolutione facta F = 1" Vr C — (J y i. 

Quare erit aut F — F', -aut F— ■ — V, prout ac — Sy .= —J— 1 aut — — i. 

* 4 i \ _ . 

i. e. repraesentationes pertinebunt ad eundem valorem expr.- \ D mml. M vel ad 
oppositos, prout transformatio formae F’ in F est propria vel impropria. Q.E.D. 

-Si itaque plures repraesentationes numeri M' [>er formam a, b, r ' . ope va- 
lorum inter se primorum indeterminatarum x.y, habentur ad vulpre» dtwrw «sxpr 
\D[mod. M pertinentes ; repraesentationes respodentes per formam (d, V. c) ad 
eosdem resp. valores pertinebunt, et si .'nulla repraesentatio numeri M per for- 
mam aliquam ad valorem quendam determinatum pertinens, datur,- nulla quoque 
dabitur ad hunc valorem pertinens per formam illi aequi valentem. 
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l '• • 1 65. * 

Theorema. Si numerus M per formam a.rx ‘2 bxy -f- cyy repraesentatur 
tribuendo ipsis x,y, valores inter se primos m.n, valorque , expressionis y ' D mod.M }, 
ad quem haec repraesentatio pertinet, est N: formae [a, b, c) , (M. N, A ^ ~ ^ ) pro- 
prie aequi calentes erunt. ' . • 

fJemimstr. Ex firt 155 patet, numeros integros p, v inveniri posse ita ut sit 

«p-J-nv = 1-. p (b m cn' — v.(«//i bn = N 

* * * * • , « 

• * » 

Quo lacto lbruia (a.b,c) per substitutionem ,r — mx — a/, y — «r -(- py, quae 
manifesto est propria, transit in formam cuius dctdrnfinans — : D (*np-|-Mv)* i. e. 
~D, sive in formam aequivalenteni : qdae forma si ponitur — ( M' , N\ D ), 

erit ' 

M' = amm-\-2bmn-\-cnn — M. JV’= — mva + (»p* — nv)6-)-npe = JV 


Quare forma in quam' (a, 6, e) per transformationem illam mutatur, erit 

M, N, Q E. n. 

Ceterum ex aequationibus ", * ■ . . 

tnp -(- «v = 1, p|n»6-p BC ) — *(ma-t-nj) == A 


deducitur 


njV-t-ron-fnA 


mb + nrlf 

M 


qui numeri itaque erunt integri. 


Porro observandum , hanc propositionem lodnm nOn habere ,* si — 0 ; 
tflin enim terminus A -f - fit' indutermitiatils 

* ^ ' * ’ % , 
'• •/. • • 169. • 

Si plures repraesentationes numeri M per (a, hic) 'habentur. advundcm 
valorem expr. \JD 'mod. M) , N. pertinentes (ubi valores ipsorum x . y' semper 
inter se primos supponimus) : pliires etiam transformationes propriae formae 
(a, b, c). . (F), in JM, A. • (f?) inde dedocentur. _ Hcilicet si etiam per hos 

valores x—m, f—n talis repraesentatio prdvcriit, (F*) etiam per substitutionem 

„ • *■ i 

•) ia hoc e»ijn*casu, si ad ipsum phrusiiVextendere volumus, hauc : JV esse valorem expT. (|9>(aod.^f), 
*ive. iVJV = />(mod. M) significabit, JW-JJ esse multiplum ipsius M, adeoquc = o. 
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it 


in (G) transit.' Vicc versi, ex quavis transformatione propria formae (,F'i in { G ) 

sequetur repraesentatio numeri M per formam (F ) . . ad valorem N. pertinens. 

• , ♦> * * 

Scilicet si (F) transit i» (G) positis x — mx — ;y', jt = w.r'-lr /sy', M reprae- 
sentatur- jier (F)- ponender r— j» , _y=r=n ; et quoniam hic 1 , valor 

e^tpr. y D inod. M ad quem. repraesentntio pertinet erit piiw-j-c») — v (n »» -f- i n 
i. e. N. Ex pinrihns vero transformationibus propriis diversis, seq nentur toti- 
dem repraesentationes diversae ad N pertinentes*). — Hinc facile colligitur, si 
omnes transformationes propriae formae (F) in (G) habeantur , ex his omnes re- 
praesentationes ipsius M per (F) ad valorem JV .pertinentes sequi. Unde quae- 
stio de repraesentationibus numeri dati per formam datam (in quibus indetermi- 
natae valores inter se primos nanciscuntur) investigandis, reducta est ad quaestio- 
nem do inveniendis omnibus transformationibus propriis formae illius in datam 
aequi valentem. ’• . •• . >.* 

Applicando iom ad haec ea qtiae in art. 162 docuinrus, faede concluditur: 
Si repraesentatio aliqua numeri J/ per formam (F} ad valorem JV. pertine»» sit 
haec: 'x—a\ formulam genertlem omnes *e]>raesea»tationes eiusdem nu- 

meri per formam (F), ad -valorem A' pertiueutes . comprehendentem fote lianc: 

.. • „ («6 + jr)» 7 <q-(ao+-j»)M ». ' • 

*v ■ ■ ' ■ ‘ t T * 

. m 17 «• 

• .* • • *. * * 

ubi m divisor communis maximus numerorum a, ih, t; et -t, u omnes numeri, 
indefifiite, aequatio»! tt — Duu—tnrn satisfaeieutes. • . 


17». • 


Si forum (a,b,c) ancipiti alicui aeqnivolens. adeoque formae (M, N, - '—) 
tam proprie, quatn un proprie,. sive tam formae* (M, Ni -y- j, quam huic 
,M, — N, proprie: repraesentationes numeri M habebuntur per formam 

' • « ■ * • -V* • ‘ ... • 

*) tii yx duabus traustormaliunibus propriis diversis eadem ropracntntutio defluere supponitur, illae ita 
•e habere debebunt : • * * 

• * * * * 4 

* l) . x = m x' — v y\ y =■ nx ■+• py’: 2) x — mx' — v'y\ y = nx' + f*'*'. 

Sed ox duabus aequationibus 

tnp. *+- — jwp' qy\* jx(«»6 -f ncj — (m b itr) — v'(*wd 4- «A), 

facite deducitur ease aut JI = u aut y = At .V =* u iim exclusimus. 

t 9 
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(. F ), tam ad vnlorem iy, quam ad valorem — N, pertinentes.. Et vice versa si 
plures repraesentationes numeri M per eandem formam ( F ), ad valores opposito» 
expr. fD{mad:M), N , — N, pertinentes habentur : forma ( F ) formae (O) tam 
proprie quam improprie acquivalens erit , formaque anceps assignari poterii. , cui 
(F) aequivaleat. • • • * 

Haec generaba de repraesentationibus - Ijic sufficiant - : de repraesentationibus, 
in quibus indeterminatae valores inter se non primos habent, iufra dicemus. Re- 
spectu aliarum propVietatum , formae quarum determinans est negativus prorsus 
alio tnodo sunt tractandae, quam formae determinantis positivi: - quare iam utras- 
que seorsim considerabimus. Ab illis tamquam faciboribus initium facimus. 

‘ . ' 

• % * . ♦ m « * • 

•"* . * • • 

i» * . Deformi» determinanti* negativi. * • 

• * ( • ( 4 ?!, • • ’ » 

PaoBLEHA. Proposita forma quacunque, (a, &,«'), ritius determinans negativus, 
= — D, designante D numerum positivum , invenire formam huic proprie aequira- 
lentem, {A. B, C), in qua A nec maior quam \j\JXC, nec minor quam 211. ■ 

Solutio. Supponimus in forma proposita non omnes tres conditiones simul 
locum habere: alioquin enim tiliam formam quaerere opus non esset. Sit b' resi- 
duum abs. min. numeri — 6 - secundum'modulum a',*), utque a’ = * - jf ® , qui 
erit integer quia b'b’=hh, b' b’ D~bb-\- D=aa ^0{mod‘.a'). Iam ji a"<V. 
fiat denuo b“ resid. abs. min. ipsius — V secundum mod. o", atque ■ «'"•=- 
Si hic iterum a” <f a" , sit rursus V res. ah», min. ipsius ■ — b" secundum mod.a” 
atque a"* — - ■ Haec operatio continuetur donec in progressione o', a", 

a”, a'” etc. ad-terminum a m-+1 perVeniatur, qui praecedente suo a" 1 non ait mi- 
nor. quod tandem evenire debet, quia alias progressio infinita numerorum integro- 
rum continuo decrescentium haberetur. Jum forma (a™, b m , a"* + '; omnibus con- 
ditionibus satisfaciet. '• " . t ,• ■ 

Dem. I. In prrtgTossione formarum (a.l, d), {a", b\ a"). {a", b H , a") etc. 
quaevis praecedenti est contigua, quare ultima primae proprie aequivalens erit 
(artt. 159, 160}. . • 

*) Obeervarp convenit, ai formae alicuius (a. b, a') terminus primus vel ultimus a rei a sit - e, ipsius 
determinantem esse quadratum positivum i quare itlud in esan praesenti evenire neqait. — E* simili ratione 
termini exteri a, a' formae determinantis negativi, signa opposita habere non poeaunt. 
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II. Quum i* sit residuum absolute minrmum ipsius — * 6? — ' secundum 
mod o", maior quam )-a m non erit (urt. 4) % * 

III. Quia a m a'" f 1 = D b m b m ,• atque « m+l non <«", a m a m non 

erit '2>D-\-b m F n , et quam b m non 0>4a m ,* a m a ? ' non erit '>Q Ta m a m ' 
et I a m a m non )> D , tandemque a m non ■ )> y'f D . , 

Exempl. Proposita sit forma (304, 217, 1 55), _ cuius determinans ==. — 31. 
Hic invenitur progressio formarum: . 

(304,217,155), (155,- 62, 25), (25, 12,7), (7,2,5), (5, —2,7). • 

Ultima est quaesita. Eodem modo formae (121, .49, 20), cuius determinans 

= — 19, aequivalentes 'inveniuntur: .(20, — 9^5), (5, t- 1, 4), (4,1, 5): quare 
(4, 1, 5) erit forma quaesita. . • . * *. „ ' |. . • • 

Tales formas (A, B, C), quarum determinans est negativus et in quibus 
A nec maior 'quam \J+B,C, nec minor quam tB , forma* reductas vocabimus. 
Quare cuivis formae determinantis negativi, forma reducta proprie aequivalens in- 
veniri poterit. . • < . . • 

.•* *• *,»• *• '** *• 

• - . ; 172. „ • . ’ 

Pboblkma Invenire conditiones, sub quibus duae /turmae reductae non identicae, 
etusdem determinanti* — - >D, (a, b, e}, ■ (d, b', c) proprie a equi valente* esse possint 
. Solutio. Supponamus, id quod licet, a' esse non )> a , formamque 
axx -(- 2 bxy -f- cyy transire in d x x' - )- 2 b' x y cyy' per substitutionem 
propriam x == ax' -f- (J y . y =i= yx' -}- Sy. Tum habebuntur aequationes 


aaa'-{-2bay-{-cyy = a' [1] 

a ad -\-b[a& 4" &H) -\~ c y$ — & [2] 

(iS — 6y == i . . [3 1 


Ex [1] sequitur aa' = {aa-\-b/f - \-Dyy, 'quare <j«' erit positivus; et 
quum 'ac D-\~bb, a’ c — D b' b', etiam ac, a'c' positivi erunt: quare 
a, a', e, c omnes eadem signa habebunt. Sed tum o tum a' lien )> y (JJ. adeo- 
que ad non >Y|D; quare multo minus Dyy (^=o«' — (oa-f-ty)*) maior quam 
f D esse poterit. Hinc y erit aut = 0 , aut '= + 1 . 

• ' . : • •: * 

I. Si y — d, e* (3 sequitur esse aut « = t. gnxl. aut <*=*=. — I, 6 — — I. 

19 ’ 
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In ntroqne casu fit ex flj n’ — et e*-[2) 6'— 6 = 4-**0- .. Sed A non >4«. et 
6' non J d, proin etiam non > \a. Quare aequatio A'— ,6 — 4~ tin con- 
sistere nequit, nisi fuerit ‘ ■ • • 

owf A = 6', unde sequeretur r* — — ii-i-P ='c, quare formae 
(a, 6, c), (a, b', e) identicae essent contra hyp. 

• aut l/= — ■ 6' — 4; ja, In hoc etiam casu erit c' = c formaque ‘la'. b\ c 
erit (a, — b, c) i. e. formae (a, b, c ) ■ opposita. Simul patet formas has esse imci- 
pites propter 26 = H^«. • . . 

i» 

II. 8iy^ + t, fit ex [1 ■ flira-f-c — a'^^26a, ' Se<l c. non minOr 
quam a, ndeoque‘non miifor quam a ' ; hinc «aa-f^c— a sive ibat verto non 
mitjbr quam'' «««. Quare qutim 2 6 non sit ntnjor quam. a, . erit a non minor 
quam aa; unde. necessario aut -a — jO , aut = 4; I . - 

,1) 8i 0 , fit ex it] a =xc, et quoniam a neque maior quam o, neque 
minoT quum at, erit necessario tT = « = e. Porro ex iSl fit dytx — l, unde 
ex [2] 6 + 6'= 4; &:= + £«. llinc simili modo ut in (!) sequitur esse 
• ‘ aut 6—6', in quo casu formae {a, b. c), (a', b', cj forent identicae, contra hyp. 

aut 6 = — 6', in quo casu formae [a, h, e ) , {« \V,<c) erunt opjmsitae. 

’• 2) Si j« — 4rl, ex [lj sequitur 4h Quare quum neque 

a, neque c <«'. erit 26 non' <4i. et non Sed “26 etiam non >«•. neque 

> c, unde necessario + 26 = a — c, et-bine ex ae.qu. 4- 26 4- <' — «. 

etiam 3=«'. Fit igithr ex [2j_ * , • * < 

. . b’ — a (ad 4- y£) 4- 6 (ao 4~ i>YJ ‘ 

„ . ' > 

sive, propter ao — o y — I, 

h’ — 6 — aJa^-j-yoJ^^Atiy. = «;afi4-y^ 4; dy 

, *• * 

quare necessarie, ut ante ' • - | • • t 

aut b — b\ unde formae (u,ib, e), [fi.il, e) -identicae, contra hyyx, i. * • - 

aut k — b\ adeoque formae illae oppositae. Simul in hoc uasu propter 

« ac 4; ‘26, format* erunt aacipites. • . - • *.,»■ .• -« • 

• " ,. • ■ 

• • • .> \ 

lix his omnibus oollifjjtur. formas y a, b, c), 6', c'l proprie aqqiiivalcntes 

osse non posse nisi fuerint oppositae, «itnulque aut aucipites. aut a — «'= c. 
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In hisce ensibus formas (*,' b, e),- ( a,b'„c •} proprie aoquivalere, vei. a 'priori 
fodle praevideri potuit; si enim formae sunt oppositae . improprie-, et sirinsuper 
ancipites . etiam proprie aequivalentes esse debent;' sis vero a — c. forma 
{ ’ ■ * T - *J . . a — 6, «) formae a, b,c) contigua et proin aequivalens erit; sed propter 

t)-\- bb — ac aa ’■ -fit ° — 2 a — ib, /orma vero {2 a — 2 b, a — '6, «1 

est anceps ; quare 'a, b, c) oppositae suae etiam proprie aequi valebit. 

. Aeque focile iani diiudicari potest , quando duae formae reductae («, b, c), 
{ a , b\c) non oppositae improprie aequivalentes esse possint. Krulit enim inipr. 
aequivalentes, si (a, b, c), [a,- — b',e), quae non klcuticae erunt, proprie sunt 
aequivalentes, et contra. ljinc patet, conditionem, sub qua itias improprie sint 

aequivalentes, esae, ut sint identicae, iusuperque aut ancipites aut a = c. 

Formae vero reductae quae neque identicae sunt neque oppositae, neque proprie 
neque improprie aequivalentes esse possunt. • » - 


■ . s t , r , « 1 7 3. i» ^ i ■ , 

Pkobuou. Propositis duabus formis eiusdem determinantis negativi,. F et F' , 
investigare utrum sint aeifuiealentes. • \ ' ' , ' 

i Solutio. Quaerantur duae formae reductae f, f formis F, F' resp. pro- 
prie aequivalentes: si formae f, f sunt proprie, vel improprie vel utroque modo 
aequivalentes, etiam' F,' F’ erunt; si.yoro /, f nullo modo aequivalentes sunt, 
etiam F, F' non eruut.. 

Ex art. praec. dari possunt qnatuor casus : . • . • ‘ 

1) Sji /, f. neque identicae neque oppositae, F, F' nullo mpdo aequi- 
valentes erunt. ' , . # • • 

%) tji f, f' sunt grima vel identicae. vel op[»ositae, et secunda vel ancipites, 
vel terminos suos extremos .aequales habent: • 1\ F' tum proprie, tum improprie 
aequivalentes erunt. 

9) . Si f, f uuot identicae , neque vero anoipites ueque terminos extremos 
aequales 1 tabent : F, F' prbprie tantunf aequivalebunt. . 

1) 6i /• f Slult oppositae, neque vero ancipites, ueque tarminoa extremos 
aequales habent: . F, F' improprie tantum aequhaleutcs orunt ... 

Re. Formis (41,35, 10;, {7, IS, 47 ) qUaruui determinans — — '5. re- 
ductae- (i, e, 5}, (2, 1, 9) aequivalentes inveniuntur , quare illae nullo modo ae- 
quivaleutes erunt. — Formis vero 23, 34, tl*), (15. 2t>, 27' aequivalet eadem 
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reducta t 2, 1,3), quae quum simul sit anceps, formae (23, 38, 63),, '(15, 20. 27) 
tuin pfoprie tum improprie aequi valebunt.,— Formis (37,53,78), (53,73,-102), 
aeqUivalent reductae (9, 2, 9)’, (9, — 2, 9) quae quum sint oppositae, ipsaxuraque 
termini extremi aequales : formae propositae tam proprie quam improprie erunt 
acquhalentes. , * •• • 

< • 

• 174. 

• • » , 

Multitudo omnium formarum reductarum, determinantem datum — 1) ha- 
bentium, semper est finita, et, respectu numeri D . satis modica: formae hae ip- 
sae vero duplici modo inveniri possunt. Designemps formas reductas determi- 
nantis — D indefinite per ( a.b.c )■: ubi itaque omnes valore* ipsorum - a, 4, c 
determinari debent. 

Methodus prima. Accipiantur pro a omnes numeri, tum positivi tum nega- 
tivi non maiores quam y '\D, quorum residuum quadraticum — D, et pro sin- 
gulis a, fiat b successive aequalis omnibus vuloribus. expr. y/ — D (mod. a , non 
maioribus quam f a, tuin positive tum negative acceptis-; « vero prosingulis va- 
loribus determinatis ipsorum a, b, ponatur Si quae formae hoc modo 

oriuntur in quibus e<a, hac erunt reficiendae, reliquae autem manifesto erunt 
reductae. . 

Methodus secunda. Accipiantur pro , i omnes numeri, tum positivi tum ne- 
gativi, non maiores quam ] y $ D , sive y j D\. pro singulis b resolvatur bb~\-D 
omnibus quibus fieri potest modis in binos factores (etiam signorum diversitatis 
ratione hqbita) ambos ipso i b non minores pouaturque alter factor ," et quidem, 
quando faefores suut inaequales, minor = a , alter — c. Quum a non erit 
>v^. omnes- formae quae hoc modo prodeunt , manifesto erunt . reductae. _ 
Denique patet, nullam formuin minctam dari posse quae non per utramque me- 
thodum inveniatur. ■ v • '• 

Et. Sit l) t>5. Ilie linies valorum ipsius a est qtu iacet inter 

10 et 11 . Numeri vero inter I et 10'{incl.) querum residuum — 35, sant 
1,2,5, 10. Unde liabe n tur formae duodecim : . • ( - -. 

(1,0,85)., (2,1,43), (2, 1, 4 3), (5, 0, 17J, (1 0, 5, l-l),’ (10. —5.11); (—1,0,— 85), 

(—2,1, — 43), (—2, — 1,-43). (—5.0,— 17), (-*-l'0< 5,— Jt, (— .10, — II). 

Fer methodum alteram liujes valorum ipsius b habetur \J p qui situs est 
inter 5 et 6. Pro b^i). prodeunt formae ■- , - 
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. '(1,0, 85), (— ;l, 0, 85). (5, 0, 17),.’(— 5. 0. — 17). ■' 

*• » . 

pro «(=±= + 1 hae f2, + 1, 43), '(— 2, + i,'— 43). . 

Pro 6 = + 2 nullae habentur, quia 89^ in duos factores ,. qui ambo non <(4. 
resolvi nequit. Idem valet de +3, +4. Tandem pro + 5 • proveniunt 

(10, +5, 11), (—10, + 5, —11). • • i- 

175. 

Si ex omnibus formis reductis determinantis dati, formarum binarum, quae, 
licet non identieac,. tamen proprie sunt aequi valentes, alterutra reiicitur: formae 
remanentes hac insigni proprietate erunt- praeditae, ut, quaevis forma eiusdem de- 
terminantis alicui ex ipsis proprie sit aequivalens , et quidem unicae tantum (alias 
enim inter ipsas aliquae proprie aeqnivalentes forent). Inde patet, omnes formas 
eiusdem determinantis in totiderii classes distribui posse quot formae remanserint, re- 
ferendo scilicet formas eidem reductae proprie aequivalentes in eandem classem. 
Ita pfO Z) =5 85, remanent formae * '' •* 

(1,0, 85), (2,1,43), (5,0,17), (10,5,1 1), 

(—1,0,— 84), (—2,1,' — 43). (— 5, 0, — 17),'(— .10, 5, — 11) 

• "• * 

quare omnes formae determinantis — 85 in octo classes distribui 'poterunt, prout 
formae primae, aut secundae etc. proprie aequivaleht. Perspicuum vero est, for- 
mas in eadem classe locatas proprie aequivalentes fore, formas ex diversis classi- 
bus proprie aequivalentes esse non posse. Sed hoc argumentum de elassificatione 
formarum infra niulto' fusius exsequemur. Hic unicam observationem- adiicimus. 
Iam, supra ostendimus, si determinans formae ( a,b/C ) fuerit negativus = — I), 
a et c eadem signa habere (quia scilicet a c — i b-^ D adeoque positivus); ea- 
dem ratione facile perspicitur, si formae («, b\ c), ia, b\ c' ) sint aequivalentes, om- 
nes a,.c, a, e eadem signa habituros. Si enim prior in posteriorem per substitut 
x — ax fiy, y =*= y.r-f- Sy. transitt erit aaa-{-‘2bay -f eyy = a', hinc 
aa' = Dyy, adeoque certo non negativus; quoniam vero neque a 

neque a' ==0 esse potest, erit a a' positivus et proin signa ipsornm a, a' eadem. 

. Hinc' manifestum est s formas quarum Termini exteri sint positivi, ab iis 
quarum termini exteri sint ueg&tivi , prorsos esse separatas , suffici tque ex formis 
reductis eas tantum considerare quae terminos suos exteros positivos habent, nam 
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reliquae totidem sunt multitudine et ex illis oriuntur . tribuendo terminis exteris 
signa opposita; idem que valet de formis ex reductis reiiciendis et remanentibus. 


176. 

Ecce itaque pro determinantibus quibdsdatn negativis tabulam formarum, 
secundum quas omnes reliquae eiusdem determinantis in classes distingui possunt; 
apponimus autem, ad annotat, art, pracc. , semissem tantum, scilicet ens quarum 
termini exteri positivi. 

. •< D ‘‘ • . 


•1 (1. 0, t). 

? (I ,• 0, 2). 


3 

4 

5 

. 6 
• T 

s 

■ 9 
10 
11 
12 


(1.0» 3), (2, 172). 

(1, 0, 4), (2, 0.’2). 

(1, 0. 5), (2, 1, 3). 

( 1 . 0 , 6 ), ( 2 , 0 , »). . '• • 

(1, 0, 7), (2, 1,' 4). 

(1, 0, 8), (2, 0. 4), (3.1, 3). . • 

'(I. 0, 9), (2, 1, 5), (3. 0, 3). . 

(1, 0, 10), (2, 0, 5). 

(1. 0, 11); (2, 1, 6), (3, t, 4), (3,-1. 4)/'' '■ 
(1, 0. i 2), (2, 0,. 6), (3, 0, 4), (4. 2, 4).' 



• Superfluum foret banc 'tabulam hic ulterius continuare , quippe quam infra 
multo aptius disjmnere docebimus, ’ 

Patet itaque, quamvis formam determinantis — 1, fornme auJ-J-yjr pro- 
prie aequivalere, si ipsius termini exteri sint positivi , vol huic — xx~-yp. si 
sint negativi; quamvis formam determinantis — 2, cuius termini exteri positivi, 
formae xx -)- 2y y ete. ; qunmvis formam determinantis — 1 1.. cuius termini ex- 
teri positivi , alicui ex his ,rx-|- I \yy. 2 r.r -f- 2 xy 6 yy • S.ra- 2 xy -f- 4 yy. 

‘ixx — 2,ry-f- iyy etc. . . 


•- • 177 . ■ • 

Pbobucma. Habetur seriei r formarum, quarum' quaeris praecedenti d pitrte poste- 
riori contiqua : desideratur transformatio aliqua projtria primae in formam quamrun- 
que seriei. 
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Solutio. Sint formae (a, b. a') = F; (a, b\ a) = F'; (a", b", a") = F” \ 
fc". a”) = F"’ etc. Designentur b ±X, -±,-. etc. respective [>er 

h\ h", /F etc. Sint indeterminatae formarum F, F F" etc. .r.y; j\ y' ; .r'', y" etc. 
Ponatur F transmutari 


in 


F positis 
F" . . . 
F~ . . . 


•* — «j. -r uy , jf — r* -r 

.r = «V -f 6>", y — 7V + 

= «v+ «y . y = A”+ ay 

etc. 


Tum quia F transit in F' positis x 

=— y. y — 

+ Ay 

F' 

in F" positis x 

= —y. y= 

x-\-Ky 

F" in F'" positis x“ =■ — t/"', y"— 
facile eruetur sequens algorithmus (art. 159): 

Ay etc. (art. 

a =0 

g' = — 1 

■ y = 1 

V = h 

a" = 6’ 

g* = h"& —a 

f=S 

tr =h"8 — 7 

c T = G’ 

g”’ = A" (T— a” 


r = rr— 7 ' 

cT = 6" 

sive 

er— ar- 
ete. 

-y lm _ ^ 

r= 7 ” 

a — 0 

g’ = — 1 

7 = « 

6* = A' 

te 

'i 

‘b 

g” = A"g' 

7“ 

r = a-# — t 

a' = g" 

g" = A m g'_g' 


r=r^— y 

a"= 6” 

g“”= A”'g” — g" 
etc. 

7"*= r 

v=rsr—8' 


Omnes has transformationes esse proprias tum ex ipsarum formatione tum 
ex art. 1 59 nullo negotio deduci potest. 

Algorithmus hic perquam simplex et ad calculum expeditus, .algorithmo in 
art. 27 exposito est analogus, ad quem etiam reduci potest*). Ceterum solutio 


# ) Erit scilicet in tignis art. 27, 6* = £ [ — A", A"', — A' rw . . . + A”] 

ubi signa ambiguo posita, esse debent — — ; — +» H ; ■+•+■; prout n formae <A + 0; i; 1; S, 

et # h* = ±(A\ - /T. h" + A"] 

ubi signa ambigua esse debent + } — +, prout n formae lA -f o; It S; 3. Sed hoc, quod 

quivis facile ipse confirmare poterit, fusius exsequi, nobis brevitas non permittit. 

20 
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haec ad formas determinantis negativi non est restricta, sed ad omnes casus patet, 
si modo nullus numerorum a'“ etc. = 0. 

178. 

Problema. Propositis duabus formis F, f, eiusdem determinantis negativi, 
proprie aequivalentibus : invenire transformationem aliquam propriam alterius in al-' 
teram. 

Sol. .Supponamus formam F esse [A, It, „'1') et per methodum axt. 171 in- 
ventam esse progressionem formarum (A, II' , .4") , [A", B", A") etc. usque ad 
(A m , If", yl m+l ) , quae sit reducta: similitcrque f esse [a, b, a") et per eandem me- 
thodum inventam seriem [a, b', a"), {«", b ", a'”] usque ad («*, b", a n+l ) , quae sit re- 
ducta. Tum duo casus locum habere possunt. 

I. Si formae ( A m , B m , A"‘ rl ) , fg”, b n , a n+i ) sunt aut identicac, aut oppo- 
sitae simulque ancipites. Tum formae (^4 m— /T" — j4 m ) , (a", — b"~\ a” - ') erunt 
contiguae (designante A m ~ 1 terminum progressionis A,A',A"...A m penultimum, 
simUiaquc B m ~', a"-', b n ~'). Nam A m = a”, B m ~' == — /T mod .4’"), 
b H -' = — 6"(mod.a" sive .4”). unde ll m ~ l — A"“* = A" — B m adeoque =0, si 
formae (A m , B m . yl m+l ), f a”, b", a n+l ) suut identicae, et =26" adeoque =0, si 
sunt oppositae et ancipites. Quare in progressione formarum 

(A, B, A), {A, B, A"j....{A m -', Br~ l , A m ), 

(«", — r~\ a"-’), —b”-\ a"-*)... (a, —b,a), [a, b, a) 

quaevis forma praecedenti contigua erit, adeoque per art. praec. transformatio 
propria primae F in ultimam f inveniri poterit. 

II. Si formae [A m , B”\ /4 m+ ’) , («", b", a" +l ) non identicae, sed oppositae 
simulque A m = A m+ ' = a" = a" + ' . Tum progressio formarum 

{A, B, A), (A, B, A).... {A m , 1 T, A m+ '), 

(a", —6"-', a"-'), b n ~*, «"-*). — b.a), (< %,b,d ) 

eadem proprietate erit praedita. Nam A m+l = a n , et IT' — b”~' — — (6" — 6" 1 *) 
per a" divisibilis. Unde per art. praec. invenietur transformatio propria formae 
primae F in ultimam f. 
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Ex. Ila pro formis (23,38,63), (15,20,27) habetur progressio 
(23,38,63), (63,25,10), (10,5,3), (3, 1,2), (2, —7,27), (27, —20,15), (15,20,27) 
quare 

a' = i, A"=3, /r=—z, r'= — i, /i mm = o. 

Hinc deducitur transformatio formae 23.t'.r-f-76.ry-|-63 < y i y in 1 5//-|-40 /m-|-27«m 
haec: x = — 13/ — 19«, y = 8/-|- 11«. 

... '*• 

Ex solutione hac nullo negotio sequitur sblutio problematis : Si' formae F, f 
improprie sunt aequivalentes , invenire transformationem impropriam formae F in f. 
Sit enim f — att -f- 2 btu -f- auu eritque forma opposita ap'p — 2 bpq aqq 
formae F proprie aequivalens. Quaeratur transformatio propria formae F in 
illam, x — apf-fuj, y=yp-\-£q, patetque F transire in f positis x — at — 6«, 
y — y/ — c a , hancque transformationem fore impropriam. 

Quodsi igitur formae F, f tam proprie quam improprie sunt aequi valentes: 
inveniri poterit tam transformatio propria aliqua quam impropria. 

179. ‘ ... 

Problema. Si formae F, f sunt aequiva lentes: invenire omnes transformatio- 
nes formae F in f. • . • 

Sol. Si formae F, f unico tantum' modo sunt aequivalentes i. e. proprie 
tantum vel improprie tantum: quaeratur per art. praec. transformatio una formae 
F in /, patetque alias quam quae huic sint similes dari non posse. Si vero for- 
mae F, f tanl proprie quam improprie aequivalent, quaerantur duae transfor- 
mationes, altera propria, altera impropria. lam sit. forma F = (A, Ii , kC ) , 
BB — AC— —D, numerorumque A, 2 B. C divisor communis maximus — m. 
Tum cx art. 162 patet, 'in priori casu omnes transformationes formae F in f ex 
una transformatione, in posteriori omnes proprias ex propria amnesque improprias 
ex impropria deduci posse, si modo omnes solutiones aequationis / / — Dmu = mm 
habeantur. His igitur inventis problema erit solutum. 

Habetur autem D=x.AC — BB, \D — \AC — 4 BB, quare li*, — — (*■ ' 

erit integer, lam si 

•) nm )> -t • erit D )> mm : quare in tt-\-Duu — mm, u necessario debe- 
bit esse =0, adeoque 1 alios valores quam -+-»«, et — m habere nequit. Hinc 

20* 
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»i F, f unico tantum modo aequi valentes sunt et transformatio aliqua 
x = a jr'-f 6/, y — yjf + 8 y 
praeter hanc ipsam quae prodit ex t — m (art. 102), et hanc 
x — — ax' — ■ li /. y — — -yx' — 8y' 

aliae locum habere non possunt. Si vero F, f tum proprie tum improprie ae- 
quivalent, atque propria aliqua transformatio habetur 

x — ax' + fjy, y — yx'-\- 8y' 

impropriaque 


x = ax + rry, y = yx ' + sy 

praeter illum (ex t — ;») et hancce 


x = —axf — fjy, y = — yx' — iy' (ex t — — m 
alia propria non dabitur; similiterque nulla impropria praeter 

x = a'x' -f- tfy, y = yx' -j- cy ; et x — — ax' — fjy’, y' — — yx — fy 


2) Si — 4 , sive D—mm, aequatio tt-\- Duu m m quatuor solutiones 
admittet t, u; — m, 0; — m, 0; 0.1; 0,. — 1. Hinc si F, f unico tantum modo 
aequivolentes et transformatio aliqua 


x = a 2 fjy, y — yF + Cy' 

, » 

quatuor omnino transformationes dabuntur, 

*» 

. x—+ax'+6y', 

* = + + ^y. * - ± ± 


Si vero F, f duobus modis aequivalent, sive praeter transformationem illam da- 
tam alia ipsi dissimilis habetur: haec quoque suppeditabit quatuor illis dissimiles, 
ita ut octo transformationes habeantur. — Ceterum facile demonstrari potest 
in hoc easu F , f seniper revera duobus modis aequivalere. Nam quum 
I) — mnt =3- AC — B Ii, m etiam ipsum B "metietur. Formae lir ) deter- 

minans erit = — 1 , quare formae (1,0, t) vel huic ( — 1,0, — Ij erit uequivalcns. 
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Facile vero perspicitur, per eandem transformationem, perquam f, ( m transeat 
in (+1.0. +1), formam [A,B,C] transire in (+». 0. +w), ancipitem. Quare 
forma (-4, B, C), ancipiti aequivaleus. cuivis formae, cui aequi valet, tum proprie 
tum improprie aequivalebit. 

3) Si ,£„==3, sive A D — 3 mm. Tum m erit par omnesque solutiones 
aequationis tt-\-Duu — mm erunt sex. 

t, u; = m, 0; — m, 0; {m, I ; — — 1 ; fm, — I ; — };», 1 
Si itaque duae transformationes dissimiles formae F in f habentur, 

x — «.f'+ b'/, y =jyx‘-\- V 

X = «V + try, y = yV + fy' 

habebuntur duodecim transformationes, scilicet sex priori similes 
,x — +«.*■'+ 6y; y = ±'tx'+§y 
■*=±(+a— iT 1 ±(1.*> s~)jr 

l / . « T A / l /, j i -f 5 S\ f 

. M — ± (ir + - -£--)•* ±d«+ -- «— )y 

i • t i ii/ -f T C\ f i * t* i ^ -4* 4 C* t 

X = + u « H S^ 7 -) X ± u 6 + J jr 

y — ± U y — -I- 1 --) * ± (i-o s, — ) y 

et sex posteriori similes , qunc ex his nascuntur ponendo pro a , 6 , y , e hos 
a, fT, y', <?. 

Quod vero in hoc casu semper F, f utroque modo aequivalent, ita demon- 
stramus. Formae (— , — , ‘ ' ) determinans erit — — 1 S) = — 3 . adeoque 
haec forma (art. 170) aut formae (+ 1,0, + 3) aut huic +2. +1, +2 aequi- 
valens. 1’nde facile perspicitur, formam („4, B, C ) aut formae (+ J m, 0, + | w 
aut huic (+m, \-m. + m *} quae ambae sunt ancipites, aequivalcre adeoque. cui- 
vis aequivaleuli. utroque modo. 

4 Si supponitur — 2, fit p— / = 4 A < — 2, adeoque = 2 mod. 4 . 

*) Demonfttmri potent, formaro (-i, Ii, C) nec^aaario poaterioti aoquivaierr : sed hoc hic non nrceasarium. 
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Sed quum nullum quadratum esse possit = 2 (mod. 4) , hic casus locum habere 
nequit. 

5) Supponendo fit (-£)* = 4 — ] = — l(mod.4). Quod quum 

impossibile sit, etiam hic casus nequit locum habere. 

Ceterum quum D neque —0, neque negativus sit. alii casus praeter enu- 
meratos dari non possunt. 


180. 

Problema. Invenire omnes repraesentationes numeri dati M per formam 
axx + 2bxg -{-cyy . . • F, determinantis negativi — D, in quibus x, g valores 
inter se primos nanciscuntur. 

Sol. Ex art. 154 patet, M eo quo requiritur modo repraesentari non posse, 
nisi — D sit resid. quadr. ipsius M. Investigentur itaque primo omnes valores 
diversi (i. e. incongrui) expr. — D fmod. M ) , qui sint 2V, — N, JV\ — -V, 
N ", — ctc.; quo simplicior evadat calculus, omnes N.N' ctc. ita determinari 
possunt , ut non sint ]> } 3/. I;im quoniam quaevis repraesentatio ad aliquem 
horum valorum jiertinere debet, singuli seorsim considerentur. ' 

Si formae F, [M, N, — —j' non sunt proprie aequivalentes, nulla reprae- 

sentatio ipsius M ad valorem N pertinens dari potest (art. 1 68}. Si vero sunt, 
investigetur transformatio propria formae F in 

Mx'x'-\- 2 Nx'g + D + J * ' yy 

quae sit 

'• x = ax-\ -6y, g = yx'-\-Sg' 


eritque x = a — y repraesentatio numeri M per F ad N pertinens. Sit div. 
comm. max. numerorum — m distinguanturque tres easus (art. praec.) : 


1) Si > 4 . aliae repraesentationes ad N jiertinentes quam hae duae 
x = a, g = y; x — — a. g — — J non dabuntur (artt. 169, 179). 

2) Si ~ = 4 , habebuntur quatitor repraesentationes 


±«, Jf = + 7I *=+- m — • y — ± — ^ 


3} Si — = 3, habebuntur sex repraesentationes 


* 
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x = + a, y = + y; 

.r = ± (*« - ,-±« T + S^±li) 

x = ±( f „ + =£-ti£). , = + (ir - — I- 1 ^ 

Eodem modo quaerendae sunt repraesentationes ad valores — N. N 1 , — N' 
etc. pertinentes. 

181 . 

Investigatio repraesentationum numeri M per formam F, in quibus .r, y 
valores inter se non primos habent, ad casum iam consideratum facile reduci potest. 
Fiat talis repraesentatio ponendo j? = fte, y — pf ita ut \i sit div, comra. max. 
ipsorum fi e, fif sive e,f inter se primi. Tum erit M—fifx(Aee-\- 
adeoque per pp divisibilis; substitutio vero x—e,y—f erit repraesentatio 
numeri — per formam F, in qua te, y valores inter se primos habent. Si ita- 
que M per nullum quadratum (praeter 1) divisibilis est, e.g. si est numerus pri- 
mus: tales repraesentationes ipsius M non dabuntur. Si vero M divisores qua- 
draticos implicat, sint hi pp, vv, 7nr, etc. Quaerantur primo omnes repraesenta- 
tiones numeri ^ per formam [A, E, C), in quibus x, y valores inter se pri- 
mos habent, qui valores si per p multiplicantur, praebebunt omnes repraesenta- 
tiones ipsius M, in quibus div. comm. max. numerorum x, y est p. Simili 
modo omnes repraesentationes ipsips in quibus valores ipsorum x,y inter se 
primi sunt, praebebunt omnes repraesentationes ipsius M, in quibus div. comm. 
max. valorum ipsorum x, y est vete. 

Palam igitur est, per praecepta praecedentia omnes repraesentationes nu- 
meri dati per formam datam determinantis negativi inveniri posse. 

Applicatione» speciale f ad discerptionem numerorum in quadrata duo , in quadratum * imple x et duplex , 

in simplex et triplex. 

182 . 

Descendimus ad quosdam casus particulares, tum propter insignem ipsorum 
elegantiam tum propter assiduam operam ab ill. Eulero ipsis impensam, unde clas- 
sicam quasi dignitatem sunt nacti. 

I. Per formam ita repraesentari ut x ad y sit primus (sive in 
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duo quadrata inter se prima discerpi) nullus numerus potest nisi cuius residuum 
quadraticuin est — I , tales vero numeri, positive accepti, omnes poterunt. Sit 
M talis numerus, omnesque vulores expr. ^ — 1 mod . M hi: JV , — N.N', — N', 
N ". — iV ctc. Tum per art. 1 7 (T forma M, formae (1,0,1) proprie 

aequi valens erit. Sit transformatio aliqua propria huius in illam, ,t' = a x' + fijf* , 
y = y ,r' cj/. crmitque repraesentatores numeri M poiy formam xx-\-yy ad 
N |>ertinentes hae quatuor*): j:=+ii,iy:= + 7 ; ,r= + y, y = + « . 

Quum forma (I, 0, 1) sit anceps, patet, etiam formam M, — N, A 1 ; 
ipsi proprie aequivaleutem fore, illamquc proprie iu hanc transmutari positis 
x =■ aJ — Xiy, y = — ya.’' + &y. Hinc derivantur quatuor repraesentationes 

ipsius M ad — N pertinentes, T=+a. y = +y; x— +y, y — + a. Manifestum 
itaque est, octo repraesentationes ipsius M dari, quarum semissis altera ad N, 
altera ad — N pertineat; sed hae omnes unicam tantummodo discerptionem nu- 
meri M in duo quadrata exhibent, M — (ta yy , siquidem ad quadrata ipsa 
tantum , neque vero ad ordinem radicumvc # signa spectamus. 

Quodsi itaque alii valores expr. \J — 1 (mod. M) praeter N et — N non dan- 
tur, quod e. g. evenit , quando M est numerus primus , M unico tantum modo 
in duo quadrata inter se prima resolvi poterit Iam quum — 1 sit residuum 
quadraticum cuiusvis numeri primi formae 4n+l (art. 108), niunifestoque nu- 
merus primus in duo quadrata inter se .non prima discerpi nequeat, habemus 
theorema: 

Quivis numerus primus formae 4 n + 1 in duo quadrata decomponi potest, et 
quidetn unico tantum modo. 

1=0+1, 5 = 1+4, 13=4 + 9, 17’if+lfc, 29 = 4 + 25, 37 = 1 +36, 
41 = 16 + 25, 53 =4 + 49, 61 =^25 + 36, 73 = 9 + 64, 89 = 25 + 64, 

97 dS 16 + 81* etc. 

Theorema hoc elegantissimum iam Fermatio notum fuit, sed ab ili. Eulero 
primo demonstratum est. Comm. tior. Petr. T. V, ad annos 1754, 1755, p. 3 sqq. 
in T. IV, diss. exstat ad idem argumentum pertinens, p. 3 sqq., sed tum rem 
penitus nondum absolverat, vid. imprimis art. 27. 


*) Patet enim, hunc catum sub ( 2 ) art. 18* contentum osse. 
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Hi igitur numerus aliquis formae f n -(- 1 aut pluribus modis aut nullo modo 
in duo quadrata resolvi potest, certo noh erit primus. 

Vice tersa autem , si expr. \> — t (mod. M) praeter N et — N alios adhuc 

valores habet, aliae adhuc repraesentationes ipsius M dabuntur, ad hos pertinen- 
* . . « 
tes. In hoc itaque casu M pluribus modis in duo quadrata resolvi poterit e. </. 

65=1+64=16 + 49, 221 = 25 + 1 96 = 100 + 1 2 1 . 

Repraesentationes reliquae, in quibus x, y valores obtinent non primos 
inter se, per methodum nbstrani generalem facile inveniri possunt. Observamus 
tantummodo, si numerus aliquis factores formae 4 n + 3 involvens, per nullam 
divisionem per quftdratuiu ab his liberari possit (quod fiet , si aliquis aut plures 
talium factorum tlmewsionem imparem habet), hunc nullo modo in duo quadrata 
resolvi posse *). 

* * 

II. Per ferinam xm-\-iyy nullus numerus, cuius non-residuum — 2 . ita 
repraesentari potest, ut x ad y sit primus, reliqui omnes poterunt. Sit — 2 resi- 
duum numeri M, atque A r valor aliquis expr. \J — 2 (mod. AT;. Tum per art. 176 
formae ( 1 , 0 , 2 ), M, N, 1 proprie aeqnivaientcs erunt. Transeat illa proprie 

in hanc ponendo x — cc,r'+ tij/', ^ = y ^'+ c y' , eritque ,r — « , y ■= 7 repraesen- 
tatio numeri M ad A T pertinens. Praeter quam et hanc x — — a, y — — y 
aliae ad A’ non pertinebunt art. 1 80). 

Simili modo, ut snpr», 'perspicitur, repraesentationes # = +<!, _y — + y 
ad valorem — It pertinere. Omnes vero hac quatuor repraesentationes unicam 
tantum discerptionem ipsius M in quadratura et quadratum duplex exhibent, 
et si praeter It et — N alii valores expr. y/ — 2 (mod. Jf ) non dantur, aliae 
discerptiones non dabuntur. Hinc adiumento proposs. art. 1 1 6 facile deducitur 
theorema : 


•) 8i numeru* .V — i* 8a a b^ . ita ut «t, b, r ete, sint numeri primi inaequales formae «« ■+■ 1, atque 
•V productum ex omnibus factoribus primis ipsius M formae in + 3 (ad quam formam quiris numerus positivus 
reduci potest, faciendo p.= o quando M est impar, et 6’= i quando M nullos factores formae I»+3 impli- 
cat): M nullo modo in duo quadrata resolvi poterit, si &’ est n6n - quadratus ; sivero S est quadratus, da- 
buntur |(«4 - I)(t -f f) «t«. discerptioni*-* ipsius M, quando aliquis numerorum •. j etc. eat impar, 
aut + *) 4-1 * quando omnes a, 6, j etc. sunt pares (siquidem jul quadrata ipsa tantum 

respicitur).* Qui in calculo combinalionum aliquantum sunt versati, demonstrationem huius theoremati* {cui. 
perinde ut aliis particularibu m . inimorari nobis non licet) ex theoria nostra generali haud difficulter eruere pote- 
runt. Cf. art. ion. 

21 


S 
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Qmms numeru. s primus formae 1 rui 8« +3 in quadratum et quadratum 

duplex decompotri potest et quidem unico tantum modo. . 

I = 1 + 0, S = 1+2, >1 = 9 + 2, 17 =9 + 8, 19= 1 + 18, 41 =9 + 32. 
43 = 2*4^. 59=9+50, 67 = 49 + 18, 73 = 1 +72. 93 = 81+2. 

89 = 81+8, 97 C 25 + 72 etc. 

Etiam hoc theorema, uti plura similia, Fennatio innotuit: sed ili. I,a 
Cirange primus demonstrationem dedit, Suite des recherches d Aritkmeiique , Nouv. 


\lem. de l’Ac. de Berlin 1775, p. 323 sqq. Multa ad idem argumentum pertinentia 
• iani ili. Euler absolverat. Specimen de usu observationum in mathesi pura Comm. 
nov. Petr. T. VI p. 195 sqq. Sed demonstratio completa theorematis aentper ipsius 
industriam elusit, p. 220. Conf. -etiam diss. in T. VIII (ad annos 1760, 1761), 
Supplementum quor undam theorematum arithmeticorum , sub lin. 


ILI. Per methodum similem demonstratur, quemvis numerum, cuius resi- 
duum quadr. sit — 3, repraesentari posse aut per formam xx + 'iyy , aut per 
hanc 2jras+ 2j?y+-2 yy, ita ut .valor- ipsius x ad valorem ipsius p sit primus. 
Quare quum — 3 sit residuum omuiUm numerorum primorum formae 3 n + 1 
(art. 1 19) nmuifestoque per formam 2 .*.r + 2r_y+ iyy numeri pares tantum re- 
praesentari possint: eodem modo ut supra habetur theorema: 

Quiris numerus primus formae 3n + 1 in quadratum et quadratum triplex de- 
componi potest, et quidem unieo tantum modo. , • . 

1 = 1 + 0, 7 = 4 + 3, 13=1 + 1^ 19 = 16 + 3, 31=4 + 27, 37 = 23+ 12. 

♦3 = 16 + 27, 6t-=4« + 12, 67 = 64 + 3, 73= 25+48 etc. 

Demonstrationem -huius theorematis ill. Euler primus tradidit in commen- 
tatione modo laudata, Comm. nov. Petr. T. VI II , p. 105 sqq. 

. jr-L 

Simili modo ulterias progredi et e.g. ostendere possemus, quemvis numerum 
primum formae 20n+l, vel 20» +3, vel 20» + 7, vel 20» + 9 (quippe 
qudrum residuum — 5) per alterutram formam xx + 5 yy, 2 xx + 2 xy + -\yy 
repraesentari posse , et quidem numeros primos formae 2u n + 1 et 20« + 9 per 
priorem, primos formae 20«+ 3, 2o n + 7 per posteriorem, nec non dupla pri- 
morum formae 20 »+1,20« + 9 per formam 2xx+2i < y + 3jfy, dupla pri- 
morum formae 20« + 3, 20» +7 per formam xx-\-l>yy: sed hanc propositio- 
nem inliuitasque alias particulares quivis proprio inarte ex praecedentibus et infra 
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tradendis derivare poterit. _ 
et quum harum indoles promit 
quando non-quadratus : formas 
eaquc seorsim considerabimus. 




itaque wl forma* determinanti* positivi, 
piando determinans est quadratus . ali», 
ntis quadrati liic primo excludimus post- 


Dt formis determinanti* positivi jwn -quadrati. . . i 

. , r , 

Piobleua. Proposita forma quacunque Ia, b, a'), cuius determinans positivus 
non -quadra tus — D: invenire formam huic proprie aeipiivalentem. [A, B, €},• in qua 
B sit positivus et <[ \ D ; A vero si est positivus , vel, — A, si A negativus, inter 
y ID -f - B et y/D — B situ». 

Sol: Supponimus in forma proposita utramque conditionem nondum locum 
habere; alioquin enim. alium formam quaerere opus non esset. Porro observamus, 
in fonna determinantis non- quadrati terminum primum vel ultimum = 0 esse non 
posse (art. 1 7 t ann.V Hit d = — b (mod. a) atque intra limite» \ID et y >D + a' 
situs (accepto signo superiori quando «positivus. iiiferiori quando est ucgati- 
vtis) quod fi ori posse simili ratione ut art. 3., facile demonstratur, ponaturque 
— ~ — — a", qui erit integer, quia b'b' — D~bb — D = nd'=0(mod.a'l. Iam si 

r 41 * # r , 

a " <( a, fiat denuo b "~ — b' (mod. a") et mtcr \ D et y l> -f- a" situs (prout a" 
positivus vel negativus) et 7- 1 - = « r . Si hic iterum a m < a", sit rursus 
b'"— — 6"(mod.o”), «t inter y D et y D^feT situs atque =t a". Haec 

optatio continuetur; donec in progressione 'd, a”, a', a" etc. ad tcrmhium 
perveniatur , praecellente a m non minorem , quod tandem evenire debet . quia 
alioquin progressio infinita numerorum integrorum. continue decrescentium habe- 
retur. Tutu positis n h ‘~A, b m —B, a " +I 3C, forma i A,B,C) omnibus con- 
ditionibus satisfaciet. < . . • ’ 

Dem. f. Quoniam in progressione formarum (a,i/.a r ), -(«\ 6', «": . («".6",«'") 
etc. quaevis praecedenti est contigua: ultima f A, B, C) primae [a, b'd) proprie 
aequlvalens erit: , • .... - > ; 

11. Quia B inter, y ID et \‘D IjP ,-i situs est (accipiendo semiier signum su- 
perius quando A est positivus, inferius quando A est negativus)': patet, ai pona- 
tur y 'D — B—p; h-~ {\jDfi- A \ —g . hos p. q fore positivos, iam facile con- 
firmatur. fore qq-\-Tpq %p\jD AA — BB; quare D-fAA — BB 
erit numerus positivus, quem ponemus = r. Hinc pfopter D=*BB — AC, 

2 ) * 
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fit r j=AA-^-A C, adeoque AA — AC numerus positivus: quin vero per hyp. 
A uon est maior quam C, manifesto illud aliter fieri nequit, quam «i AC est 
negativus, adeoque signa ipsorum A, C opposita. Hinc BB — D-\-AC<^D 
adeoque B <( \]D . , • . • % . 

III. Porro quia — AC == D — BB, erit AC<^1), et hinc (quia A non 
>C}. A<d\jD. Quare \JD^-A erit positivus; adeoque etiam B, qui inter 
limites \/D et \/i) Zf /I est situs. 

IV. - Hinc a potiori y'D-f fi + -4 positivus, et quia \JD — B + Ai= — q. 

est negativus, + A situs erit inter yfi-ffi et yfi — B. Q. E. D.' • . 

• Er. Proposita sit forma (67, 97. Itu), cuius determinans = #9, liic in- 
venitur progTessio formarum (67, 97, 140), (140, — 97,67), (67, — 37, 40), 
(40. -— 3. — 1), —1,5, 4); • Ultima erit quaesita. 

Tales formas ( A.B , C) determinantis positivi non -quadrati D, in quibus ,4 
positive, acceptas tacet inter yXl-f-.fi et yZ> — fi, li vero positivus- est atque 
<y 'D, forma* reducta* vocabimus.' Formae itaque reductae determinantis positivi 
non -quadrati aliquantum differunt a formis reductis determinantia negativi; sed 
propter magnam analogiam inter luis et illas, denominationes diversas introducere 
noluimus. . * ♦ • - 


N>4. ■ • 

.Si aequivalentia duarum formarum redactarum determinantis positivi aeque 
fpcile dignoeei posset, ut in formis determinanti» negativi. &rt.. 1-72). aequi valen- 
tiam duarum formarum quarumamque eiusdeui determinantis jiositivi nullo, negotio 
diiudicare possemus. Sed hic res longe aliter se habet-, fierique ; adest ut per- 
multae formae reductae inter se aequivalentes sint. Antequam itaque problema 
hoc aggrediamur, profundius in naturam formarum reductarum (determinantis 
positivi non-quadrati , quod semper hic subintdligendmn) inquirere m -cesse erit. 

. 1) Si ia. b, c) eat forma reducta, a et c signa opposita habebant. Nam 

posito' determinante formae i =£>, erit ac — bb — I). adeoque, propter 6<yX). 
negativus. * * ‘ . 

4) 'Numerus c perinde ut a, positive acceptu», inter yll-f & et \JD — b 
situs erit. Nam — ; quare, abstractiouo facta a siguo , c iacebit inter 

jirif et »• «- inter ,\jD — t et \jp + b ^ 

31 Ilinc patet, etiam -.(c, b, a) fore formam reductam. 
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t. t * 

4) - /Tum a tum c erunt O 2 yD . Uterque enim est <yD*4 -4, adeo- 
que a potiori <£ 3 \jD . , 

5) .Numeri» 4 situs erit inter y/D ct \ID^-a (accepto signo nuperiori 
quando a positivus, inferiori quando est negativus). Quia enim +« iaeet inter 
\jD-\~b et \1) — b, erit +a — {^D — 4), sive 6 — [\jD+a) positivus; b — \D 
autem est negativus; quamobrem b inter \D et \!D ^ a .erit situs. Prorsus 
eodem modo demonstratur, b inter \ D et 'JD^-c iacere .prout c pos. vel neg.j. 

6) Cuivis formae reductae ( a,b,c ) ab utroque parte contigua, est reducta una. 

et tiofl p/ures. ( . 

• Fiat i» = c,4's — b mod. a) et inter \jD et situs*). c= 

eritque forum (a, b’, c) formae (a, b, c) ab ultima parte contigua , simulque ma- 
nifestum est. si ulla forma reducta formae ( a,b, c } ab ultima parte contigua detur, 
eam ab hac («', b',e) diversam esse non posse. Hanc vero Yevera esse reductam, 
ita demonstramus. •. t • '• . 

A) Si ponitur '. . 

• • t 

\ D-\-b + a'=p, +o' — (yD — b) — q, \'D — 4 — r' 

hi p, q, r ex (2) supra et defin. formae reductae erunt positivi. Porro ponatur 
6’- ( V X» + «)_=/ yt)^b- = r ' 

erunt que q, r positivi, quia b’ iacet inter yl> et yl> 4I a. Denique ait b-j-H 
= ;+;»*' eritque »» integer. Iam patet esse p~Y<( = b-\-b\ adeoque 4-4-F 
sive + »«' positivum, *t proin etiam m; uncte sequitur m — I certe non esse 
negativum. . Pom> fit , *• * 

r-\~g'-\-ma — 2 b'-\-a, sive- 2 4' = r-f-y'+(m — 1 ) <*' 

■ - " * • 1 ’ • , • . 

unde 2 b' et H necessario erunt positivi. Et quoniam' 6'-f-r / = y'Z>, erit 6'<yD 

B) Porro fit ’ • . • > 

\ : I)-\-'b', sive r fm — Ia' ^ y/D f- d 
' s - , • ■ • ' 

quare \iD^b'~\-a’ erit positivus. Hinc «t quofoam H-e — - (yll— rA') == f , 

*) Ubi §igna ambigua sqnt, nuperior* *«m|)er mlent qoanda «' <?it* po«itivu*. inferiora piando a’ 
negativus. “ # 
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adeoquc positivus, -f-o' iacebit inter \JD-\-b' et \]D — b' . Quocirca ( a',b',c' ) 

erit forma reducta. ' , 

Eodem modo demonstratur, si fiat 'e = a, 'is — i mod. t) et jntcr \'D 
et y’ D + 'c situs, 'a — formam (a/b/t) fore reductam. Manifesto au- 

tem forma haec formae [a.b.c) a parte prima est contigua, aliaque reducta prae- 
ter Ca,'b,'cJ hac proprietate praedita esse non poterit. 

Ri. Formae reductae (5,11,-14), citius determinans =181, a parte 
ultima contigua reducta ( — 14, 3, 13), a parte prima vero haec (-■— 22,.9. 5 . 

. * • • ‘ • 

. 7) Si formae reductae ( a.b.c ) a parte ultima contigua est redacta {a. b’, e';: 

reduotae Ic, b, a) contigua erit a prima parte forma (c, b’.d)\ ct si reductae 
ia.b.c a prima parte contigua est forma (a,‘b,'e)\ reductae ( c.b.a) reducta 
Cc.'b,'a). contigua qrk ab ultima parte. Porro etiam formae ( — 'a, 'i, — ' c ), 

( — a, b , — *), ( — a, #7 — c') reductae erunt, et secunda primae, tertia secundae 
ah ultima parte contiguae, sive prima secundae, secundaque tertiae a parte prima; 
similiterque tres formae ( — e’, b',. — a ) , ( — c, b, — .a), ( — -'c. 'b , — '«). ILacc tam 
obvia sunt ut explicatione non egeant. *• 

. . * , • 

‘ 18*. ‘ .• 

Multitudo omnium formarum reductarum determinantis dati D semper est 
finita, ipsae vero duplici modo inveniri possunt. Designemus indefinite omnes 
formas reductas determinantis D per [b.b, c), ita ut omnes valere* ipsorum a. b,c 
determinare ojmrteat. ' • . ‘ .• - • 

» Methodus prima. Accipiantur pro o omnes numeri (tum positive, tum ne- 
gative! minores quam 2 \!D , quorum residuum quadraticum D . et pro singulis 
a, ponatur b aequalis omnibus valoribus positivis expr. \D {mod. a) inter \JD 
et \'L) iacentibus, c vero f>ro singulis valoribus determinatis ipsorum a. b, 
ponatur = . ki quab formae hoc modo oriuntur. ‘.in quibus- +« extra 

y !D~\~b et \Jl) — b situs est, reiiciendae sunt. • , ' . 

. , Mcltiodus secunda. Accipiantur pro b omnes numeri positivi jninores quam 
\(D. pro singulis A resolvatur bb — D omnibus quibus fieri potest modis in bi- 
nos factores. qui neglecto signo inter \I) -f- b et \I) ri- b iaceant. ponaturque 
alter — o, alter = c. . Manifestum est, singulas resolutiones in factores prae- 
bere binas formas, quia uterque factor tum —o, tum — c [>oni debet. 
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Ex. -Sit D = 79 eruntque vaiores ipsius a viginti duo + 1. i. 3, 5, 6. 7. 9. 
10,13,14,15. ' t’nde inveniuntur formae undeviginti : ' 

(1.8, —15), (2, 7, —15), (3, 8.-5), (3, 7, —10), (5, 8, —3),' (5, 7. — 6), 

(6,7. —5), (6, 5, —9), (7, 4, —9), (7, 3, —10), (9, 5,-6), ‘ ( 9 , 4, —7 , 

(10. 7,— 3), (10. 3, -V7), (13, 1, — 6), (14, 3, — 5), (1 5. 8. — 1). . 

(15. 7, —2), (15, 2, —5) ‘ . 

• . • 

totideraque aliae quae fiunt ex his, si terminorum exterorum signa commutantur 

puta ( — 1, S, 15), ( — 2, 7, 15) etc., ita ut omnes triginta octo sinh Sed ex his 

reiiciendae sex (+13, l. +6), (+14, 3, + 5), (+15,-2, +5), reliquae triginta 

duae omnes reductas amplectuntur. Per methodum secundam eaedem formae 

prodeunt sequenti ordine *): . - • 

(±7. 3, +10), (+10,3,4:7), +7,4,419), (+9, 4, 4:7),- (+6, 5. +9), 
(±9, 5, +6), (+2,7,4:15), (±3,7,4:10), (+ 5, 7, + 6) , (±6, 7, 4:5;. 
(± 10, 7, +3), .(±15, 7, 4-2), (±1.8, +15). (±3..*. +5), 

(±5, 8, +3), .(±15, 8, +1). 

• * 

• • 

« 186. 

Sit F forma reducta, determinantis D, ipsique ab ultima parte contigua 
forma reducta F huic iterum ab ultima parte contigua reducta F"; reducta F " 
ipsi F” contigua ab ultima parte etc. Tum patet, omnes formas F'. F", F"' e tc. 
esse prorsus determinatas, et tum inter se tum. formae F proprie aequi valentes. 
Quoniam vero multitudo omnium formarum reductarum determinantis dati est fi- 
nita, manifestum est, omnes formas in progressione infinita F, F', F " etc. diver- 
sas esse non. posse. Ponamus F"‘ et F m+ " esse identiqas, eruntque F m ~K 
pm+n—i rtK Juctae, eidem formae reductae a parta prima contiguae, adeoque ideu- 
ticae; hinc eodem modo F'"* -1 et J etc. tandemque F et F" identicae 

erunt. Quare in progressione F. F', F" etc. , si modo satis, longe continuatur, 
necessario tandem forma prima F recurret; et si supponimus F* esse primam 

idcnticam cum F, sive omnes F', F” F" - 1 a- forma F diversas: facile persju- 

citur, omnes formas F, F'. F" . ... F” - 1 «liversa» fore. Complexum haram for- 

•) Pro 6 = 1 , — " 8 in duo» factores, qui negldcto nigno intei* V?* *+■ 1 et v'7® ■— l iaceant. resolvi ne- 
quit; quare hic valor c«t praetereundus, ex eademque ratione valorea 1 et f. 
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marum vocabimus periodum formae F. Si igitur progreasio ultra' ultimam jieriodi 
formam producitur, eaedem formae F, F',F” ctc. iterum prodibunt, progressio- 
que tota infinita F, F’, F" etc. constituta erit ex hac .periodo formae F infjni- 
ties repetita. f 

Progressio F, F', F ” etc. etiam retro continuari potest, praejionendo formae 
F reductem 'F. quae ipsi a parte prima est contigua; huic iterum reductam "F, 
quae ipsi a prima parte contigua btc. Hoc modo habebitur progressio formarum 
utrimque infinita 

' . ... ~F. "F, 'F, F, F’, F ", F"' 

(lempieieturque facile, 'F identicaih fore cum F"~', "F cum F etc. adeoque 
progressionem etiam a laeva parte e periodo formae Fj- infinities repetita . esse 
constitutam. 

Si' formis F, F', F" etc. 'F, " F etc. tribuuntur indices 0,- 1 . 2 etc. — 1 , 
— 2 ctc. genera Literquc formae F m index m, fortnae m F index — m, patet. 
formas quascunque seriei identicas fore vel diversas, prout ipsarum indices congrui 
sint vel incongrui secundum modulum n. * 

Ex. Periodus formae (3, S, — 5), cuius determinans =79. invenitur haec: 
(3, S. —5), /—5, 7, 6), (P, 5, —9), (—9,4,7), (7,3. —10). (—10,7,3). Post 
ultimam iterum prodit (3, 8. — 5). Hic' itaque » == #. 


1 87. . • 

Eeoe quasdam observatione^ generales circa has j>eriodos. 

.1)' Si formae F. F', F" etc. ; F,"F, "’F etc. ita exhibentur: 


a, i), — a"). ( — d, fi, a “) , («". b", — a'"] etc. ; ( — 'a, 'b, a) , f a, "b, — 'a ) , ( — '"a, " b , "a) 

oipnes a, d, d', d". etc. ‘a, "a, "a etc. eadem signa habebunt (art.l 84, 1), omnes 

vem b; ii, b" etc. 'b, "b etc. erunt positivi. 

♦ * * 


2) Hinc manifestum est, numerum n (multitudinem formarum ex quibus 
|ieriodus formae F constat) semper esse jtarem. Etenim terminus primus formae 
cuiusvis F"' ex hac periodo manifesto idem signum 'habebit uti terminus primus 
a formae F, «i m est par, oppositum, $i m est impar. Quare quum /•’" et F 
identicae sint, n necessario erit par. 
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3) Algotithmus, per quent numeri b', b", b'" etc., 
ex art. 184, 6 est hic: 


If M» 1 

a , a etc. 


inveniuntur. 


b' = — b (mod.fl') inter limites \'D et \I) a' ; 


6" = — 6'(mod-.a*) ......... \]T)-\-a\ 

b ' ” = — 6"(mod. «'”} , . . ; 



u~hh‘ • 
a' 

r>—b"k" 

a" 

/)-rr' 


etc. 

* , * * • 

ubi in columna secunda signa superiora vel inferiora sunt accipienda , prout 
a, a', a" etp. sunt positivi vel negativi, Loco formularum in columna tertia etiam 
sequentes adhiberi poscunt, quae commodiores evadunt , quando D est numerus 


magnus : * • 

• . * 



a =*+*' (6-K) + « 
.. = [b'—b") +a 



cT = (b" — 6”) + fl- 



ete. 



4) Forma quaecunque F m , in periodo formae F contenta,, proprie ean- 
dem periodum habet ut F. Scilicet periodus illa erit F m , F m + ' .... F H ~ \ 

F. F' F m— *, in qua paedern formae eodemque ordine occurrunt, ut in periodo 

formae F, et quae ab hac tirntummodo respectu initii dt fini? discrepat. 


,5) Ilinc patet, omnes formas reductas eiusdem determinantis D in perio- 
dos distribui posse. Accipiatur aliqua harum formarum, F, ad libitum investi- 

geturque ipsius periodus, F, F', F ” F n ~ l , quam designemus per P. Si haec 

omnes formas reductas dqtenninantis D nondum amplectitur, sit aliqua in ipsa 
non contenta G huiusque periodus Q' Tum patet P et Q nullam forinam 
communom habere posse; .alioquin enim etiam G in P contenta esse deberet 
periodique omnino oojnciderent. >Si- P et Q omnes formas reductas nondjim ex- 
hauriunt, siliqua ex deficientibus, //, periodum tertiam, R, suppeditabit, quae 
neque cum F neque’ cum Q -formam communem habebit. Hoc modo continuare 
possumus, usquedupi omnes formae reductae sint exhaustae. Ita e. g. omnes for- 
mae reductae determinantis 79 in sex periodos distribuuntur: 


22 


Digitized by Google 


170 


r>r FORVIS HfXTNTU ORAUFR. 


I. (1,8, —15), (—15,7,2), (2, 7, —15), (—15.8,1), 

II. (—1,8,15), (15, 7, —2), (—2,7,15), (15, 8,-1). 

III. (3, ‘8, —5), (—5,7, 6), (6, 5. —9), (—9/4,7), (7, 3. —10), (—10,7.3). 

IV. (—3, 8, 5), (5,7, —6), (—6, 5, -9), (9. 4, .—7), (—7,3,10), (10,7, —3). 

V. (5, 8, —3),' (—3. 7, 10), (10, 3, —7), (—7,4,9), (9, 5, —6), (—6,7, 5). 

VI. (—5.8,3), (3, 7, —10), (—10,3,7), (7, 4, —9), (—9,5,6), (6,7,— 5). 


6) Vocemus formas socias, quae ex iisdem terminis constant, sed ordine 
inverso positis, ut (a, b, — a), ( — a. b, a). Tum facile perspicitur ex art. 1 94, 7, 
si periodus formae’ reductae F sit F. F', F" F"~ \ formae F socia f formis- 
que F n ~ ’. F"~ ! . . . . F~. F' resp. sociae sint formae f\ f" f*~ *, f n ~ i : 

periodum formae f fore f. f, f ... .f”~*, f n ~ V adeoque ex totidem formis con- 
stare . ut periodum formae F. Periodos formarum sociarum vocabimus periodos 
socias. Ita in exemplo nostro sociae sunt periodi IIP et VI; IV et V. 


7) Sed fieri etiam potest, ut forma f ipsa in periodo sociae suae F occur- 
rat, uti in ex. nostro in periodo I et II. adeoque periodus formae F cum periodo 
formae f conveniat, sive nt periodus formae F sibi ipsi sit socia. Quoties hoc -eve- 
nit, in hae periodo duae formae ancipites invenientur. Ponamus enim periodum 
formae F constare e 2n formis sive F et F*" esse identicas; porro sit ' 2 m -|- 1 
index formae f in periodo formae» F *) . sive F !m ^' et F sociae. Tum patet 
etiam F' 'et’ F 1 ™ forensOcias nec non F" et F*"'-' 1 ctc. . adeoque etiam F”' et 
F"+*. Sit F"’ — {a m , b m , ^ fl ” ,+ '), F w+ ' (— a m + \ b m+t , o w+ *). Tum erit 

b m -\- = 0 (mod. rt“ + l ); ex defin. formarum sociarum vero erit b m — b"’ 1 

atque hinc '2b m+ ^ — 0 (mod a l " +l ), sive forma F m+i anceps. Ebdem mo<Io 

F* m +* et F’" erunt sociae; hinc F”" +l et F*" -1 ; F*'" +, et F 1 " - ’ etc. tan- 
demque F m+ " et /•'”*+ “F', quarum posterior erit anceps", uti per simile ratio- 
cinium facile probatur. Quia vero m -j- 1 et m-j-n- 1- 1 secundum mod. 2 n 
sunt incongrui, foymae F m + I et F m + " + ' klenticae non erunt (art. 186, ubi n 
idem denotat, quod hic 2»), Ita in I sunt formae anoipites (1, 8. — 15), 
(2, 7, —15), in H vero (—1,8,15), (-—2, 7,15). * 


•) Index hic neceasario erit impar, quia raanifo%to termini primi formarum P. f signa oppoaita habent 
ipii» nupra, J). 
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8) X ice versa, quaeris periodus, in qua forma anceps occurrit, sibi ipsi socia 
est. Facile enim perspicitur, si F m sit forma reducta anceps : formam ipsi so- 
ciam (quae etiam est reducta) simul ipsi a parte prima contiguam esse. i. e. F m ~* 

et F m sochis. Tum vero tota periodus sibi ipsi socia erit. Hinc patet . fieri 

non posse, ut unica tantum forma anceps in periodo aliqua contenta sit. 

9) Sed etiam plures quam duae in eadem periodo esse nequeunt. Ponamus 

enim in periodo formae F, ex 2 n formis constante, tres formas ancipites dari 
F \ F •*, F'', ad indices X, p, v respective pertinentes, ita .ut X. p, y. sint numeri 
inaequales inter limites 0 et 2 n — 1 (incl.) siti. Tnm formae F l ~' et F' erunt 
sociae; shniliterque F *~ * et F >+ ' etc. tandcmque F et F ,K .~ l . .Ex eadem ra- 
tione F et F 1 ** 1-1 sociae erunt, nec non F et •F*’ - quare F * l ~ ', F ,,i— \ 
F*'*“ 1 idcnticae, indicesque 2X — J, 2p — 1, 2v — t secundum modulum 2» 
congrui erunt, et pruin etipm X = f*=v(raod. ii). . Q. E. A. quia manifesto inter 
limites 0 et 2 n — t tres numeri diversi secundum modulum n congrui iacere 
nequeunt. >• 


> 88 . 

Quum ompes formae ex eadem jieriodo jiroprie sint aequivalentcs . quaestio 
oritur, annon etiam formae e periodis diversis proprie aequi valentes asse possint. 
Sed antequam ostendamus, hoc esse impossibile, quaedam de transformatione for- 
marum reductarum sunt exponenda. , * 

Quoniam in sequentibus de formarum transformationibus persaepe agendum 
efiti ut prolixitatem quantam fieri potest evitemus, sequenti scribendi compendio 
abhinc semper utemur. Si forma aliqua Z.XX-J- ??YY |>er substi- 
tutionem X=;a.r-f-dy> Y—yjcf-fy in formam -Y n Jty trans- 

formatur; simpliciter dicemus , (L, M, N) transformari in [l, pi, n) persubstitu- 
tionem a,6,y,8. Hoc modo opus non erit , indeterminatas formarum singula- 
rum, de quibus agitur, per signa propria denotare Palam vero est, indeter- 

minatam primrn a secunda in quavis forma probe distingui debere. 

Proposita sit forma reducta a, b, — a’) . . .f, determinantis D. Formetur 
simili modo ut in art. >86 progressio formarum . reductarum utrimque infinita, 
••••■y .fff.r— . et quidem sit 

22 * 
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, 

• /' = (->- a, b', a ) , 

f" = («’’. b", — a”) ete. 

■ * 

; 'f =• (— '«• 'b. a). 

7 = fo, "6, — a) ctc. 

Ponatur 


t 


b ■+■ b‘ 6' + b" 

— a * 9 . a" 

= A", . — — = A” etc. . 

— a . 

• 

b -f- b ^ "b -4- 'b 

a “ ’ — 'a 

= 'A , -sr-- = "A etc. 

a 

Tum patet, si (ut 

in art. 177 ) numeri 

a', a”, a’" etc. 6', (T, d" etc. etc. formentur 

secundum algorilhmum sequentem 


a' '= 0 

d’ — 1 

Y — i ' = a: 

ct" = d’ 

tr=r(f 

7" = 8 8" ^ h"8 — i 

«•" = tf 

G" = h m l T— t? 

• r - = ^ r=A"’«t— 8* 

ti"= 6" 

r”=r'd"'— 6" 

f=r A""r— r 


• * * 

etc. 

f transformatum 

iri 


• , 

'in f' per substitutionem d\ V, f> 


r ■ 

. v . . .a". (T. y”. r 


■r . . . 

, . . . a". <r. y". r ■ 

• e . 

. • 

etc. ' 


omnesque has transformationes fore proprias. 


Quum 'f transeat in f per substitutionem propriam 0 , — I, I, A (art. I5S;: 
f transibit in 'f per subst. prop. A, I, — I; 0. Ex simili 'ratione 'f transibit In 


7 pfer subst. propr. 'h. 1 , 

— 1,0; 7 iri 7 per subst. pr. 

"A, t. - 

— 1,0 etc. Hinc 

per art. 1 59 eodem modo ut art. 177 colligitur, si numeri 
ete. etc. formentur secundum algorithmum sequentem 

'a. "ot, 

, "a etc. '6, "d. "d 

'a = h 

'6=1 '7 = — 1 


'8=0 .' * 

"a — 'h 'a — 1 

"6= 'a "7= 'A '7 


"8 = '7 

"a — "k "a — 'a 

' “'dWa "7 = "A "7 — 

1 

r 

■'8 = '7 

W •" L ”• »_ 

a = n a — a 

""d = “a ™ r ="^“7 — 

"t • 

*«W f Mf 

8= 7 


etc. 

* 



/ transformatum iri 
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in 'f j>er substitutionem 'a. 'G, 'y, 'c • 

'» y . r G.“y, '« 

y. "a. '“G, "y, ‘"e 

. . et«! 

• • * 

• • • 

omnesque has-transfornuitiones fore proprias. 

Si ponitur a = 1 , -6 == 0 , y = 0 . <5=1: hi numeri eandem relationem 
habebunt ad formam f, quam habent (f, y'. c' ad a". 6”, y”, ff ad f" etc.; 

'G, 'y, '6 ad 'f etc. Scilicet per substitutionem a, G, y. e forma y transibit in 
f. Tum vero progressiones infinitae a, a", a" etc., a, "a, *’u etc., per intercala- 
tionem termini a , concinne iungentur ita ut uuam continuam utrimque infini- 
tam- constituere concipi possint .secundum eandem Jegem ubique progredientem 
. . . '"a. “a, 'a, a, a\ aT, ... . l.ex progressionis hieti est : 


”h”a, "a -\--a — 'h'g., 'a -\- a — ha, a-|-a"= h'n' . 'a'-\-a m 


h"a" etc. 


sive generaliter (si indicem negativum a dextra scriptum idem ■designare suppo- 
nimus, ac positivum a laeva) • 

a »-'4-a'»+' — h m a m 


Simili modo progressio , . ■ "(>. 'G, G, (f, 6” . . . continua erit . cuius lex 
■ .•G m -' + 6” + ' = A m + , G' n 

« • ■ « • * • 

et proprie cum praecedente idontica, omnibus terminis iulo loco prOmoti*. 

"6 i =>'a, ’G = d, G = a' etc. LeS progressiohie continuae 'y. 'y, 7. y'. y’? — 

erit haec . . . ‘ 

y“— 1 _|_ y"-H — h m y" • * 

• » . * 

et lex huius . . . "6 , ff .. . erit . 

■' ‘ — A m + , C m 

insdperque generaliter ff 1 = y® + ’. 

Ex., Sit forma projKisita y haec ( 3 . S. — 5 ), quae transforhiabitur 
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in formam 

Mttrtf ^ 

1 , — 10, 7, 3) per substitutionem 

— 805, 

— 152, 

+ 143 

, +27 

$ 

mttt ^ 

(3, 8, —5) 

— 152, 

+ 45, 

+ 27. 

— 8 


y 

(—5. 7, 6) 

+ 45, 

+ 17, 

— 8, 

— 3 


<«y* 

(6, 5, —9) 

4-17, 

— r 41, 

— 3, • 

+ 2 


y 

(-9, 4, 7) ' 

— 11, 

• — 6. 

+ 2, 

+ 1 

* 

7 

(7. 3,-10) 

— 6, 

+ 5,. 

+ 1, 

— 1 


. 7 

(—10, 7, 3) 

4-5, 

+ 1 - 

— 1. 

0 


f 

(3, 8, —5) 

+». 

0, 

0, 

+ 1 


r 

5| 7. 6) 

o, 

— 1, 

+ 1, 

— 3 

’ - 

'r 

(6, 5. -9) 

— 1, 

— 1 2, 

— 3, 

— 7 


r 

(-9,4,7) 

— 2,' 

+ 3, 

— 7, 

-[• 1 0 


r 

(7, 3, —10) 

4-3,- . 

+ 5, 

+ 1«. 

+ 17 

. 


(—10, 7, 3) 

+ 5, 

.— 8, 

+ 17, 

— 27 



(3, 8,-8) 

— 8, 

1 — 45, 

— 27, 

— 152 


r 

(-5.7,6) 

*— 45, 

+ 143, 

— 152 

. — f- 483 


etc. 


189. v . . . 

Circa hunc algorithmum sequentia sunt annotanda : 

1) Omnes a, a, a etc., 'a, "a etc. eadem signa habebunt; omnes b, b',b" etc. 

'b, "b etc. erunt positivi; in progressione . h, h\ h"- ... . signa alternabunt, 

scilicet si omnes a. a' etc. sunt positivi, h m vel ”‘h erit positivus quando m est 
par, negativus quando m impar; sivero a, a' etc. sunt negativi, h m vel m h pro 
»i pari erit negativus, pro impari positivus. 

< i , 

2) Si a est positivus adeoque h' negativus, h" positivus etc., erit a — — 1 
neg.. oT — h"a" neg. et >a” (vel = a" si It' — l); a"— h"a“' — a” pos. et ]> u" 
\quia bTd" pos., a" neg.); a"'" — h lm a m — a'" pos. et> a"” (quia h"'d"’ pos.) etc. 
Hinc facile concluditur, progressionem a, a, a!" etc. in infinitum crescere duoque 
signa positiva semper duo negativa’ excipere ita ut a'“ habeat signum -f- , -)- • — . 
— , prout m = 0. 1, 2, 3(mqd. 4). Si a est negativus, per simile ratiocinium in- 
venitur a" neg., «" pos. et vel ■ vel ,= a"; a’" - pos. )> a"''; a""' neg. >a"" etc., 
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ita ut progressio a', a", a"' etc. continuo crescat, signumque termini a m sit — , 
— , prout m — 0, 1, 2, 3 (mod. 4)'. 


. 3) Hoc modo invenitur, omnes quatuor progressiones infinitas a. a", a'" etc. 
y, y, y" etc.; a, a, 'a, "a etc.; y, 'y, "y etc. continuo crescere, adeoque etiam se- 
quentes cum illis identicas: fi, fi', 6" etc. ; 'S, £, fi, (" etc.-; fi, 'fi, "fi etc.; etc. ; 
et, prout m = 0, 1 , 2. 3(mod. 4), signum 

ipsius a m , -(- + — ipsius fi" 1 , + — + + 

ipsius y” 1 , +-J- + • — ; ipsius c"‘, + + -r- + 


* ipsius m a, -f- +’ — -J-; ipsius -| |- + — , 

ipsius '"•y, ip — '+ -p; ipsius -f- + — + 


valentibus superioribus quando q est positivus, inferioribus quando a negativus. 
Teneatur imprimis haec proprietas: Designante w indicem quemcunque positi- 
vum. a m et y”‘ habebunt eadem signa quando a positivus. • opposita quando a. 
negativus , similiterque f>”‘ et S m ; , contra m a et m y , vel "'{» et **£ habebunt ea- 
dem signa quando a negativus , opposita quando a positivus. 

4) In signis art. 3-7 magnitudo ipsorum etc. concinne ita exhiberi 
potest , ponendo • * : 

+ ti = k, ±K'=r, +K"=k m etc. ±h=k. 4! 'k —'k' ’ +*A — "k etc. 

• • . • * » * 

ita ut omnes k . k" etc.. k, 'k etc. arint numeri positivi : 

« k 


n m — ± [F, k m . k"". 


fJ m ='+ k", F. k" 

i 

y m ’= ± \k' , k". k”'.. 


(T = ± [k\ k". nr 

....k" 

"a = ± [*, % "k... 

... *-'*];■ 

m & = + [k, ' k . "k. 

•M 

M 

l 

£ 

"y = + ['*. 


m d = ± ['X, '' k .... 



signa vero ad praecepta modo tradita determinari debent. Secundum has formu- 
las, quarum demonstrationem propter facilitatem omittimus, calculus semper ex- 
peditissime absolvi poterit. 
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* . . 1 SIO. . ' 

* Lemma. Designantibus m, 'i, m, ■ numeros 'integros quoscunque , ita ta- 

men ut trium austeriorum vultus sit' — 0 : dico, si ^ iaceat inter /imites et m exclu- 

1 * V t\ H 

sive , atque sit um' — nin — -p- I , denominatorem v fure maiorem quam n et n . 

Dem. Manifesto nun' iacebit inter nnri et -mm, adeuquc ab utroque 
limite liiimls differet quam limes alter ab altero, i. e. erit 'tmri — \nm > 
finii'— v«i«'.ct 1>iinv' — v n m, sive v 0 n' ! it v — im) ct n — vm'. Hinc 

sequitur, quoniam na — vas certe non n alioquin enim fore{ contra 

hyp v , neque un' — um 0 (ex simili ratione , sed uterque ad uiinimum — t, 
fore v O n ct (>it, Q. E. AJ' » ' 

Perspicuum itaque est, ,v non posse esse al, i. e. si fuerit mu nm'— + I, 
inter fractiones “ . nullum numdruqi integrum iaccre posse. Quare etiam cifra 
inter ipsas iacere nequit, i. e. fractiones istae siftna opposita habere’ nequeunt. 



'a:* •> » 

/ i:- 


1 Q 1 ' * 
Theorema, Si forma reducta a, b, — a) determinantis D per substitutionem 
a, fi. ? transit in redactam (M, B, — „4'' eiusdem determinantis: iacebit, primo, 
Wtei ’ et [siquidem, aeque y neque B—0, i. e. si uterque times est fini- 
tus accepto signo superiori, quando neuter horum limitum habet signum signo ipsius 
a oppositum sive clarius, .quando aut u terque idem habet, aut alter idem, alter 
est — »j, inferiori quatuld neuter habet idem ut n; secundo inter * et * 

siquidem neque a neque' (i —0), signo superiori accepto quando limes neuter signum 
signo- ipsius a' {cela) oppositum habet, inferiori quando neuter habet idem ut a'*’:. 
Dem Habentur aequationes 

aita-,fi-2bay — d'yy — A, ....... [t‘ 

t» f» (i — 2 b f> c — a' 1 0 — — .1' [2 . 


1'nde deducitur 


± \ P —!• 


limite» bini 





isberOneqtJ 


*> 


net. pr&cc. propter VI — 0*7 « jh 1. 
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► . » 
a 

' ± V :7) + 6 
- » 
a 



[ 5 ] 


[«]• 


Aequatio 3, 4, 3, 6 rejicienda erit, si y, c, a. 0’ res}».. = 0. — * Sed dubium hir 
manet, quae sii/na quantitatibus rudiealibus tribui debeant; hoc sequenti modo 
decidemus, ... v . U. 

Statim patet in {3 et [4] necessario signa superiora accipi debere, quando 
neque ' nequo | .signum haln-at signo ipsius a oppositum; quoniam aeeo]ito 
signo inferiori ” et fierent quantitates negativae. Quia vero A et A' sigi a 
eadem habent, y/D. cadet intej* et ^ j adeoque in hocce casu 

* ~ V ~ rj ,et .. Unare |>urs prima theorematis pro. casu priori est demon- 

strata. 

Eodem modo perspicitur . in [5) et 6} necessario signa inferiora accipi de- 
bere, quando neque 7 neque i sigiunn -idem habeant ut a' -sive a, quia accepto 
superiori 4,.|- necessario fierent quantitates- positivae. Unde protinus seq.ntur. 

+ * pro hocce casu iacere inter 7 et . Demonstrata est itaque etiam pars 
secunda theorematis pro casu posteriori. Quodsi aeque facile ostendi posset, m 
[3 1 et |4}.signa inferiora accipi debere, quando neutra quantitatum * signum 
idem habeat ut a, et in [5] et [6] superiora, quaudo neque i neque J sig- 
num oppositum habeat: hinc simili modo sequeretur, pro illo casu — — ~ iacere 
iuter ~ et j . pro ltoc h iuter i et \ , sive par» prima theorematis etiam 
pro rasu posteriori, et secunda pro casu priori demonstratae forent. Sed quum 
illud difficile quidem non sit,’ attamen sinte quibusdam ambagibus fieri nequeat, 
methodum sequentem praeferimus. 


ut 


Quaudo nullus numerorum a, 6, y, £ — u, ‘ et g- eadem signa habebunt 
i, j. Quando itaquu neutra harum quantitatum signum idem habet ut a 
sive a, adeoque ~ ^-4 b inter 7 et 6 cadit r^entra quantitatum — , signum 

idem ut a habebit, cadetque — = ~ v ^ ~ (propter ad — D — b b inter 
- et j. Quare pro eo casu ubi neque a neque d =0, pars prima theor. etiam 
pro casu secpndo est demonstrata nam conditio ut ueque y ueque C^=0, iam ili 
theor. ipso est adiocta;. Simili modo, quando nullus numerorum a, f»;y, f =;<>, 
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ct neque neque * signum signo ipsius a vel «' opj>ositu,m habet, adeoque 

'-7 1 inter ’ et j iaeet: etiam * et * signum oppositum signo- ipsius a' non 
habebit, cadetque - / /_ i — ' r> J^ inter ^ et * . In eo igitur casu ubi neque y 
neque 8 = 0 pars secunda theor. etiam pro casu secundo est demonstrata. 

Nihil itaque snperesset quam Ut demonstretur, partem primam theor. etiam 
pro casu secundo locum habere si alteruter numerorum «, 6 sit =0, ct partem 
secundam pro casu primo si aut y aut 8 = 0. At omnes hi casus sunt impossibiles . 
Supponamus enim, pro parte prima theor., esse neque y neque 8 = 0; — , * uon 
habere signuin idem Ht a atque esse I) et = 0. ’ Tum ex aequ. «8 — fi y = 1 

tit 6 = + I , y = + 1 > Hinc ex [l< A- i' — a. quare A et a, adeoque etiam 
ii et A' signa (qrposita habent. unde tit \I D — -£) O y 1 /) (5» 8 ■ lliuc patet in [4] 
necessario sigiium inferius accipi debere, quia accepto superiori 'j manifesto sig- 
num idem obtineret ut a. Ut itaque ~ ' (propter a < \1> -(- h ex 

def. formae reductae), Q. B. A. qunm 6 = -}- I , et 8 non =0 2) Sit 6 = 0. 

Tum ex aequ. aS — b'y = ^l fit « = -f- 1 .• 8 = -f- I . Hinc ex 2] — A '= — a, 
quare a' et a et A signa eadem habebunt, unde fit yJ'D-\- "-)>y ; .D>£p. Hinc 
patet iu 3 signum inferius accipi debere, quia accepto superiori ‘ signum idem 
obtineret ut <i. Fit itaque ~-y> 5* • , Q- E. A. eadem ratione ut nnte. 

Vro parte secunda si supjtonimus neque a neque C = 0 ; i, * non habere sig- 
num signo ipsius a' oppositum atque l) *y = 0: ex aequ. a 8 — 6y = + I fit 
a=+t, 8 = + 1 * Hincex tj A = a, quare a' et A' signa eadem habebunt, 
unde fit yV I) -f- n ^~'. ]> \JD ~^> f > . Quocirca in 6 signum superius erit accipien- 
dum, quin accepto inferiori, ‘ r obtinerpt signum oppositum signo ipaips d. ■ Fit 
igitur ' v -J £-‘ - > t , Q. E. A., quia 8 = + 1 et T> non =0. Tandem 1) si 
esset 8 = 0, ex aS — 6 y=+ 1 fit 6 = +l, y = + 1 . adeoque ex 2] -*-.T.=u 
llinc \{D — \ L)~^>h, quare iu [5] signum, superius accipiendum. Hiiic 

\ 1 , Q. E. A Quare theorema in omni sua extensione est demon- 
stratum. t 

•• Quuiu differentia inter - ct ®- sil =-’.: differentia inter + ' ,; et - vel 

^ c j f ^ y ! ^ 1 4 u j y 

j erit <^; inter - g ~ autem et.-, vel inter illam quantitatem et V nulla 
fractio jacere jKJterit , cuius denominator non sit maior quam y aut f 7 lemma 

* pntee^ Kodem modo differentia quantitatis — a fractione * vel hac * 




4 
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erit minor quam i, et inter illam quantitatem et ucutram lmrum fractionum 
iacere potest fractio cuius denominator non sit maior quam a et 6. 


• ; . 192. . . • 

Ex applicatione timor, praec. ad algorith ilium art. 186 sequitur, quantitatem 
* * quam per L designabimus, iaoere inter ~ et mter *„ et inter 'V et t„ 

etc. facile enim ex art, 139,8 fin. deducitur, nullum horum limitum habere «ig- 
num oppositum signo ijisius.a; quare quantitati radicati signum positivum 
tribui debet) sive inter ^ et %; inter V et %„ etc. Omnes itaque fractiones 

-i, -s™ etc. ipsi L ab eadem parte iacebunt, omnesque t;, p,, sp etc. a parte 

T. T T m . . V . • . 7 j . J ... « n 

liinnia rr» «nm V ad' -w ,,< inir^Kif a#. T. airmltniiA rntiAno 


altera. Quoniam vero iacebit extra %r, et Z/, similique ratione 

i»» 0 '« * 7 B '"« T • 

extra Z, et ^ extra Z/ et etc. I nde manifestum e* t, ha» qy an ti tales 
iacere sequfnfi orcluie : 


?• r; \*r L ' 


1 '^55* t i 


Differentia autem iuter et L erit minor quam differentia inter ~ et i. e. 

I ^ j* ( | • j 1 T T 

<-y>, simiHque ratione differentia inter et Z> erit ct€ - Quainobrem 

fractiones etc. continuo propius ad limitem X. Accedunt, et quoniam 

y\ y”, y" continuo in infinitum crescunt, differentia fractionum a limite quavis 
quantitate data miuor fieri potest. , *• . 

Ex art. 1 t>9 nulla quantitatum J, -J. „1 etc. signum idem halabit ut a; hinc 
per ratiocinia praecedentibus omnino similia sequitur, illas et hanc ~ ^ D j . 
quam per L’ designabimus, iacere sequenti ordine: ' 

' ' T "t "*T f- 1 1 

Differentia autein inter - et L’ minor erit quam . , differentia inter ? et 1. 
minor quum etc. Quare fractiones J . ,-J etc. continuo propius ad L’ acce- 
dent , et differentia quavis quantitate dnta minor fieri poterit. 


In ex. art. 1SS fit L—. — = 0,2<J(>0t>4s> et fractiones appropinquantes 

f hf iV. A. A. AV' Hi- etc. Kst autem H J = 0,2960662 Ibidem fit 

L' — = — 0,l7763Si», fractionesque approximantes f, — k, — E — A- 

Est vero = 0,1776397. 

■ • 23* 


-rV. - A. -.Vr- -EHetc. 


Digitized by Google 




180 


I)E FORMIS «BOTNDI (HUMIS. 


.. •• • » 19 ». 

TnEOREia. -Si formor reductae f, F proprie (Uguiealenteo sunt: (Utera in al- 
terius periodo contenta 'erit. 

. Sit f = («.i, — d), F = (A B, — A), determinans harum formarum D. 
trauseatque ilia in hanc per substitutionem propriam 81. 4). G, 35. i Tum dico, si 
periodus formae / quaeratur progressioque utrimque infinita formarum reducta- 
rum atque transformationum formae f in ipsas eruatur, eodem modo ut art. 186: 

oel — f— iit fore aequalem termino alicui progressionis "a, 'a, q, a, a" .... hocque- 

posito = a"‘, +4) fure ==#'", + G = f", + 1) = | rei — 31 fore aequalem 

termino alicui a'", et “*-4), — G, • — 3) resp. — fi*', f‘, d 1 " (abi m etiam indicem 
negativum designare potos»). Iu utro<]ue dum F manifesto ideutica erit cum f m 


Mt-J -•! >y0 l l tapa v ; . 

Dem. 1 . riabentiu - quatuor aequationes , 


1- «iq 


«3131 + 21-516 — «'G6 4 A 


[ 1 ] 


«31 4) +45135 + 4) 6) — a'G$ — B. . . . f*l 

«** + 2RS)©-*-«'®3> =/— >: y. .. [»] 


r j — 4)6 — 1 . 

.«•di pt 1. 0SMI1I0N 


w 


t 'onsidorainus nutem pruno casum, ubi aliquis numerorum 314). G, 35 — 0. 

1* Si 3l = « fit ex jd] '4)6 = — 1 , adeoque 4) = + 1 , -6 = + 1- Hinc 

ex^J], ~*-d'=*A; «*q A + o'S) = B sive 11 ~ — 6(mod.«' vel A)t unde 
stkjuitur fonnam i .1, B, —A!) formae ( a,b , — a), ab ultima jwrte contiguam esse. 
Quoniam vero illa est reducta, necessario cum /' identica erit. Ergo B m* b>, 
adeoque cx [2] l>+4'= — a’635 = 4;«'!); hinc propter — A', Iit- 35 = + h'. 
Lnde colligitur, +51, + 3), + 6, ^35 esse fesp. =0, — 1, +1, /f sive 

= d. t>\ y, Sr.jpy <»•.•• r '• * 

2° Si 4) s 0 , fit ex [ 4 ] »31 = j- 1 , 2) ** + 1 ; ex [3] d — i’; ex [2] 

/< + a'6 = 21, sive b~B (raod. d)- Quoniam vera tum f tum F sunt formae re- 

ductae: tum b * tuin B iacebunt inter \jD et \]D d (prout d pbs. vel neg., 
art. 185, 5). Quare erit necessario b — B, et 6 + 0. Hinc formae /, ■ F sunt 
*' idcnticae atque +81. +4), +6, + 2) 1= 1 . 4 ), 0, I •= a, 6 (resp-). 

P <f| 3 “ Si 6 ^ 0, fit ex [4] 31 =: + i , © = + 1 ; ex [1 a — .1; ex [2) 

:£(mod.a}.. Quia v*ro tum' b. tum B iaccnt iuter \D 


"Vj + a4) + i — B sive b- 


r 


d»: 

* • 
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et \jD+a: erit necessario B^=b et © = •. tlnare casus hic a praecedente non 
differt. ’ ' ' • • 

4“ Si $ = 0, fit ex [4] ©=;+ 1 , © ^ 1 ; 'ex^ftfl a — — A'; ex [2j’ 

-J- (i 8 l — b = B ■* ire jB = *— 6 (tnod,o). ' Hinc ibrtna F formae f a parte prima 
contigua erit, et proin cum forma f identica. - Quare propter ~ A, et h'^t'b, 
erit sj- 2 l = A. Unde colligitur +. 2 U 4 ;<S, i® resp. Osse =*fsl. t. — 1,0 

J 'ctlfflK •• -V . A. A ; * **t ^V*****? 1 ^ « « •« 

Su|)crest itaque casus nl)i nullus numerorum S> = =’ « Hic iter 

Lemma art. 190 quantitatds ^ ^ ^ idem signum habebunt, orinnturqtie 
inde duo casus, quum signum hoc Vel cum signo ipsorum a, a' convenire rei 'ipsi 
oppositum esso possit. t •* ' 4 • p» ' •* 

- l.y *• ,'.y • w VtP’ 'i ■'‘e 

11. Si, 2.,^ iilem signum habent ut a: quantitas bpiam dOsigria- 

bimus per X) inter has fractione* sita erit (art. 1 9f-). Demonstrabimus lajn , 2 

• a" n ,,rf B , 

aequalem fore alicui fractionum », , -g» . etc. , atque _ • proxime sequenti, 

, gM ^ T 1 T ggu -«-4 1 ® ™ 

scilicet si s fuerit = ^ fore' 55 = frwt • In art. pruee. ostendimus, quan- 

titates “,,, etc, {quas btevitAtis gratia per y^* (^> (3) Otc, denotabimus), at- 
que X, hunc ordinem (I) .observare : (l)y(3}, (5)., . . X . . . (ti . (4), (2); prima harum 
quantitatum es\ ==o (propter a' = 0 ) , reliquae omnes idoin signum habent ut L 
sive a. Quoniam vero per hyp. * , * (pro quibus scribemus Dt, 91) idem signum 
habpnt: patet has quantitates ipsi (l) a dextra iacere-ffcut si maris ab eadem pnrte 
aquaX), et quidem, quum L iaceat intet ipsas, alteram ipsi ■ X h dextra . al- 
teram a laeva. Facile vero ostendi potest, 211 ipsi (t) a dextra jacere non posse, 
olioquin enim 91 iaeeret inter (1) pt X, unde sequeretur primo [2] iacere inter DI 
et 91 , adeoque deuominatorem fractionis (2) maiorem esse denominature fractionis 
91 (art. 190 ). secundo 91 iacere inter (t) et (2)’, adeoque denoin. fractionis 91 esfte 
maiorem quqm de» om. fractionis (2), Q. E. A. ’' -<4 

SupptmamUs DI nulli fractionqm (2), (3), (4) e te. aequalem esse , ut, quid 
inde sequatur, , videamus. 4L’um manifestum est, si fractio DI ipsi L -a laeva 
laceat. -necessario eam sitanl qsse aut inter (1) et (3), aut inter (h et (5),‘itut4nter ' 
et (7) ctc. (quoniam X est irrationalis, adeoque ipsi DI certo inaequalis, fraetiones- 
quo (1)^(3),. (5) etc. 'quavis quantitate data, ip*ri X inaequali. propius ad X aoee- 
<lere possunt). Si verp ,Dl ipsi X a dextra, iacet : necessario liicebit aut iiiter (2) 
et (4); aut inter (4) et (6) aut inter (8) et (8) etc. Lunamus itaque Di intere inter 
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w, et »w -f- 2/. patetque quantitates St, m , (/R (m -rf— 2). L jacere sequenti 
ordine. 

(UH: (•*>. («), {»+ 2). L, (*.+ !) • 

Tum erit necessario tl =(s»-|-l). Iacebit enim 9t ipsi L a dextra; ai vero etiam 
ipsi (*•-)-() a dextra inceret, -f- 1 ) inceret inter Si et 91, urnle y m+l > 6. 
9fl vero iptcr (*) et (m -+- 4} uude Cj> (art. lSM)}, Q. E. A.; si vero 9t ipsi 
m -|- 1 ) a laeva iaceret , sive inter [m -f- 2) et '««-(- 1 ) , foret $ > y m+t , et quia 

(m -p X) inter 3S et fi, foret Q- E. A. Erit itaque sK — («*+!}, 

e o»*’ t* • 

MTe 1) i-- 

Quia 9 3) — 33<E — 1 .. ® erit primus ad X 1 et ex simili ratione £> m primus 

/ t ^ 0 fm * 

ad iS*" . l'nde facile perspicitur aequationem ^ consistere non posse , nisi 

futerit aut 5fl={?", 2);= , aut 9? — - — 6'" , ® = — S m , Iam (pium forma f 

per substitutionem propriant a 1 ' 1 . 4"\ y", c”* in formatu /” transmutetur, quae 
est Hp a" 1 i", o l " +l ) : habebuntur aequationes 


‘ aa m a m -\*2ba m i m — a'y m y v ' = ±a m . 
aa m 6 m +bia t, i m ^6 m Y m )--a'( m e m = b” 
aff n ti m + -2b& n V* — a$ m Z m := + a m+ ' . 
' ‘ a m P" — = 1 . V. . 


>] 

[«] 

[’! 

[81 


llinc fit: lex nequ. 7 et 3). Ip a'", + 1 = — A . Porro multiplicando aequationem 
^2] per «'>' c* — {T" y m , aequationem ts j>er '71 X — 585 et subtrahendo facile per 
evolutionem confirmatur esse . . 

% .. * t , 

B—b m — (5 u 1 "— 91 y") ( a 1;"' + b ($ 6 m 58c* ; — aite”')" 

+ ($c' m ^-Tl6")(a%a m +b(ea m -j-S[y m ) — a '<& 7 m ). . [*) ’ 

sive quoniam vel 0"*i=S8. £"* ■= ® vel &* — — ®. £” — — 2>, 

B — V' = + <5« m — ,9l 7 ^(a58?H-2A$£>-a'2>k) 1= («cr* 

• I 1 - . t •*** n irf* .-«****' .** ' flF* * , ,4» • 

Hinc B = 6’"imod. .T); quia vero tum B t\iiu- b », inter yl) et y/J 5p vi' iaoeut. 
necessario erit Bj=b n ‘ adeoque 5a m — 91 p” =s= o, sive ^ i. v. 3H — (m). 

Hoc modo itaque ex suppositione^ 'JJi nulli quantitatum (2), (3j , (4) etc. 
aequalem osse, deduximus, eam revera alicui aequalem esse. Quodsi vero oli 


*) Nihil hie infert, «ire ordo ia (U) idem 

ip« L a 4at*va iaeaat «ire a dextra. 


y 


ia (I), sive huic ojj jkrtitas, i. e. sive (m) etiam in (I) 
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initio «up|ioiuuius . esse ' SW (m) , manifesto erit vel 9 = o*\ 6 = f m , vel 

— 9 a’" , — ■ 6 = y“ . Iri utroque casu fit ex [> et [5j A t=± ^ a m , et ex [¥] 

R — fc M = Hb{©o'" — ® fS' 1 ; A , sive R £ fr m (inod.4)- Hinc simili modo ut supra 
concluditur B — b m , et hinc ©o" , = 2fS m ; quare quum © ad D primus sit et 
f>"‘ ad 8” 1 : erit «ut 3) — e”' aut — ©»(!’", .— ® = 8 ,w , et proin ex (7 i 

— A' = + o m+l . Quamobrem formae F, / m idcnticae «funt. Adiumento ae- 

quationis 9® — ©($_= a"' 0 m — 6 W •/"' autem nullo negotio probatur, poni debere 
-j- © = 6*', ’-f- ® = 8 m , quando -f- 3t ^ a m , contra — © === fi m . 

— ® = — 8 m , quando —21^ a"‘. — 6 = y m -. Q. E. D. ■■ 

• • ‘ ?• *• ' * 

III.' Si signUm quantitatum ^ etc. signo ipsius a oppositum: demonstratio 
praecedenti tam .similis est. ut praecipua tantum rrtfwienta addigitavisse sufficiat. 


laoebit 


-jl) + b 


inter 


« et ® 
* el * 

jj 

f 


Fractio ^ alk: «fractionum 


f i .. f' . 

„j , ...j etc. aequalis erit 


qua [wsita 


-5 

»« ' 


ent = 


= .“I 


(li- 

lii) 


Demonstratur autem (I) ita: -Si ^ nulli illarum fractionum aequalis esse suptioni- 
tur: inter duas tales et == iacere debebit. Hinc vero eodem modo ut 
supra deducitur, necessario esse _ ( 

4 -♦*» _ *>j . • ■* *'* 

¥ — irf7 t m i • • ' 

«tque vel m u . S = vel — — € = - y Quoniam vero / per 

substitutionem propriam m (t . “6. iri formam • - ' 

m /.= {+ M a. ”>b, qp 

transit: hinc emergunt tres aequationes, ex quibus Coriiunctis cum aequ. I, 2, '3, 4 
atque hac, m a , m ri — "f? m y t doducitur eodem modo ut sirpra. terminum primum 

A fortuae F termino primo formae m f aequalem esse, illi usque terminum me 1 
dium medio huius congruum secundum modulum .-i, unde sequitur, quia utroque 
forma est reducta, adeoque utriusque terminus medius inter et ip A 
situs, hos terminos medios aequales esse:' hinc vero deducitur ^ = g\ Veritas 
itaque assertionis (I) derivata hic est ex sup|>ositione illam esse falsam. 

.Supponendo autem, . prprsus simili modo et |*er easdem aequatio- 
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ne.'. demonstrato*, esse etiRin = |, 
adiuinento aequationum St®. — 1 , 


SI = m a, $ = "6, 5 ~!"y 


quod erat secundum (II). Hinc vero 
m a "'C i — m tj ”‘y = 1 deducitur esse vel 

® ■= -s 


vel 


— SI = “«, — 9 «£ m 6. 

fornwsque /■’. ”/ identicos. Q. E. D. 


— « = ’ 


— ® =>« 


• • 104. . • . . . 

.Quum formae quas supra sqcias vocavimus (art. 1S7.6) semper sint impro- 
prie aequivalentes (art. 1 59), perspicuum est. si formue reductae F, f improprie 
aequivalentes sint, formuoque F socia forma G, formas /, G proprie aequi va- 
lentes fore adeoque formam G in periodo formae f contentam., Quodsi itaque 
formae F, f tum proprie tum .improprie aequi valentes sunt, patet, tum F tum 
G in jieriodo formae f rej>eriH debere. Quare periodus haec sibi ipsi socia erit, 
duasque formas aneipitesf continebit (art. l 87, 7). Vhdc theorema art. IBO egregie 
confirmatur, ex quo iam poteramus esse certi, formam aliquam ancipitem dari for- 

mjs F. f aequivalentem. - . , 1 • ... • 

• * • , • • • 

195. ‘ .. 

PkoSlkma. Propositis dualius fornis quibuscunque 4>, 'f eiusdem determinan- 
tis: • dijudicare utrum aequivalentes sint, annoy. . 

„ Sol . . Quaerantur duae formae reductae -F, f projmsitis <J>. tp. rt-sp. proprie 
aequivalentes (art. 1‘83). Quae prout, aut proprie tantum aequivaleutv aut impro- 
prie tantum, aut utroque modo, uut neutro; etiam propositae aut proprie tantum 
aequivalentes erunt, aut improprie tantum, aut utroque ailt neutro modo. Evol- 

BK 

vatnr periodus alterutrius formae reductae e.y. periodus formae f. Si forma F 
iu. hac periodo occurrit neque vero simul forma ipsi F socia . manifesto casus 
pritnus locum habebit; contra si socia haec adest neque vero F ipsa, secundus; 
si utruque, tertius ; si neutra . • quartus. , 

jEr. Propositae sint formae (129, 92,65), (42, 59, 81) determinantis 79. 
Ilis proprie, aequivalentes inveniuirtur reductae 10, 7, — 3), (5, 8, — 3). Perio- 
dus formae prioris haec est: (10, 7, — 3), (—3, 8, 5), .(5, 7, —6), (— 6, 5. 9), 
(9, 4, ^7), l — 7. 3, 10). In qua (pium forma (5, 8.-3 ipsa nou rejxriatur. 


Digitized by GtJ0gle 


i 


DETKUWNAirrESJKWrnVl NOX-qrADIUH. 


186 


sed tinnen socia ( — 3, 8, 9): formas propositas improprie tantum aequi valere con- 
cludimus. 

' ; • . ► 

Si omnes formae reductae determinantis dati 'eodem modo ut. supra (arti 
1 87 , 5) in periodos P, Q, II ctc. distribuuntur, atque e quavis periodo forma ali- 
qua ad libitum eligitur, ex P, /•’; ex Q,'G; cx R, II etc. : inter has formas 
F, G, II etc. duae quae proprie aequivoleant essa non ‘potierunt. Quaevis autem 
alia forma eiusdem determinantis, alieni cx istis pfoprie aequivalejts erit' et quidem 
unicae tantum, llinc manifestum est, omnes formas huius determinantis iu totidem 
classes distribui posse, quot habeantur periodi,, scilicet referendo eas quae formae 
F proprie acquivalent in primam classem, eas quae formae G proprie aoquivalent 
iu secundam etc. Hoc modo omnes formae lu eadem, classe contentae proprie 
aequivaleutes er.nnt, formue vero e classibus diversis non poterunt proprie aequi- 
valere. Sed hicJiuic argumento infra fusius explicando non immoramur. 

e ' ♦ 


196. 

• < < 


1’iiom.KMA. . Propositis duabus formio proprie aequiealentibus <l>, ip : invenirq 
transformationem propriam alterius in alteram. 

Sol. 1’er methodum art. 183 inveniri poterunt, duae series formarum . 

• • # * • , . » 

- <d: 'tx. r... «i»" et. f. ?:..<? • 1 

tales ut quaevis forma sequous praecedenti proprie aequivalcat. ultimacque. <l>", f 
sint formae reductae; et quuiu <l>. <? proprie aequivaleutes essu supponantur', 
necessario <l>" iu periodo formae <p' contenta erit- 'Sit ^ — / ipsiusque periodus 
usque ad formam U>" haec ( • 




* 


ita Ut iu hac periodo .index formae <1>" sit m; desiguenturque formae quae oppo- 
sitae «sunt sociis formarum . , 

. <l>. <t>\ 0"... O’ per V; V-.. ¥*... V resp. *) . 


Tun; in progressione 


ii 


i». 

sr . . 

* + 0 * i 


•) Ita ut ^ oriatur es commutando primun et Ultimum tribuendo ([«e m*dio «ijrmira oppo- 

situm, similiterqve d> r.-liquU, - . • . . . 

24 
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.. * f, j, f 

quaevis forma praecedenti ab ultima parte contigua erit, unde per art. 177 inveniri 
poterit transformatio propria primae tg in ultimam <1>, Illud autem 'de formis 
reliquis progressionis nullo negotio perspicitur; de his f m ~ i , V P" — ' sic proba- 
tur: Sit • ' • 

' /"-» = (y, A, i).; . f 5>ve 4>" =.(y, A', »'); ' = (/. A", i") 

, I • • 

Forma (y ; , A', i') tum. formae (y, A, i) tum formae ( y”, A", i') ab iiltima parte con- 
tigua erit; hinc y' = i", et — A = A' = — A"(mod. » vel y' vel H‘”), Unde 
manifestum est, formam {i", . — h” , <f), i. e. formam V — 1 formae (y, A, i), i: e. 
formae f m ~ 1 ab ultima parte contiguam esse. . 

Si formae <1>, f improprie aeqiiivalentes sunt; forma (p proprie aequivalebit 
formae etii opposita est <t>. Inveniri poterit itaque transformatio propria formae 
'f in formata cui' <&• est opposita; quae si supponitur fieri per substitutionem 
a. fo y, fi, facile perspicitur, f improprie transformari in ipsam per substitu- 
tionem a, — (5, y» — fi. •• _ ' 

•Hinc etiarfi perspicuum est, si formae <1* , <p tum proprie tum improprie 
aequivalentes sint, inveniri posse duas transformationcsi propriam et impropriam. 

j&e. Quaeritur transformatio impropria formae ,(129, ili . 65) in formam 
(4 3, 5», 81), quam illi improprio acquitalere in art. praec. invfemmus. Investi- 
ganda erit itaque 'primo, transformatio propria formae '(139, 92, 65) (p formam 
(42, — 59, 91); Ad hunc finem evolvitur progressio formarum haec: (129,92, 65), 
(65, —27, 10), (10, 7, — *■ 3), (-t 3, 8, 5), (5, 22, 81), (81, 59, 42), (42, —59, 81). 
Hinc deducitur transformatio propria — 47, 56, 73, — 87, per quam (129, 92, 65) 
transit in (42, — 59, 81); quare per impropriam — 47, — 56, 75, 87 transibit in 
(42, 59, 81). ‘ • 

I . '» » , 

_ 197. 

Si transformatio una formae alicuius (a, b,'c ) . ... f in aeqqivalentcm 3» ha- 
betur: ex hac omnes transformationes similes formae' f in deduci poterunt, si 
modo omnes solutiones aequationis indeterminatae tt — » Uuu = mm assignari 


Digitized by Google 
.... > 



.» DETERMIK ANTES POSITIVI MOM-qU AURATI ( 187 

possunt, designante D determinantem formarum 0, » divisorem communem 

maximum numerorum a, 26, c {art. 1 62). Hoc- igitur problema, quod pro valore 
negativo ipsius- D iam supra solvimus, nunc pro positivo aggrediemur- Quia 
•vero manifesto quivis vnlor ipsius t aequationi satisfaciens etiamnum mutato sigqo 
satisfacit, similiterque- quivis valor ipsius u: sufficiet si omnes valores positivos 
ipsorum t, u assignare possimus, futigeturque quaelibet solutio per valores posi- 
tivos, quatuor solutionum vice. Hoc negotium ita absolve mus, u t primo valores 
minimos ipsorum t, u (praeter hos per se obvios t = m, w = 0) invenire, tum 
ex his omnes reliquos derivare doceamus. . ' . . . 

• " 

, 198. ... • 

Problema. Invenire numeros minimos t , u aequationi indeterminatae 
tt — Duu = mm satisfacientes, siquidem forma aliqua {M, N, P) datur, cuius de- 
terminans est D, namerdrumque M, 2 N, P divisor communis maximus m. 

Sol. Accipiatur ad lubituqi forma reducta ia, b, — determinantis 
D, ubi diviser communis maximus numerorum, a, 2 6, h' sit. m, qualem dari vel 
inde manifestum est, quod forma reducta fortpae {M, N, P ) aequi valens inveniri 
potest, quae per art. 1 6 1 hac proprietate erit praedita: 'sed ad propositum prae- 
sens 'quaevis forma reducta in qua conditio haec locum habet poterit adhiberi. 
Evolvatur periodus formae f quam ex n formis ooUstare supponemus. Retentis 
omnibus signis quibus in art. 188 usi sumus, f” erit 6", — u n+1 ), quia « 

par; et in hanc formam transibit f per substitutionem propriam a*. 6 n , f, r". 
Quia verq / et /" sunt identicae : f transibit in f" etitun per substitutionem 
propriam 1, o, 0, 1. Ex his duajrus transformationibus similibus formae f in f” 
.per art. 162 deduci poterit solutio aequationis tt — Duu — mm in integris, scili- 
cet t — 1 o" 6")«« (aequ. 18 fit. 1 62) , tt => T ” n ”* (aequ. 19)*}. . Designentur h» 
valores positive accepti si forte nondum sunt per T, U, cruntquc hi T, U valores 
mi nimi ipsornm -t, u, praeter hos t—m. « _= 0 (a quibus necessarie erunt 'diversi, 
quia manifesto f* uou poterit esse — 0), 

Supponamus enim dari adhUc minores valores ipsorum 4 » puta 4 n qui 
sint positivi et a non =9. Tum per art. 102 forma f per substitutionem pro* 
priam ~(t — 6«), J, o’u, ^ an, ^ transformabitur iu formam cum ipsa 

*) Quae in art. tei eraot «, 4), 6', f, 4'; A, B, C\ a, b, cj e, 

hic sunt j, 0,0.1) «*, 8*. f", 4* ;* a, b , — «'t «,4. — «'; l, . 

24* 


Digitized by Google 


188 - 1 


DE IT0BM1S SECUNDI OIUPU8. 


identicam. lam ex art, t93,li' -sequitur. aut L(t— bv.) aut ■ — J, (t — fcu) alicui 
numerorum . at , a'", a"' e te • .aequalem esse debere, puta = a 1 ** , quia enim 
tt Duu-t-mm -=£64nn-4-aa'lin + mm, erit tt>6ftuu, adeoque t — 6n posi- 
tivus; hinc fractio , qime respondet fractioni m art. 193, idem signum 
habebit ut a* Vel a ) ; atque in casu priori r ^a'n, au. £(t-f-6w), in posteriori 
easdem quantitates mutatis sigiifs, resp. -== fi**, y<\ $* . • Sed quum, sit t/ i. e. 
u < 1 et O’ 0 > erit - <( y “ et >0; quocirca quum progressio y, y\ y" etc. 

continuo crescat, necessario • ju, iacebit inter 0 et n exci. Fortria vero respon- 
dens,./ 1 *, identica erit cum fortua f, Q.E.A., quum omnes formae ff.f" etc. 
usque ad f n ~ l diversae, esse supponantur,- Ex his colligitur, minimos valores 
ipsorum t , « (exceptis vahiribus -m, 0) esse T, U. 

.Ut.' >Si D ^ 79,- 1 : adhiberi poterit fcrina (3, 8, > — 5), pro qua » = 6, 

atque «"=' — 8, y"r=vJ-.27», 6"-=-—' ' 1 5S (ti*t. 188'.- llino-T-— 80, U= 9, qui 

sunt valores minimi numerorum t, g, aequationi — I satisfacientes. 

• * * . » * 8 
* \ * S * 

199 : . . - • . 

Ad praxin formulae hdlmc. ooinmodiores erui possunt. Erit nimirum 
2 b y” — — a (qt“ — 5"), quod facile, ex art. 1 82 deducitur, multiplicando aequ. [19] 
per 2 b, faoj pe* tt et mutando characteres illic adhibitos 'in praesentes. Hinc tit 
a” -(-d".'— 2c" — ^ y". a deoque 


+ T=m[i 5 k — -y"), = !' 

• . . — s- . V. a ' 1 . 

Per similem methodum hos valores- obtinemus ’ 



: ' • V: V- 

» » , — — \ • *. a — a • 

Tum hae tum illae formulae' pexquan» commodae evadunt, propter y* = i" 7*. 
a* = fi n—1 , ita ut si his uteris, solam progressionem fi', fi”, fi v . . . fi" ; si illi» uti 
inavis , solum hanc 8’, 8', i?" etc. supputavisse. sdfticiat. Praeterea ex art. 189, 3 
facile deducitur, quum « necessario sit par', «” et A fi" eadem signa haliere; 
neque minos 6 n et -y", ita ut in formula pripri pro T differentia absoluta, in 
posteriori summa absoluta accipi debeat, neque adeo ad signa respicere omniuo 
opus sit. Receptis signis in art. 1 89, 4 adhibitis erit ex formula priori 


T=m[/s, k\ -V, k\ u= r, r... 
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e» posteriori .. . ■ i f , - ‘ 

f ' # 

r = »[*•*. #••.. *-*]+$[*. r.. 

, • b p 

ubi pro valore ipsius T etiam m [4 - ". k ." .... k", ,] scribi poterit. 

. » mi‘ ' “ '• • .*V' • - . 

Ex. 1’rO i) = 61, »n,= 2 adhiberi potest forma (2, 7: 6), pro qua 

eruitur n = 6; li, k", k". k k'", ‘k""" resp. = 2. 2, 7, 2, 2y9. Hinc tit 

T = 2 [2, 2. 7, 2, 2, 7] — 7'[2, 2, 7, 2„2] - 2&88 — 1305 =1523 

* • ' ' Vi . * • ' p * 1 * 

4 • • 

ex formula prima; idem provenit ex secunda 

* T = 2 [2, 7, 2, 21 -f- J [2, 7, 2, 2. 7} 

■ , 'i *. .*.•• r - ' 

U vero fit» = [2, 2, 7, 2. 5^= f[2, 7, 2. 2, 7] =-.195. . 

Ceterum plura artifuua adhuc, dantur, per quae calculus contrahi potest,- sed 
de his fusius hic loqui brevitas non permittit . ' . . ■ , ' 

• . I - . * s f 9 • 

# • . . • . • H , 

'• . 200. /J, » , . ■ 

Ut ex valoribus minimis ipsorum' *f, u omnes obtineamus , aequationem 
TT — DUU = mm ita exhibemus ... 

‘ • . 
unde ctian) erit • * < * * * ‘ . 

denotante e numerum quemcunque. v lam designabimus, brevitatis causia valore» 

... . /V » ' * •’ \ « 

quantitatum • • • 

2 'U » 1 m \ ‘2 m in ^ > * . '2v'ZJ ^ ■ ‘ 42)/ JJ m m 

generaliter per t", «V resp. i. e. illarum valores -pro e=0, (ter (qui erunt 

m, 0); pro efc= f per t\ u' (qui fiunt T, U)\ pro e — 1 . per t", u\ pro /=3 |ier 

t", i4‘ ete deinonatmbimmsqne, si pro v> -^eripiantur omirns numeri integri non 

negativi ». e. 0. omnesque positivi ab 1 usque ad- oo , expressiones illas exhibere 
omnes valore» positivos <ij»sonim t f n : scilicet 1) omnes valores illarum expressio- 

7~* • * • 

•) In hi* nolis quatuor expressionibus el in aequ. [i] e denotat ixgonmtem potestatis; in reliqui» literae 

apici alscriptoo temper irulicrm designant. •* 
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nutu esse revera valOres ipsorum t, «; II) omnes valores illos esse numeros inte- 
gros; III) nullos valores positivos ipsorum t, u dari qui sub formnlis illis non 
contineantur. ' ’ * 


I. Substitutis, pro t e , u * valoribus suis nullo negotio adiuruento acqu. [U 

conlinnatur , esse •• , 

(U"-f- u'\jD) (#*-=- tf^D) — mm, i. e. t‘t‘ — jDu'm' = tnm 

• * ^ ■ • 

II. Eodem modo facile co/ifirmatur, esse generaliter 


<•+‘4 -f* -1 = — f*. «' +, -j-«*-' = 


57 ' 


Hinc manifestum est, duas progressiones /°, t', t ”, t " etc., u°, u', u", u etc. esse 

2 T 

recurrentes , et utriusque scalam relationis ---, — 1 , scilicet 

• • * • » . *■ 

. y> iT _, 0 *»' IT .» ,1 . » iT . . 

t — — 4 — f, t = — t — / etc., u = — u etc. 

m y m • m 

lam quoniam per hyp. forma aliqna datur, (M, N, P), determinantis D, 
in qua M , 2 N, P per m sunt divisibiles : habebitur 

TT<= (NN^MP}UU+ mm 

eritque adeo manifesto 4 TT per mm divisibilis. Hinc • — erit numerus integer 
et quidem positivus. Quia vero t° = m, t' — T, «° — -0, u ^ U, adeoque integri: 
omnes f, f” etc. u etc. etiam integri erunt. Porro perspicuum est, quia 
TT^>mm. omnes t°, t', t", t m eic. positivos et continuo in infinitum crescentes 
esse, nec non omnes a°, a', a”, a" etc. 

r ’ y V 

111. Supponamus, dari adhuc alids valores positivos ipsorum t, u qui in 
progressione t°, f, t"-o tc. a°, a', a" etc. non contenti sint, puta I. U. Manife- 
stum est. quum progressio a°. a' etc. a 0 in infinituh) crescat, 11 necessario inter 
duos terminos proximos, a" et a" +l situm fore, ita ut sit «" et 
Ut obsurdiUtem huius suppositionis demonstremus, observamus 

* i • * ■» 

. .1° Aequationi tt — I) u u _ ; m m satisfactum iri etiam ponendo 

i * • • 

t u = -i(llt" — Ia") 
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lloc quidem nullo negotio per substitutionem ' confirmatur : quod Vero hi valores 
quos ponemus brevitatis gratia =T,t>, semper sunt numeri integri, ita- ostendimus. 
Si {M, N, F ) est forma determinantis D, atque m divisor communis nrtmerorum 
M, ‘2N, P: erit tum I + 1VU tum t" -f* Nu” per m divisibilis adeoque etiam 
— u” (2 + IVU ) 1 sive Ut'* — 2«”. Quare u erit.mteger et proin etiam 
t, quia tj ^ Duo -f- mm . ' i 

« * 9 

2 ° Patet o non posse esse == 0 ; hinc enim sequeretur 


UU/"t" =s Ztu n u n 

sive * . 

UU(Z>m"«" 4 - im) =* u m m"(DU 114 - m») 

* # , 

sive UU = m"#“, contra hyp. ex qua U > w" . Quum igitur praeter valorem 0, 
minimus valor ipsius u sit U, erit u certe non minor quam V . 

3° Facile ex valoribus ipsorum f", < n+ \ u”, » n+ ' confirmari potest, esse 

mU== u n+i #' — t" + 1 ur. 


Quare Uf" — 2"«" certe non erit minor quam- 

4° Ianr ex aequatione 22 — DUU = *m habetur 

t^vm+S’ • 

et simibter 


iiFi 

^T==V(0- 


unde facite deducitur esse ^ >■ Hinc vero et ex conclusione in 3° sequitur 

• ♦ ’ ’ * s . 

.(Ut" — 2«")(f' , 4-M m f)' > 


«*♦,* **♦! 






sive, evolutidne facta, et loco ipsorum 22, t" t*, *»+'*"+< substitutis valoribus 
suis CUU 4 5**«* + *«» Z)«* +, ^l“ +, -f- mm, • • \ r 

' — *"*") > + ■«'•+' _ «»*») 


unde , quoniam utraque quantitas manifesto positiva , fit transponendo 
U 4- jjsnri > “" +l 4“ - 3 -. Q- B. A., quia quantitatis prioris pars prima minor est 


Digitized^by Coogle 


* • 


192 




1>K KORMIN SKCI XW OKAtHS. 


■ SmSt L f" « 

' V > Vi > 

i, 5 '* -Y*A £ *• k 


A/t> rwHi ire oiM/Liim vhuuasuo. ,« 

* "i«V ,. 

_ < . ** T . . 

quam pars prima quantitatis necandae, nec non illius secunda minor quum secunda 

• ' fttgr- * 

huius. Quamobrcju suppositio consistere nequit et pr egressiones t , t etCs 

u, u" etc. omnes vidores positivos ipsorum t, u exhibebunt. 

r,; , , . * • , Tr- * 

Ex. Pro D=til, m =? 2 -valores, minimos positivos ipsorum /. u inveni- 
mus 1523, 195: quare unmes valOrcs positivi exhibebuntur per lias fonpulas 

« - & - 1 rv'«»n 

Invenitur autem • . * 

f° = 2, f'=1523, <"= 1 523 <' — -f®= 2^19527, f"'= 1 523 t"—t'= 353201 b09S etc. 
u°=0. »/=195, u=^\ 523 u'—u°— 2909!«, «”=1 523 u“—u'= 452307960 etc. 

• , • •» % # ‘ * 

• . 201 . • . 

Circa problema in artt. praecc- ’ tractqtum sequentes observationes adhuc 
adikimiu. ' ; '- \ , * 

1) «Quunt aequationem tt — Duu = mm pro* omnibus casibus solvere do- 
cuerimus,- ubi m est divisor communis maximus trium numerorum M, 2 iV, P, 
talium ut N N— MP—'D : operae pretium est ouincs numeros qui tales diviso- 
res esse possunt sive omnes valores ipsius m pro valore dato' ipsius. D assignare. 
Ponatur D — n n D', ita ut 2>' a factoribus quadraticis omnino sit liber, quod 
obtinetur si pro nn assumitur maximum quadn»tunr'ipsum D metiens: sin vero 
D iam per se nullum factorem quadrdticum implicaret', fieri deberet n — 1. 
Tum dico • *•’’'* 

» . Primo, -si D fuerit formae 4 £-)- 1 ,• quemvis divisorem ipsius 2» fore, va- 
lorem ipsius m , et vice versa. Si enim g est divisor ipsius 2 h, habebitur forma 
[p, ri, *•"(' ~P )'j t culus determinans est D, ct in qua manifesto divisor* communis 


uiasitnu* numerorum q, 2 n\ — 


n n (D' — l) 


erit g (patet enim 


n ” ! ^ * ) * < r»n V — I 

9 . " . 99~ r 99 . . ^ 

esse numdrum integrum). Si vero, vice versa, g supponitur osse valor ipsius n», 

scilicet divisor communis maximus numerorum M, 2 A’, 1\ atque NN — MP—D : 
manifesto 1 D sive I nnlf divisibilis erit per' gg . " Hinc \tfo sequitur, 2n ne- 
cessario per g divisibilem esse. Si enim g ipsum '2 n non metiretur, p et 2« 
haberent divisorem oommunem maximum -minorem quani g, qno posito =£, at- 
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que 2 « = C n , g ~(g\ foret, nV7/ per g g divisibilis,. iul g' 'adeoque etiain 
»V ad g' g' primus et proin etiam H per g‘g' clivisibih#, rontra hyp. secundum 
quam U ab omni factore quadratico est liberatus. 

Secundo, si D' fuerit formae 4 k -f- 2 vel 4/: + 3. -quemvis divisorem ipsius 
n fore valorem ipsius m, et vice versa quemvis Yfdorem ipsius m metiri ipsum 
n. Si enim g est divisor ipsius n, habebitur forma - {g, 0 , cuius deter- 

minans = D, et ubi manifesto numerorum g, 0 , -‘J’ divisor communis maximus 

erit g. Si vero g supponitur esse valor ipsius m, puta divisor communis 

maximus numerorum M, 2A r . P, atqde NN — MP ^ D: eodem modo ut supra 
g metietur ipsum 2 n, sive — erit integer. Si quotiens hic esset itnpar: qua- 
dratum foret ~ t (inod. 1 ), adeoque — aut 


4 w b Ty 


90 


4 D 


At - - = — = 


4 A\Y 


4 srp _ 4A’y, , , 99 , • lAW . ___ , 

~ - mod. 4 , et proin aut ~ 2 aut ^3 

99 99 ' ‘ r 99 


2 aut = 3(m6d. 4 ). 


99 99 99 . 

mod. 4) , Q. E. A., quia omne quadratum, aut cifrae aut unitati secundum modu- 
lum 4 congruum esse debet. Quare quotiens . ~ necessario erit par, adeoque — 
integer , sive g divisor ipsius « . , • 

Patet itaque, 1 semper esse valorepi ipsius m. sive aequationem tt — Duu= 1 
pro quovis volore positivo non quadrato ipsius D per praecedentia resolubilem 
esse; 2 tunc tantummodo esse valorem ipsius m, si J) fuerit aut formae 4 A, 
aut formae 1 k -j- 1 .. 


2 ) Si m eSt maior quam 2,j attamen numerus idoneus, solntio aequationis 
tt — Duu^mvt reduci potest ad solutionem similis aequfttionr* , ubi w est aut 
1 aut 2. Scilicet po,sito ut ante D — 'w « J/,. si m ipsum u metitur, metietur 
mm ipsam D. Tum si valores minimi ipsorum p, t/ in aequatione pp — ~qq = i 
supponuntur esse p =.' P, 47 = Q, valores. miuimi ipsorum t, u in aequatione 

tt — Dnu =±mm erunt t — mP, u=Q Sivero w ipsum n non metitur. 

• * * iD ♦ ,, ; 

metietur saltem ipsum 2* eritque certo par; — autem integer. Et si tune ya- 

lores minhni ipsorum- p, q in aequatione pp — — *4 inventi sunt p=.P, 

q .= Q:* valores minimi ipsorum t', p i«i aequatione N — Duu — w m erunt 

t ==. y P, u =t= Q. _i.’ In utroque autem casu noti, solum ex y^loribus minimis 

ipsorum p, q valores minimi i]>sorum t, «» sed ex omnibhs valoribus illorum ontntx 

valores ‘horum per hatic methodum manifesto deduci poterunt. 

3) Designantibus t°, t#“; t", u" etc. omiies, valores positivos ipsorum 

25 
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t, u in aequatione tt— Duhz= mm (ut in art. pcaec.), si contingit ut valores 
quidam ex serie ilia,' taloribus primis in eadem secundum modulum quemcunque 
datum r, congrui sint, puta (sive =«), u f =u° sive = 0 -mod.r); simulque 

valores proxime sequentes valoribus secundis; puta 

■f p + l = f\ i< p+1 = u' (mod.r) 

erit etiam 

P+* = t", MP+ 1 = u”; /f +3 '= t", y +s = etc. 

Iloc fatale. inde deducitur, quod utraque series t°, t‘. t " etc., u", u, u" etc.. est ex 
recurrentium genere , scilicet quoniam 

l" 'iJi f' f° i == 1?! jp+ 1 f? 

i ♦ m * \ m 

erit _ 

1 • . t" = t f>+ ’ ‘ 

similiterque de reliquis. Hinc autem, sequitur , fore generaliter 

#*+ «* + tsw 1 (mod.r), * 

denotante >/i numerum quemcunque, ljec non adhuc generalius , ^si fuerit 
fi = v(mod. py, fore f 1 * == f v , ufi = «'(mod. r). 

9 

S) Conditionibus autem in observ. praeq. requisitis scmpCr satisfieri potest, 
scilicet semper inveniri potest index p (pro modulo quocunque dato r), pro quo sit 

tt == t°, tt + ' => t\ ' = U°, U p +' = * 

Ad quod demonstrandum observamus . *• 

primo, conditioni tertiae senqier satisfieri jxjsse. • Nullo enim negotio per 
criteria in (t) tradita perspicietur, etiam aequationem pp — rrDqq — mm so- 
lubilem fore; et si valores minimi positivi ipsorum p,.q .(praeter hos m, o) sup- 
ponuntur esse P, Q: inter valores ipsorum’*. « manifesto erunt etiam t — P, 
u = rQ. Quare P, rQ in progressionibus t°, t' fi tc., a°, u' etc. contenti erunt, 
etsi P=t\ rQ—' u 1 ', erit t/jEO s«° (mod.r). Praetereafacile perspicietur. 

inter u° et nullum terminum fore ipsi u“ secandum modulum r congruum. 

» 

Secundo patet, si hic insuper tres reliquae conditiones adimpletae «int, puta 
si etiam n > + ' s t k = t*. f ) +l se t\ * poni tantummodo debere p = X. ' Si 
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vero una aut altera illarum conditionum locum non habet, dico. certe statui posse 
(, = 2k. Nam ex aequat. [1) formulisque generalibus pro’ ( e , u e in' art. praec. 
deducitur 

t n = w Du^u 1 } = * (m m 2 D*N» X ) • 

adeoque -••••• , 

. . <*» — <« lD j-H 1 • . 

r tnr • 

quae quantitas erit numerus integer, quin per "hyp, r ipsum i/ metitur, nec non 
mm ipsum 4 D, adeoqpe a potiori m ipsum. -2D. " Porro erit .#* x = X < X « X . 

et quoniam . • , 

4t 1 f A = 4 Du 1 »» 1 -(- 4 m»i 

adeoque per mm divisibilis, 2 t i erit divisibilis per m, et proin u ! 1 j>er r, sive 

U ,k = «°(mod. r) ' ' •• i * 


Tertio invenitur 


/ ,1 +.t — i*- 




et quoniam ex simili ratione' est integer, erit 

f* ,+l = f(inod.r) . 

Tandem repentur • . . 

“ ,i+I ^ « + L ‘~r. ' t 

et quoniam 2/ 1 + 1 ppf m divisibilis, est , t u l [>er r: erit 

V 1+ ' = «’(<nodj-). Q. E.T). , . . 

Ceterum usus posteriorum duarum observationum’ in sequentibus apparehit. 


•. ' 202 . 

. Casus jwrticularis problematis, nempe solvere aequationem tt^Duu — t. 
iain a geometris secufi praecedentis fuit agitatus. Sagacissimus Fermatius pro- 
blema hoc anulystis Anglis proposuit, WaHisiusque Brounkerum tamquam inven- 
torem sblutionis. quam iti.Alg. Cap. 9S-. Opp. T. .11 p. 4.1 $ sqq. tradit, nominat; 
Ozanam Fermatiuni; denique ili. Kuler, qui de illo egit, in Cumm.’ l’etr.\ I p. 17 5, 
Comm. nor. XI p. 25’}, Algebra P. II p. 220, Opusc. .4». 'I p. 310,- Pellium, unde 

•) Id hac roratu. algoriOtmu* otn art. j: exposuimus. per similia signa exhibetur, <] ttod nos illic an- 
notare ncgleximu*. •• • # • 

25* 
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problema illud a quibusdam auctoribus PeUianum vocatum, est. . Qui nes hae solu- 
tiones, si essentiam Spectas, conveniunt cum en quam obtinemus . si in art. 1 98. 
formam reductam eam adoptamus in qua a = t ; attamen 0 |>erutionem quam prae- 
scribunt tandem netes sarto finiri, sive problema semper revera solubile esse, nemo 
ante ili. La Cirange rigoro.se *). demonstravit, Melmiges de la Soc. de Turin T. IV 
/>. 19 , et concinnius llist. de t Ac. de'Berlin; 1767 , />. 237 . Exstat haec disqui- 
sitio etiam in supplementis ad Euleri Algebram iatn saepius Inudatis. Ceterum 
methodus nostra 'ex principiis otnniho diversis .petiti , neque ad casum >/» — • I 
restricta, plerumque plures vias ad solutionem perveniendi suppeditat, quoniam 
in art. 198 a quavis alia forina reducta («, b, — a) proficisci possumus. 

• • 203 . ■ . 

Pkoblema. Si formae <t>, tf sunt aequi valentes, omnes transformationes alterius 
in alteram exhibere. . • . . . 

Sol. Quando formae hae unico tantum, modo aequivoleiftes sunt (i. e. aut 
proprie tantum aut improprie tautuqi) quaeratur ]>or art. 196 transformatio una 
formae 'f fn <l>, quaesit a, fi, y, S, patetque alias qunm quae hHic sint similes, 
dari non posse. Quando vero f, <t> tum proprie' tum improprie aequivalent, quae- 
rantur duae transformationes dissimiles.. ». e. o|tcra propria altera impropria-, puta 
a, d, y p C et a', {f, f, i?, eritque quaevis aha transformatio aut huic aut illi similis. 
Si itaque forroa tp est {a.b.c)’, ipsius determinans ~D. divisor communis maxi- 
mus numerorum a, ‘lb, c (uti semper in praec.) m , atque 't, u indefinite omnes 
numeri aequationi tt — 1) u a = mm . satisfacientes: in casu priori ornues trans- 
formationes .formae y in il> contentae erunt sub prima formularum sequentium 1, 
iu jK)-. tenori vel sub prima 1 vel sub secunda 11. 

I i (af> + jc)u), — (66’4- 6c)w) 

JI. ..... . si(a't — («4 -f fe)u), (6*6-f ffcjuj * 

• J , «r ( -)- fb ) «1 *, ' 

*) Quae WalliniuH ad hunc.tinem protulit 1. c. p. 421, 42* nlhii ponderis habent. 1‘arjila^istuui» in eo con- 
«i^tit, quod p.*42* 1. i, supponit, proposita,quantitate p inveniri posse numerosi integros a, ; tale» uf — mi- 
nor sit quam p, defectus vero atityneito minor. Hoc utique vei^ini est, quuntlo defectus nssupta/u* eat quan- 
ttta* dut-ti , neque voro, quando ah a et s pendet ad coque variabilis eat, uti in casu praesenti evenit. 
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Ex. Desiderantur omnes transformationes formae (129, 92, 95} in formam 
(42, 59, 81). Has improprie tantum aequivalentes case in art/195 invenimus et in 
art. seq. transformationem impropriam illius in hanc eruimus — 47, — 56,73, 87. 
Quamobrem. omnes transformationes formae (129, 92, 65) in (42, 59, 81) exhibe- 
buntur. per formulam 

. — (47/ + 421 u), — (56/+ 503«).' ,73/ + 653», 97./ + 780» 

ubi /, u sunt indefinite 'omnes numeri aequationi /■/■*— 79««= f satisfacientes: 

* • • 

hi vero exhibentur per formulas • • • ■ • • . • • 

±.t = y((S0 + 9 + (80 - 0\/78)') 

• • « • 

± U =* ^((SO 4- fl\/79) e — (80 — 9^79}*) •’ 

• • * ‘ ' . ' * 

ubi pro e omne» numeri integri non negativi sunt accipiendi. 

• • t *. * 

• •' 204. . .. ; • • • 

Perspicuum est, formulam ■ generalem Omnes transformationes exhibentem 
eo simplicior m evadere, quo simplicior fuerit transformatio initialis ex qua for- 
mula est deducta, lam quum arbitrarium sit, a qua transformatione proficisca- 
mur. saepempnero formula geueralis simplicior reddi jxitest . si ex formula primo 
inventa, transformatio simplicior deducitur tribuendp ipsis /, « valores determina- 
tos, et tunc ex hac alia formula «imponitur. Ita e.//. |X)sitis in formula iu ex. <«rt. 
praec. inventa, /— 80, u = — 9, prodit transformatio simplicior qUmn ea a qua 

* •* 9 V , , 

profecti cramuS, scilicet 29,- 47, —37, ■ — • 60, /unde deducitur.formula generalis 
29/— 263«, 47‘/ — '424«, —37 /+ 337«,. — 60/ + 543«. Quando itaque' 
per praecepta praecedentia formula generalis eruta est, tentari pc/terit, annon. 
tribuendo ipsis /, u valores determinatos + /*, +, + /”, + «" etc.‘ transfof- 
matio obtineatur simplicior quam ea ex qua, formula deducta fuit, in quo casu ex 

i , , . 1 , 

illa transformatione formula simplicior derivari poterit Ceterum in diiudicanda 

simplicitate aliquid arbitrarii remanet, quod si operae precium esset ad normam 
fixam revocare, nec hon in progressione /', /", w" etc. limites assignare jiosse- 

mus, ultra quo* transformationes continuo minus simplices prodeant , ita ut ultra 
progredi opus noii sit sed intra illos tentamen instituisse sufficiat: attamen quum 
plerumque per methodos, a nobis praescriptas transformatio simplicissima vel sta- 
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tini vel adhibitis pro- t, u valoribus + t\ + «' prodire soleat, hanc disquisitio- 
nem brevitatis gratia supprimimus. • 

i 9 

• ■ ’ 20 &. 

Problema. Invenire omnes repraesentationes numeri dati 31 per formulam 
datinn axx -(- 2 b xy c yy , cuituj determinans positivus' non-quadrahis — D. 

Sol. Primo observamus , investigationem repraesentationum per valores 

ipsorum x, y iuter se non prjinos, liic prorsus eOdeui modoi ut supra (art. 1S1) 
*. # * * , 
pro formis determinantis negativi, ad eum casum reduci posse, ubi repraesenta- 
tiones per valores indeterminatarum inter se -primos quaeruntur, quod igitur hic 
repetere superfluum foret. Ad possibilitatem repraesentationum per valores ip- 
sorum x, y inter se primos autem requiritur, 'ut D sit residuum quadraticum ipsius 
31, et si omnes valores expressionis yl)( mod. 31) s\iaVN, — N, N', — — N" 
etc. (quos ita accipere licet ut nullus sit 1 31 ) , quaevis repraesentatio numeri 
31 per foniiam propositam ad aliquem horum valorum jiertinebit. Ante omnia 
itaque Valores illi erui debebunt; tunc repraesentationes ad singulos pertinentes 
deinceps investigari. Kicpracsentationes ad valorent iV. pertinentes non dabuntur, 
nisi formae (a, b, c) et (M, N, A jwoprie aequivalentes sunt; si vero sunt, 

quaeratur transformatio aliqua propria prioris in posteriorem, quae sit a, f), y. c. 
Tum habebitur tepraesentatio numeri M per formam ( a, b,c ) ad valorein N per- 
tinens haec: x — a, y = y, ,omn^sque.repraeseiitationes ad hunc valurem jierti- 
nentes exhibebuntur per formulam ‘ ■ , 

• , 

•r =f i («t — teb-f- • 3 — HCjt + + I *) «) # 

designante tn divisorem communem maximum numerorum a, 2 b t c; et t, u 'in- 

defiuite omnes numeros abquationi- ti — Duu — \nm satisfacientes , Ceterum 

manifestum est. .formulam hajic geueralem eo simpliciorem evadere, quo simpli- 
cior sit transformatio te, -ti, y, c ex qua deducta est; quare haud inutile erit, .trans- 
formationem simplicissimam formae ( a, b, c ) in {3f, N, ^ secundum aft. 

pruee. antea eruere , <jt ex hac formulam deducere, — Prorsus eodem modo re- 
praesentationes ad valores reliquos. — N, A", — N' etc. pertinentes (si quae dan- 
tur) per formulas genefales exhiberi possunt. • > 1 ■ 

Ex. Quaeruntur omnes repraesentationes numeri 5£5 jier formulam 
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42.».» + 62,»y + 21yy. Quod «d repraesentationes per valores ipsorum x, y 
inter se non primos pertinet, statim patet alias huius generis dari non posse, 
quam in quibus divisor communis maximus ipsorum x, y sit 3; quum 585 per 
unicum quadratum 9 divisibilis sit. Quando itaque omnes repraesentationes nu- 
meri - ». e. 65 per formam 4 2 x'x'-\- 6 2 x'y'~\- 2 1 yy' inventae sunt, in quibus x ad 

y' primus; omnes repraesentationes numeri 5 8 5 per formam 42&r+ 62j?y+ 2 1 yy, 
in quibus .» ad y non primus, ex illis derivabuntur ponendo x — Ax', y — 3y'. 
Valores expressionis y^79 (mod. 65) sunt +12, +27. Repraesentatio numeri 65. 
ad valorem — 12 pertinens invenitur' x'— 2, y — — 1 ; quocirca omnes reprae- 
sentationes ipsius 65 ad hunc valorem pertinentes exhibebuntur per formulam 
x' = 2 1 — 41«, y' — — 1+ 53 u, adeoque omnes repraesentationes ipsius 585 hinc 
oriundae per formulam x=Q 1 — 123«, y — — 31+159«. Simili modo in- 
venitur formula generalis omnes repraesentationes numeri 65 ad valorem +12 
pertinentes exhibens x' ?=> 221— 199«, *y'— — 231+211«; et formula omnes 
repraesentationes ' numeri 585 hinc oriundas complectens ,» = 661 — 597«, 
y— — 691+633«. Ad valores +27 et — 27 autem nulla repraesentatio nu- 
meri 65 pertinet Ut repraesentationes muneri 585 per valores ipsorum x, y 

inter se primos invepiantur, primo valores expressionis y79{mod. 585) eruere 
oportet, qui sunt +77, + 103, + 157, +248. Ad valores +77, +103, + 248 
invenitur nullam repraesentationem pertinere; ad valorem — 157 autem pertinet 
repraesentatio 'x = 3*. y — 1 , unde deducitur formula generalis omnes repraesen- 
tationes ad hunc valorem pertinentes exhibens X'— 31 — .M4«, y = 1 + 157«; 
similiterque invehitur repraesentatio ad +157 pertinens ,» = 83, y = — 87/, et 
formula in qua Omnes «miles sunt contentae 1 = 831 — >746», y — — 871+789«. 
1 labentur itaque quatuor formulae generales, -sub quibus olnnes repraesentationes 
numeri 585 per formpm. 42*.r^j- 69,»y + ‘2lyy don tentae sunt • ■ . 


x = 61—123« 

+ = 661 — 597« 
x = 31—114« 

x ='631 — 746« 


y — — 31 + 149« 

y = — 691 + ^33« 
y = ' 1 + 157 « 

y*= — 871 + 789« 


# . • 

ubi 1, u indefinite omnes numeros integros denotant, qui aeqdationi 11 — 79 «« = 1 
satisfaciunt. ' • . . 

Applicationibus specialibus disquisitionum praecedentium de formis deter- 
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minantis positivi non-quadrati brevitatis gralia iton immoramur, quippe quas 
simili modo ut artt. f 7 fi , 182 quisque, sine negotio, proprio nrnrte instituere 
poterit, statimque ad formas determinantis jrositivi quadrati, quae solae adhuc 
supersunt, projieramus. •' 

* ’ \ » . V" , ' • * * 

De formis determinantis quadrati. 

206 . 

, • Problema. • .Proposita forma [a, b. c) determinantis quadrati hh, designante h 

ipsius radicem positivam, invenire formam ( A.B , C) illi proprie aequi valentem, in qua 
A iaceat inter limites 0 et 2 A — 1 imi., B sit = h, C = 0. 

Sol. I. Quoniam AA=66^— -ac, erit (A — 6):u = c: — (A + fc). Sit huic 
rationi aequalis ratio 6:2, ita ut 6 ad 2 sit' primus, determinenturque o, y ita 
ut sit ad — 6y=i, quae fieri poterunt. Per substitutionem a. 6, y, 2 transeat 
forma [a, b, c) in [a, b', c r ) , quae igitur illi proprie acquivolens erit. Habebitur 
autem • . . ‘ " ‘ 

, 6’ = aa6 b(ad -(- 6y)'-j- cyd 

= (A — 6 )a 2 -)- A(a 2 + 6yj — (A 6 ) tfy ' 

= A (ad — 67) = A 
<f =• <166 -)- 2662 -|- cdd 

= (A — A )62 + 2 A 62 — (A -f-fc) 6-2 = 0 

Quodsi itaque insuper a ' inter limites 0 et 2 A — i iam est situs, forma (a. b'. c 'j 

■ ‘ k * 

omnibus conditionibus satisfaciet. ' . • * . ' , . . 

II. Sivero a' extra limites 0 et 2 A — 1 iacet. sit H residuum minimum 
positivum ipsius a' secundum modulum 2 A, quod manifesto iuter hos limites 
situm erit, ponaturque . 4 — a’ = ihk. Tum fdVma [a', b', c") i.‘e. [a', h, 0) jier 
substitutionem 1, 0, k, 1 transibit in formam (A, i, 0), quae formis («’, b', c), 
(a,b,c) proprie aequi valens, erit oinnibusque conditionibus satisfaciet. Ceterum 
perspicuum est , formam (a, b, c) transire in formam {A, A, 0) |>cr substitutionem 
a -f- 6A, 6, y -\—dk, 2. . 

Kv. Proposita sit forma ( 27 , t 5 , b) cuius determinans — 9 . Hic- A =: 3 ; 
rationibus — 12 : 27 '=- 8 : .— *■ 18 in numeris minimis acqbaUs est ratio 4 : — 9 . 
Positis itaque 6 = 4 , 2 = — 9 , a = — 1, y= 2 , forma («’, b', c) fit ( — 1 , 3 , 0 ), 
quae transit in formam ( 5 , 3 , 0) per substitutionem 1 , 0, 1 , 1 . Haec' igitur est 
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forma quaesitu, transitquc in eant proposita per substitutionem propriam 3, 4, 
— 7, — *9.. • » t • . ‘ •• ■ •• 

Tales formas {A, B, C), in quibus C==0, Bz=h, A inter limites 0 et 
2 A — -1 situs, formas reductas' vocabimus , quae igitur a formis reductis dctermix 
liantis negativi , vel positivi non-quadrati , * probe sunt distinguendae. 

i 207. 

Theork^a. Duae formae reductae {a,, h, 0), (a', A, 0), non identidae 'proprie 
aequibalcntes este non possunt, r , • 

Dem. Si enim proprie aequivalere supponuntur, transeat prior in jiosterio- 
rem per substitutionem propriam fit. 6, y, 8, habebunturque quatuor aequationes: 


aaa -f- 2Aay = a' . . ■ [1] , ( 

aaU -{- A(a$ 6y) = A . 2] * 

a 66 + 2A6$ = 0 ; 3 ] 

a 8 — 6y = 1 [4' 


Multiplicando aequationem secundam per 8 , tertiam per « et subtrahendo' fit 
— A(a8 — 6y)6 = lih, sive, propter [ 4 ],’ — 6A = 6A, unde necessario 6 = 0. 
Quare ex [4], ao = 1 , et a = +l. Jlinc ex [!}, a+2yA = a\ quae aequatio 
consistere nequit, nisi y = 0 (quoniajn tum a tum a' per hyp. inter 0 et 2 A — 1 
iacent) i. e. nisi a — a', sive foricae (<*, A, 0), ( a' , A, 0) identicae , coutrn hyp. 

IlinQ setjuentia problemata, quae pro determinantibus non-quadratis multo 

r, * m j ' # 

maiorem difficultatem facessebant , nullo negotio solvi poterunt. 

I. Propositis dual/us formis ' F, F’ eiusdem determinantis quadrati, investi- 

gare an proprie aequivaleant. Quaerantur duae fotmae reductae formis. F, F’ resp. 
proprie aequi valentes; quae si 'Identicae sunt, propositae proprie aequivalentes 
erunt, sin rfiinus, non, ferunt.» '* • . - . 

II. Iisdem positis investigare an improprie aequivaleant. Sit forma alterutri 
propositarum e.g. formae F opposita. G\ quaesi formae F' proprie aequivalet. 
F et F' improprie aeq ui valebunt , et contra.' 

* • “ , * • 

. • . < -* 208 . • : 

Problema. Propositis duabus formis F, F' determinantis A A proprie aequi- 

valentibus : invenire transformationem propriam alterius in alteram. 

, ' ■ ’ 26 
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Sol. "Formae F proprie aeqnivalqat for ito reducta <6, quae itaque ]>er hyp. 
etiam formae F' proprio aequivalcbit. Quaeratur pbr art. 206 transforirtatio pro- 
pria formae F in 0. quae sit a, 6, y, S; nec. non transformatio propria formae 

F' in 0. quae sit 6\ y’, C*. Tunc 0 transformabitur in F' per substitutio- 

nem propriam <?, — t?," — y', pt et liind /•( in F' per substitutionem propriam 

— t>y\ l ia' — afi, yS — Sy', da' — yf? 

, • i 

Operae pretium est, alianl formulam pro hac transformatione/ormae F in 
F' evolvere, ad quam ibrmam reductam 0 ipsam novikse ne opus quideih sit. 
Ponamus formam 

F esse (a, b, c), F' — (a', b', c'), 0 — [A, h, 0) 

Quoniam rationibus A — b : a vel, c : — (A-f-ii) in numeris minimis aequalis 

est ratio f>:d, facile perspicitur — y-.= y fore integrum, qui sit f\ uec nou 
j- = — j— integrum fore qui ponatur ~g ■ Habebitpr autem 

, A = aaa -)- 2£iay -frcyy adeoque 6 A = aaati -f- Ibatiy -j- cfiyy 
sive (substitutis pro atj, S(A — 4) , pro c, tfy) * 

tiA — aadA-|-A( 26 y — ad) a -)- 6tiy yg 
sive (propter b = — h — dy) ■ . 

2a(ad — Sy) h + (a<5 — $y) % g == iah-\~g 


Simili modo 


Quare . 


d/i = aotaS Zbayi cyy$ 

= aa&Sf -p- A(2ad — Uy)y : — 6yyA 
= (ad — 6y)’/-l- 2y — ‘?y)h — 2yA+/ 


— g M — f 

“ = 7 = -n r 


Prorsus eodem modo 


d y»r C' —A — b' t 

— v — f * — A' — : & 


fit 


a = 


_ f^-jf v — hA ~£ 


ih 


r = 
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Quibus valoribus ipsorum a, y, (i, y' in-formula: modo tradita pro transforma- 
tione fortnae F in F' substitutis, transit in hanc: 

</'■- »'g fg-ty 1 hf - »7 . «'/— y 

lh ’ ih ' lA ’ ii . 

ex qua .4 omnino abiit. 

Si duae formae JF, F' improprie aequivalentes proponuntur, et transfor- 
matio impropria alterius in alteram quaeritur, sit forma G opposita formae F, et 
transformatio, propria formae G in F' haec a,TJ,.y.$. Tunc manifestum est, 
a. 6,' — y, — e fore transformationem impropriam formae F in F''. 

l>enique patet, si formae propositae et proprie et improprie ucquivalentes 
sint, hoc modo inveniri posse transformationes duas alteram propriam alteram 
impropriam. 

209. 

Nihil itaque iam superest quam ut ex una transformatione omnes reliquas 
similes deducere doceamus. Hoc vero. pendet a solutione aequationis indetermi- 
natae tt — hhuu = mm, designante m divisorem communem maximum nume- 
rorum a, 2b, c, si (a, b, c) est alterutra formarum aequivalentiiun. Sod haec 
aequatio semper duobus tantum modis solvi potest,, nempe ponendo aut t — m, 
« = 0, aut t — — m, u — 0. • -Ponamus enim dari adhuc aliam solutionem 
t — T, u = U, ita ut U non =0. Quia mm ipsum \hk certo metitur, erit 

- — = h t . atque tum tum - — — — quadrata ultcura. oed nullo 

negotio perspicitur, numemm 4 duorum quadratorunr integrbrum differentiam 
esse non posse, nisi quadratum minus sit; 0 i. e. U.‘= 0, contra hyp. — . Si ita- 
que forma F in formam F' per substitutionem a, 6, y, 8 transit, alia transfor- 
matio huic similis non dabitur praeter- transformationem — a, — b, — y, — £. 
Qnare si duae forniae aut proprie tantum, ajit improprie tantum aequivalent, 
duae tantum transformationes dabuntur; si vero tum proprie tum improprie, opta- 
tuor, neiupe duae propriae duaeque impropriae. 

210 . • • 
Thf.orkma. Si duae formae reductae [a,h, 0), (a\h, 0) improprie sunt aequi- 
valentes . erit ad — mm 'inod. 2mh ) , designantem dirisdrem communem mturimurn 
numerorum • a, ‘i h, rcl d, 2 h i et vice versa , si a, 2 it; d,'lh eundem divisorem 

20* 
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communem maximum m habent , atque est aa '~ m m mud. 2 m A ) , formae (a. A, 0), 
[a, h, 0) improprie aequiralentes erurit. 

Dem. I. Transeat forma (a, A, 0)' in formam {a', h, 0) per substitutionem 
impropriam cf,b, y, c' ita ut habeantur quatuor aequationes 


aaa -(- 2 ha y = ai . • . . . . [1] 

dat h[aS -pTiy) = k . ... [2} 

abb -f 2*1)6 = 0 . . . t . . .' .'[3] 

a 6 — b y = •— 1 . [4] 


Hinc sequitur , multiplicando [4] per A et subtraficndo a [2] , quod ita exprimi- 
mus [2] — A [4]. • , 

• • 

(i aa 2Ay)b — ‘ 2 A [5] 


similiter ex y $ { 2] — y y [3] (a -)- a b y A y 6) [4] datetis quae sese destruunt 

— aaS — a 2AyS, sive — («a 2Ay)6 = a , . [6] 

denique ex ajJ] . •. . «a (a a -(-2 A y) = ati', sive 

(aa -f- 2Ay)’ — aa' = 2Ay(aa -f- 2'Ay) 
sive . . 

(a a -{- 2 Ay) 1 =-aa' (mod. 2 A (a a 2Ay)) . . . . . [7] 

lam ex [5] et [6]' sequitrtr aa.-f- 2 Ay metiri ipsos 2 A et a, aticoquq etiam ip- 
sum m, qui est divisor communis maximus ipsorum a, 2 A; manifesto autem m 
metietur etiam ipsum aa -j- 2 Ay;' quare necessario aa-(-2Ay erit aut ' = -J - m 
aut = — m. Hinc statim sequitur ox [ 7 ^, • mm=ad (mod. -2« A) Q. E. P. 

II. Si a, 2 A ; a', 2 A eundem divisorem communem maximum, m habent, 
insuperque est aa'~mm (mod. 2 otA), erunt integri. Facile 

vero confirmatur, formam (a. A, 0) transire in (a', A, 0) per substitutionem 
— m’ — in’ -^rF' 7k' nec no11 hanc transformationem esse impropriam- Quare 
format- illae erunt improprie aequivalentes. Q. E. 8. 

Hinc etiam statim diiudicari potest) an forma aliqua reducta data (a, A, 0) 
sibi ipsi improprie aequi valens, sit. Scilicet designato divisore communi maximo 
numerorum a, 2A per m, esse debebit <i a = mm (mod. 2 m A). - 
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Omnes formae reductae determinantis dati h h obtinentur , si in forma 'in- * 
definita {A, h, o) pro A omnes numeri a 0 usque ad' 2 h — 1 incl substituun- 
tur, quarum itaque multitudo erit 2 h. Perspicuum est, omnes formas determi- 
nantis hji in totidem classes distribui posse „ hasque iisdem proprietatibus praedi- 
tas fore quos supra (artt. 175, 195) pro classibus formarum determinantis nega- 
tivi, et positiviijpif-quWrati attigimus. Ita oinncs formae determinantis 25 in 
decem classcs^listribqcntur, quae per formas' reductas in singulis contentas di- 
stingui poterunt Ilae formae reductae «spnt: (0, 5, 9), (1, 6, 0), (2, 5, 0), (5, 5, 0), 
(8,5,0), (9, 5j .0), quae sibi ipsae simul' improprie aeqqivalent; (3,5, 0) 'eui im- 
proprie aoquivalct (7,5,0); (4,- 5, 0) cui improprie acquivalct (6, 5, b). w 

• 212 . ... • 

. 1*Roblema. Invenire omnes reprttbsen tatiunes numeri dati M per formam da- 
tam axx-\-1bxy-\-cyy determinantis hh. 

Solutio huius problematis ex principiis art. 1 68 prorsus 'eodem modo peti 
potest, ut supra (artt. 180, 181, 205) pro formis determinantis pegativi et positivi 
non-quadiati ostendimus; quod, quum nulli difficultati sit obnoxium; hic repetere 
superfluum esset, ('outra haud abs re erit, solutionem ex alio principio quod ca- 
sui praesenti proprium est deducere. 

Positis ut artt. 266, 208 • . ' •* •.* * 

A — 6 : a = c : — (A — (— 6) = fi : € 

h — b a v.*' e -4 — b . 

— — J— (T 'J , . 

nullo negotio probatur, formam propositam esse productum ex factoribus fy 
et fjt — gy. Unde manifestum est, quamvis repracsentatidneni numeri M per 
formam propositam praebere resolutionem numeri M in binos factores. Si ita- 
que omnes divisores numeri M sunt d, d', d" e'tc. (inclusis 'etiam 1 . et M, et 
singulis bis sumtis puta tum positive tum negntive), jwtet omnes repraesentatio- 
nes numeri M obtineri, si successive jionatur ' . 

. " Sx — fiy — d, fx — gy =? ^ 

• * ' * i , % t 

^f>—^Jt'=fd'.fp-^gy= T ptc. , ' „ 

valores ipsorum- x. y hinc evolvantur, caeque repraesentationes eiiciantur ubi ,r 
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ant y valores fractos obtinent. Manifesto vero ex duabus primis aequationibus 
seqilitur 


S M-gHd 


et 


IM-fdH 


quos valores determinato» 'fore, inde manifestum quod l »/ — cg #2 h, ad- 

eoque numerator certo non — 0 . Ceterum ex eodem principio, puta resolubi- 

litatc. cuiusvis formae determinantis quadrati in binos faetores, qtjnm reliqua pro- 
blemata solvi potuissent: sed ruefhodo ei quam supra prq £b»mis»determinantis 
nou-quadrati tradidimus analoga etiam lqc> uti mahiimus. . * ' 

Ex. 'Quaeruntur opines repraesentationes numeri. 1? per formam 3.r.t'-f- 
4,ry — 7 yy. Haec resolvitur in faetores 'x — y et 3 a- -f- 7 y. Omnes divisores 
numeri 12 sunt + 1, 2, 3, 4, 6, 12. Positis x — y — 1 , 3j?-f-7jto=.t2 fit 

x — 1 3 , y = tV> qui valores tamquam fracti sunt reiiciendi. Eodem modo ex 
divisoribus — 1. + 3, + 4, + 6, + 12 vrflorcs inutiles obtinentur; ex divisore 
-|- 2 vero obtinentur valores x= S , y = Us et ex divisore — 2 hi x— — 2. 
y — 0; praeter luis duas repraesentationes igitur aliae non dantur. 

Methodus - haec adhiberi nequit, si M x± 0 . In hot; casu manifestum est 
«innes valores ipsorum x,y aut aequationi ix — i>y'— 0, apt huic Jx — gy — o 
satisfacere debere. Omnes autem solutiones aequationis prioris continentur jn 
formula .r— f»r, y _±cr , designante : indefinite numerum integrum queincun- 
que (siquidem uti suppbuitur 6, ( inter se primi sunt); similiterque ponendo di- 
visorem commttuem maximum numerorum .f,g, —m, omnCs solutiones aequatio- 


nis posterioris exhibebuntur per formulam x . 


.9» 


hz 


Quare hae duae for- 


mulae generales omnes lopracsentationes numeri M- in hoc casu Complectentur. 


In praecedentibus omnia quae ad cognoscendam aequivaleirtiam et ad' inve- 
niendas omnes transformatione* formarhm nec non ad repraesentationes oinnes 
numerorum datorum pc# formas datus 'indagandas pertinent, ita sunt explicata, ut 
nihil amplius desiderari posse videatur. Supprest itaque tantummodo. ut ]>ro po- 
sitis duabus Ibrmis quae propter determinantium inaequalitatem aequivaleutes esse 
nequeunt, diiudicare doceamus , uunon altera sub’ altera contenta sit. gt in hoc 
rasu omnes transformationes illius irj hanc invenire. , * - 
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. 1 

. • 

r • • • 

, • , 

Formae sub aliis contentae quibus tamen non aequivaUnJ . % 0 

. * •" # 

• • • 213. , 

Supra artt. 157. 158 ostendimus , 'si forma f determinantis D formam F 
detcrmlqpntis E implicet atque in ipsam transeat per substitutionem d, f>, y, 0. 
fore' E—(a8 — 6y)*D;- si.fuerit ac — = formam f non modo impli- 

care formam 'F sed ipsi aequivalcntem esse et proiq si f ipsiim F implicet ueque 

* J? 

vero eidem aequi valeat, quoticntein D esse integrum maiorem quam 1. Problema • 
itaquq hic solvendum erit, diimlicare an forma data f determinantis D formam -i 

datam F determinantis Dee implicet, ubi e sup|>onitur esse numerus positivus . 
maior quam 1 . IIoc negotium ita absolvemus, ut multitudinem finitam formarum 

. V* * • 

sub f contentarum assignare doceamus quae ita sint comparatae, ut F si sub f 
contenta est necessario alicui ex illis aequivalere debeat. 


I. Ponamtis omtles divisores ](positivos) numeri e (inclusis etiam 1 et e) 
esse m, in, m" etc., atque e ^mn — mii = m"ri etc. Designemus brevitatis gratiu 
formam in quam /'transit per substitutione^ prppriam m. 0, 0, n ita (m; 0), 
formam in quam f transit per substitutionem 'propriam m, 1, 0, n per (»»; 1 ett. 
generaljterque formam, in qunin" f per subst. propriam, m,k, 0,n transmutatur per 
(i*i ; k). Simili modo transekt / -per subst. propriam vi, 0, 0, n in (vi; 0); 
per hanc ni, 1 , 0, n in (m'; 1 ) etc., per m", 0, 0, ii' ’in (m"; 0) etc. etc. < )mnes hae 
formaesub f proprie coli tentae erunt, et cuiusvis determinans =Dee. Complexum 

omnium formarum (m; 0), (m; 1), (m; 2) (m; m — 1), (m'; 0), (m'; t)....(m'; ni — 1); 

(«i"; 0) etc. quarum multitudo erit m -\- »«'-(- etc. et quas omnes inter, se 

diversas fore facile perspicitur, desiliemus per 2. * ' ■ • 

Si e.g. forma / estbacc (2, 6,7) atque e — h, 2 comprehendet sequentes 
sex formas (1; 0), (5'; 0)* (5; 1), (5; 2), (5; 3), (5; 4) quae si evolvuntur sunt 
(2. 25, 175). (50. 25, 7), (50. .35, 19), '50, 45,- 35). (50, 56. 55). (50, 05; 79). 



f t • • 

•11. lam dico, si forma /''determinantis Dee Sub f proprie contenta sit, 
necessario eandem alicui formarum 2 proprie aequivalcntem fore. Ponamus for- 
mam f transformari in F per substitutionem propriam a, (i y. e critque 
rtS j — t> y = e. Sit uuinerorum y, 8 (qui ambo simul 0 esse nequeunt divisor 
communis maximus positive acceptus = n , atque - = »«.. qui manifesto erit in- 




a ^ 
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tegor. Accipiantur g, h ita ut sit y y -f- e A — « f denique sit k residuum mini- 
mum positivum numeri a<j -\-Xih secundum modulum m. Tum forma (m; k) 
quae manifesto erit inter formas Q, formae F proprie' nequi valebit, et quidem in 
ipsam transformabitur per substitutionem propriam » 




. . ' 4 - a g + M—k T. i. 

» m 9 m m ■ " 9 . n 9 ri 


Nam primo perspicuum est hoaquatuor numeros esse integros; secpndo facile con- 
• firmatur substitutionem esse propriam ; tertio patet , formam in quam 'm; k) per 
substitutionem illam transeat oandem esse ip qnam f ') transeat per substitutionem 

/■ T . «g-f 64 — k | ^ | kf „ ,» ng + tk—k , ** 


«I (— • 


_,o ag+tk — k , , ko 

fl. -f- , 

'n «n 1 n ’ 


r* 6 


sive quoniam = e = or£ — t>y , adeoque T> y — (— r/i i» = « 0 , aS—^rnn — by, 
per hanc * 


^(ayy H- a£A). + b<5A), y, 8 

sive denique quoniam yu -f- c A ;=r /i , per hanc a . b, y. <5 i.' c. per hyp., in F 
Quare (m; k ) et F proprie aequnqlentes erunt. ' Q. iJ. D' 

Ex his igitur semper diiudioarf potest, an forma aliqua data f determinan- 
tis 1) formam F determinantis Dee proprie iinplicet. Si vero quaeritur an f 
ipsam F impropj-ie implicet,, investigari tantummodo debet an 'forma ipsi F op- 
posita sub f proprie contenta sit, art. 159. 

. • . * 214. • . ' 

Pboblema. Propositis dualrus formis, f determinantis D, et F determinan- 
tis Dee, quarum prior posteriorem proprii implicat: evhibere omnes transformationes 
proprias, formae f in F. • , • • . . . 

Sol. Designante 12 eundem formarum complexum ut in art. pftec. . ex- 
cerpantur' ex hoc coni|>lcxu omnes formae quibus F, proprie aequi valet, quae sint 
<l>, <!>'. <t>” etc. Quaevis harum formarum sequenti modo suppeditybit transforuia- 
tiones proprias formae f in F.. ct quidem aliae alias (i. 'e-, siilgulue diversas), 
cunctae xoro cunctas (L e. nulla transformatio propria formae f in F erit quain 
non una «x formis ‘t>, <1>' etc. praebeat ). Quoniam methodus pro omnibus formis 
<1*. <t>' etc. eadem est, de una tantum loquemur. ( 

•) Quippe quae p«r substitutionem m, k. o, n in (m ; f:) tranat V. art. 15V. - 
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Ponamus 4* esse (3/; A'* atque e '=,MN ita ut f in <b per substitutio-' 
nem propriam 3/, K, 0, N transeat. Porro designentur omnes transformatione» 
propriae formae <1> in F indefinite per a, 6, c, b . Tum manifesto f transibit in » 

<t> per substitutionem propriam 3/a -|- Kc, Mb-\- A'b, Nc. Nb. et hoc modo ex 
qnavis transformatione propria formae <1> in F sequetur transformatio propria 
formae f in F. — Eodem modo tractandae sunt fprmae reliquae <l>'. <l>" etc., 
quarum singulaq transformationes propriae in F transformationem propriam for- 
mae f in F praebebunt. 

I 't appareat, hanc solutipncm ex omni parte completam esse, ostendendum efit 


1. • Hoc ntodo omnes transformationes proprias possibiles formae f in F, obti- 
neri. Sit transformatio quaecunque propria "formae / in F haec a, 6. y. 8 atque 
ut in art. praec. II, n divisor eominunis maxitnus numerorum y. 8; numeri 
m, g, h, k autem eodem modo ut illic determinati. Tunc forma (m\ k) erit inter- 
formas ‘b. •&' cte. . et 


T ig — h 


h. - 


h vg + th — h 


^9> 


r 

. * ' 


aliqua cX traiixfavraationibys propriis huius formae in F; ex hac vero per regu- 
lam niodo traditam obtinetur transformatio a. (>. y, C; haec omnia in art. praec. 
sunt doniohsttata. . ■ •• . t - t 

• .•*•• •' • . ***>••' . • • 

11. ( ) notes transformationes hoc modo prodeuntem t» ter se diversus es.iV , mm 

nuflam bis obtineri, .quidem ncgptio perspicitur, pluras. traitsfojmatipnCs 

diversas’ eiusdem formhe <!>• vel ,<b' etc. iir F eandem transformationem formae f 
in F producere non poise; quod vero etiam formae diversae e. g. ‘b et 'b' ean- 
dem transformationem suppeditare ,imqiU'ant , ita demonstraturi v SupjwnJimus, 
trrmsformntionciti propriam a. S,-y^.<? formae f iri F obtincriVa* ex transfoTjna- 
tiflfnc prtopria a. b, c, tr formae 4» iir F-, tum ex transformatione propria a. 6« c', b' 
fonqn* <b' in F, Sit $ = (Mu A'). 4>'=(-3F: A''J, e =*• J/ JTat M'N\ llnbo- 
buuthr itaque aequationes ' " e- . . ■* . • , 1 - 

t t ’ t yi. 3/«tt -f- Ac 3/ a — J^AY . , * . *i *. [1] 

’ ‘ '8 3/b-f Ab ='3/f'6:-f-A' ! b' . . . [2] 

•* ;'.y.= A*c = iVY. t ',jq . , y/. /[« 

’ • • ' 27 
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.[*) 

[5) 


• • . ■ S' = Ni = N't' . 

- * . 

•• fl b — 6 c == b' — b'c' = l 

Ex a 4] — 6 [3] sequitur adiumento acqu. [5], N = N'[ai ' — bc"), quftre N' me- 
tietur ipsum N; similiter ex a'[4j — 6' 3] fit iV ■ a'b — b't) = N', quare N metie- 
tur ipsum N', unde,, quia tpm 'N tum A" supjwnuntur esse positivi, erit neces- 
sario N = N', et M — M', et hinc ex 3 et 4 , c = c', b = b'. Porro fit ex 
a[i) - b[l], ■ ■ ’ 

K — M'(aV — ba') + AT' (ab' — bc*) = M (ab — ba) + K 

hinc. K =*Al’ ( mod.3iT) quod fieri nequit nisi K == K\ quia tum K tum K' 
iacent inter limites 0 et M — i. Quamobrcm formae *D, 4>' non sunt diversae, 
contra hyp. • • ' 

# r 

Ceterum patet , si D fuerit negativus vel positivus quadratus , ' per inetho- 1 
dum hanc omnes transformationes proprias formae f in F revera inveniri posse; 
si. vero D positivus mm-quadratus; formulae certae generales assignari poterunt, 
in quibus omnes transformationes propriae (quarum multitudo - iirfinita) conten- 
tae erunt. • . " ‘ • . " ; . . 

Deuique, si forma F improprie sub forma f contenta est, omnes transfor- 
mationes impropriae illius in hanc per methodum traditam facile exhiberi poterunt. 
Srilicet si a, H, ys 0 indefinite omnes transformationes proprias formae / in for- 
mant quae.formae F ojqrosita est, designare supponitor: Carines transf. impropriae 
formae-/ in F exhibeblpitur per at, — S, f, -r-h. ' '• • ’ 

• * . * ' * * 

Ex, Desiderantur omnes transformationes formae '2. 5,7j.-in (275.0,— - 1). 

quae’ sub illa tum proprie tum improprie contenta est. Complexum formarum U 
pro hoc cgsu itun rn art. praqc. tradidimtts ; examine instituto invenitor, tcuii 
{5'; I) 1 tum (5; 4) formae (275, 6, —1) prtfprie aequivalere. < liques transforma- 
tiones' propriae formae (5; I) i. e. if>0, 35, 1'J) in (275, 0, — l) per theoriaifi jU>- 
stram' supra explicatam inveniuntur contineri sub formula generali 

.*# • f . . * ’’ t • , • , 

164 — 275«, —44-16«, — 154.4 276«, -' f— 15« 
ubi C.tt designant indefinite oithies numeros integros aequatioui tt — 27 5 mm I 


- • 
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satisfacientes; quare omnes transformationes .propriae formae (2, 5, 7) iri 
(275, 0, — 1} hinc oriundae contentae erunt sub formula generali 

657—1100«, —4/4-65«, - 15/4-275«, /—15« 

Simili modo omnes transformationes propriae formae (5, 4) i. e . (50, 05, 79). in 
(27 5, 0. — 1} continentur sub formula generali 

14/4-275«, /4-14«, — 15/—. 275«, —/—15« 

adeoque omnes transformationes propriae formae (2, 5, 7) in (27 5, 0, — 1) hinc 
oriundae sub. hac 

10/4-275«, /4-ld.tt, —15/ — 275«, — /—15« *" 

'l * 

Hae duae formulae igitur omnes transformationes proprias quaesitas amplectun- 
tur*)., Eodem vero modo invenitur,' omnes transformationes improprias formae 

(2, 5, 7) in (275, 0, — 1) sub sequentibus duabus formulis contentas esse: 

• 

(I)*.. 65/— 1 100«, 4/— 65«, - 15/4-275«, -/4-15« 
et (II) .10/4-275«, -*- / — 10«, — 15/— 275«, /4-15« 


Fort nae determinanti* 0. 

215. 

Hucusque formas determinantis 0 ab omnibus disquisitionibus exclusimus ; 
de his- itaque, ut theoria nostra ab omni parte cdmpleta evadat, quaedam adhuc 
sunt adiicicnda. Quoniam generaliter demonstratum est, si forma aliqua deter- 
minantis D formam determinantis D 1 implicet; D' esse multiplum iptfjus D, 
statim patet, formam cuius determinans =0 aliam formam quam cuius determi- 
nans etiam sit — 0 implicare 'non posse. Quare duo tantummodo problemata 
salvenda restant, scilicet 1° propositis Auabis formis f F, quarum posterior habet 
determinantem 0, diiudicave utrum jiriur posteriorem implicet tieaie , et in illo casu 
omnes transformationes illius in hant exhibere, t 2° Invenire omnes repraesentationes 
numeri dati per formam datam determinantis 0. Problema primum aliam metito- 

*) Concinnius omnes transformatione*» propriae exhibentur per formulam 

t+2u, — Ibi— 65«, — * — Su 

denotantibus t, u indefinite omne» integros aequatiohi ' tt — umi«s i satisfacientes. 

27 11 
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dum requirit, quando determinans' prioris formae / etiam est o, alium quando 
non est 0. Haec omnia iam exponemus. 

I. Ante omnia observamus, quamvis formam «,r.r -(- 2bxg + c#J/> cu- 
ius determinans bb — ac = 0 , ita exhiberi posse migx-\- hg)* , denotantibus 
g, h numeros inter se. primos, m integrum. Sit enim m divisor communis ma- 
ximus ipsorum a, e eodem signo acceptus quo hi numeri ipsi sunt affecti (hos 
signa opposita habere non posse facile perspicitur), eruntque \ — integri inter se 
primi non negativi, productum ex ipsis — ** i. e. quadratum, adeoque illi ipsi 
quadrata (art. 21). Sit —=gg, — = hh, eruntque etiam g.h inter se primi, 
ggkh =■ ^ m , et g h — + llinc patet 

• ' m (g X -J- hf/) 1 fore — axx -\-2bxg-\-cgg 

. . Iam- propositae sint duae formae f, F. utraque determinantis 0. et q iti- 
dem sit 

, i ' f= m{gx+hg)\ F=M{GX + HY )* 

ita ut g ad h, G ad H sint primi. Tum dico, si forma f implicet formam F, 
m aut ipsi M aequalem esse aut saltem ipsum M metiri et quotientem esse qua- 
dratum; et vice versa si ~ sit quadratum integrum, F contentam esse sui» /. 
Si' enim f j»cr substitutionem 

x = «X + SF, V = yX+?,Y 

• . •« 

in', F transire supponitur, erit ' •* • , 

, * £(GX+HY)\ ^ ({ag+yh)X + 

unde facile sequitur esse quadratum. Ponatur — e e, eritqup , 

■ e(GX - f H Y) = + C(«y +y A) X -P (fy + S h) K) . ». e. * 

* + eG = ag-\*yh, +cJ/ ±= Gg-^-$h 

. • . . * «* . . * . V 

si itaque. ©, ita determinantur ut sit ©G^p£>I/ — 1, erit 

-p e = ®'d^-pyA) -|- £) {tig -p <5 A) , adeoque integer. Q. E. P. 

Si vero, vice versa, supponitur, — esse quadratum integrum —e e, forma f 
implicabit formam F. Scilicet integri - cf, f», y, 6 ita poterunt determinari ut fiat 
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oy + yA = 4; «G, ( 

Accipiantur enim integri • 9, l) ita ut fiat g y -f- f) A — 1, satisfietque aequationi- 
bus illis ponendo 

a = + eGg-|-A,r, y = +i'G | — gz 
f> — + e/fg-f- hs, i = — gz 

quicunque valores integri ipsis z, z' tribuantur; quare F contenta erit sub f 
Q. E. S. Simul haud difficulter intclligitur, has formulas omnes valores quos 
a, (i, y, 8 nancisci possunt, i. e. omnes transformationes formap / in F exhibere, 
si modo z, z' indefinite omnes numeros integros exhibere supponantur. 

11. Propositis duabus formis f—axx-\- 1 bxy-\-cyy cuius determinans 
non =0, et Fz= M(GX-^-HY) i cuius determinans =0 (designantibus ut 
ante G, II numeros inter septimos), dico primo, si f implicet ipsam F, nume- 
rum M per formam f repraesentari posse ; secundo , si M per f repraesentari 
possit, F sub f contentam esse ; tertio , si in hoc casu omnes repraesentationes 
numeri M por formam f indefinite exhibeantur ita x ■=■ i , y = 0, omnes trans- 
formationes formae f in F exhiberi ita G£, //£, Gu, f/o. Quae omnia sequenti 
modo demonstramus. • _ • • 

1° Ponamus f transire in F per substitutionem a, 6* y, <5, accipianturque 
numeri f) ita' ut sit © G-f- .£) II I. Tunc manifestum est, si ponatur 
,r = a ©-(- (>.£), y©-}-££), valorem formae f fieri M, adeoque M reprae- 

sentabilem esse per formam f. 

2“ Si supponitur esse «£4+2&£t>+coo 

= M, manifestum est, per sub- 
stitutionem G£, Ili, Gu, II o, , formam f transire in F: Quod vero 

3° in hoc casu substitutio Gi, HL Gu, H o omnes transformationes formae 
f in F. exhibeat, si i, 0 supponantur exhibdre omnes Valores ipsorum x, y, qui 
faciunt f — M, ita perspicitur. Sit a, f>, y, transformatio quaecunque formne 
/in K et ut aute & G SjH — II. Tum intet valores ipsorum x, y erunt 
etiam hi ' . * •' " . * 1 

x = H — 

ex quibus obtinetur substitutio 
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G(a@-t-g£), ff(a@ + f>£), G(y©+S£), /I(y©+8£) 

sive 

a + ^i(6G-«l?), + gG) 

y-f£(8G — yH). $-\-®[yH—$G) 

Sed quoniam 

fl(aX + gF) , + 2ft(aX+6F)(yX4-8F) + c(yX+&F} 1 = M(GX+HY)* 
erit • ' 

a(a8 — gy) 1 = Jf(8G — ytf)’ 
c(gy — a 8)* = MtfG — aHf 

adeoque (quum determinans formae f per (a 8 — gy)* multiplicatus aequalis sit 
determinanti formae F i. e. = 0, adeoque etiam a 8 — gy = 0), 

SG — yli = 0, GG — aH=z 0 

Hinc substitutio illa transit in hanc «, 6, y, 8, nnde patet , formulam traditam 
omnes 'transformationes formae f in F suppeditare. 

III. Supcrcst ut omnes repraesentationes numeri dati per formam datam 
determinantis 0 exhibere doceamus. Sit forma - haec m [gx-\- hyf, patetquo 
statim, numerum illum per m divisibilem, et quotientem quadratam esse debere. 
Si itaque numerus propositus statuitur = met , perspicuum est, pro quibus va- 
loribus ipsorum x, y fiat m{gx -\-hyf — mee, pro iisdem fieri g r -)- hy aut 
= -\-e, aut — — e. Quare omnes repraesentationes habebuntur, si omngs 
solutiones aequationum linearium gx-{-hy=-e, gx -\-hy — -*-.e in integris, sunt 
inventae. Has vero solubiles esse constat (siquidem g s h sunt inter se primi ut 
supponitur). Scilicet si g , l| ita determinantur ut sit g t d -f- f) h = 1 , aequationi 
priori satisfiet ponendo X-=g ge-|-'Ac, y = Ije — gs\ posteriori vero faciendo. 
x = - — ge+As, y =- — f)< — gz . denotante s integrum quemcunque. Simul 
vero formulae hae omnes valofes integros ipsorum x, y exhibent , si z indefinite 
numerum quemvis integrum designare supponitur. 

• ♦ 

* . . # • . 
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Solutio petieratis omnium arcuationum indeterminatantnn secundi gradus duas incognitas implicantium 

per numeros integros. 

Ilis disquisitionibus coronidis loco apponimus 

216 . 

Problema. Invenire amnes solutiones aequationis generalis *) indeterminatae 

r * % 

secundi gradus duas incognitas implicantis - « 

. . . ' 

axx-\-lLty-\-cyg-\- idx-\-'2ey-\-f = 0 • 


i0 


(ubi a, b, c etc. sunt integri quicunque dati) per numeros integros. 

Sol,- 1 Introducamus loco Incognitarum x, g alias 

p (bb — ac)x-(-fte — cd et q = (bb — ac)y-\-bd — ae 

* • • . \ V t . . 

qui manifesto seniper ei“urit integri, quando x, g sunt integri. <luo lacto habe- 
t>itur aequatio 

• • • . 

dpp'^i~,ibpg.-\-cgq -\-f(bb — ac)*-\~(bb — <ft)(aee — 2 bde~\-cdd) ■= 0 

sijip posito, brevitatis gratia, numero . . , 

f(bb — ac)* + (65 — ac) (a e e — 2 bde-\-cdd\ =:' — M 

. • • _ ‘ ’ ' . * •» 

ttpp-\-1bpq-\*cqq = M 


haec. 


lam ofnnes solutiones hujus aequationis, i. e, onuies repraesentationes numeri M 
per foxznam [a,, b, c) in praeccntentibus inrcnire docuimus. Si vfcrp Cx singulis 
vnloribus ipsorum p. q, valores respondentes" rpsorutu x.y adjumento aequationum 

, r = • 
66 — ac ^ . . bb — ae •- . 

■ i w . '.i.--; ‘ ' . • 

detewniuuHtar', • facile perspicitur, omnes llos valores aequationi propositae satis- 



■ *# • * 

Circa Ranc solutionetn sequentia sunt observanda.'. *, ,• 

. * • . " * . • , . • ' * 

. •,•)■* 8i aequatitr proponeretur in qua coefficien* secuntio*. quarOi» vei' qniAin norf e»aet par, multiplicata 


It 


per 2 eam formam reciperet qu&m hie supponimus. 
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I" .Si aut M per formam [a, l. c' repraesentari non potest , aut ex nulla 
repraesentatione vnlorcs iufetjri ipsorum .c, y sequuntur: aequatio in integis nullo ' 
motio solv i poterit. 

1 * • t 

r 2" Quando determinans formae a, b, c), i. e. numerus bb — ac est nega- 
tivus, vel positivus quadratus simulque M non = 0 : multitudo repraesentatio- 
num numeri M per formam [a, l>. c) erit finita, et proin etiam multitudo om- 
nium solutionum aequationis propositae si quae omnino dantur finita erit. 

3" Quando bb — uc est positivus non-quadrutus, vel quadratus et simul 
* M — 0 : numerus M, si ullo modo, infinitis modis diversis i>er formam ( [a, b, c ) 
repraesentari poterit; sed quoniam impossibile est, has repraesentationes omnes 
ipsas invenire et tentare utrum valores integras ipsorum x, y praebeitnt an frac- 
tos, necessarium est regulam tradere, per quam, quando forte nulla omnino re- 
praesentatio valores integros ipsorum ,r, y praebere potest, de hae., re certi fieri 
possimus nam quotcunque repraesentationes in boo casu ientatae fuerint , aljsqne 
.tali regula ad certitudinem numquam perveniremus); quando vero aliae reprae- 
sentationes dant \ olores integros ipsorum x, y, aliae fractos: docendum <iit quo- 
modo hae ab illis a priori generaliter dignosci possiqt. 

4° Quando bb — oe=0: valores ipsorum j>, y per formulas praeceden- 
tes omnino non possunt determinari; quare pro hoc casu methodus peeuUaris inve- 
stigari debebit. . < 

» ' • 

217. 

»* . * 

Pro eo casu, ubi bb — ac est numerus positivus non -quadratus, .supra 
docuimus, omnes repraesentationes numeri 3/ per formam a p p -f- 2 -f-’ cfltj 
(si quae oputino dentur) exhiberi posse, per unam vel per plures formulas toles, 

**. 'j? + ?='♦<;{«/ + .. . 

denotantibus . % numeros 'integros datos. m divisorem communem maxi- 

mum numerorum </, 'ib, c; <}enique t, u indefinite omnes nuniejcps integros ao- 
quntioni tt — [bb — acniu ='.mw satisfacientes... Quoniam omnes valores 
ipsorum t, u tum positive' tum negative occipi possunt: pro singulis illarum for- 
marum quaternae alias substifbere poterimus. 

. v « • 

1 ‘ =-i (.21 f — ). <1 = 
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P = 21 ^ + q ?= i(— fif+fcn . 

, ^ = — .i «< + »*;• ? — — i (6 / -j- X » 

ita ut imiltitudo omnium formularum nunc quater maior sit quam uutca. t et u t 
vero non nmplins omnes numeros aequationi 1 it — [64 — ac)uu — mm sntJSfa- 
cientes exprimant, sed positivos tantum. Quaevis harum formarum itaque soorsiui 
considerari, et qui valores ipsorum t, n praebeant valores integros i]jsorum x, y, 
investigari debebit. 


. Ex formula 

p - •*('«*+*?«) .. 

sequuntur valores ipsorum ,r, y hi: 

. 51/ -f- 4- mcd — • mb* — mbJ 

I IZTKh __ » .y — “* ... ,\ 






w(44 — «r) 


m (66 — «'•) 


Isupra vero ostendimus, omnes valores (positivos) ipsorum 4 constituere progres- 
sionem' recurrentem t", t', t" etc. , similiter valores respondentes ipsius « quoque 
seriem recurrentem formare »/, «” etc.; praeterea assignari posse numerum p 
talem, ut secundum modulum quemcunque datum fiat 

t' f = t°, /?+' = /', f p +. J =•/" etc., w p 5= u“, «J+.‘ = i/ etc. 

Pro ‘hoc modulo accipiemus «umerum m (66 — ac), designabimusque brevitatis 
gratia valores ipsorum .r, // qui prodeunt ponendo t — t v , n — et quibus 
tribuemus indicem* 0, per ,t“, y a \ siiniliterque eos qui prodeunt faciendo t — t’, 
per .r', / quibus tribuemus indicem 1, otc. Tunc nullo negotio perspi- 
cietur, si y, / fuerint numeri integri atque, p rite determinatus . etiam r* +p , 
/ + p ; hec non / + ,p et generaliter •r A + ip . / + * p , 'integros fore; .et 

contra si ,r* vel / sit fractus, etiam ,r A + * p , vel / + * p fractum fore. Hinc 
facile cortcluditur. si valores ipsorum x, y, quibus indices 0.1, 2 .... p — - 1 com- 
|>etunt. evolvantur, et pro nullo horum indicum tum x, tum y integer sit, nullum 
. omnino indicem dari, pro quo tum x, tum y valores integros recipiant, in quo 
casu ex formula [ 1 ] nulli valores integri ipsorum x, y deduci poterunt.' Si vero, 
inter illos indices aliqui sunt , puta p , p', p" etc. quibus valores integri ipsorum 
respondent, omnes valores integri ipsorum x, y, qui quidem ex formula [1] 
obtineri possunt, ii erunt, quorum indices sub nliqua formularum p — f— Arp, p'+ 4p. 

28 


.i 
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jx" — f— Ap etc. sunt contenti, denotante A - indefinite omnes numeros integros po- 
sitivos , inclusa etiam cifra. 

Formulae- reliquae sub quibus valores ipsorum'/), q contenti sunt, prorsus 
eodem modo sunt tractandae. Si contingeret, ut ex nulla omnium harum for- 
mularum valores integri ipsorum x, y obtineantur, aequatio proposita in integris 
nullo prorsus modo solvi posset; quoties vero revera est solubilis, omnes solutio- 
nes in integris j)er praecepta in praecc. tradita exhiberi poterunt. 


218 . . 

Quando bb — ac est numerus quadratus atque M= u, omnes valores ip- 
sorum /), q comprehensi erunt sub duabus huiusmodi formulis p~'Hz , q — $Hz\ 
p — 9l'r , q — 39'^r, ubi z indefinite designat quemvis numerum integrum, 91,33, 
31', 8' vero sunt integri dati, quorum primus cum secundo, terti,us cum quarto 
divisorem communem non habent (art. 212). Omnes itaqite valores integri ipso- 
rum x, y ex fdrmula prima oriundi contenti erunt sub formula {1] 


x = 


Ss + crf — be 
bb — ac * 


y = 


SB s 4* a* — bd 

bb — ac 


omuesque reliqui ex formula secunda oriundi sub hac [ 2] 


4* cd — be 
bb — ac * 


y = 


SVs -4- ac — hd 
bb — ac 


Sed quoniam utraque formula etiam valeres fractos praebere potest uisi 
bb — ac = ! 1) , opus est ut cos valores ipsius z, qui tum ipsum x tum ipsum y 
integrum reddunt, a reliquis in utraque formula separemus; attamen sufficit pri- 
mam solum considerare, quum pro altera prorsus eadem methodus adhibenda sit. 

Quoniam 91, 5) inter se primi sunt, duos numeros n, .bita determinare 
liycbit , ut 'fiat a 91 -)- 6 33 — 1 . Qjio facto habetur • 


,'Jr 


(ax+ by) (bb — ac) = z-}-a(cd — be)-\-b(ae — bd ; 


unde statim patet, omnes valores ipsius * qui valores integros ipsorum x, y pro- 
ducere possint^ necessario numero a(b* — cd) -}- h(bd -^ae) sec. mod. bb — ac 
congruos, sive sub formula (bb — ac)z -\-a(be— cd)-\- b (6 d— a e) contentos esse 
debere, designante z indefinite numerum integrum. Hinc facile loto formulae 
[1] obtinemus sequenWm v 't . . 
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= 5lr'+ b; 


y = Sz' 


o x 


. «(tj-ar) — g(S« i _ r,f) 
bb — ac 

fi (bd- «<■ ) — $ (6«—' c rf) 
bb — ac 


quatu aut pro omnibus valoribus ipsius z' aut pro nullo valores integros ipsorum 
x, y praebere manifestum est, et quidem casus prior semper locum habebit, quando 
%{bd — a e) et Wbe cd) sec. mod. bb — ac sunt congrui . posterior quando 
'sunt incongrui. Prorsus eodem modp tractanda erit formula 21 , solutiones- 

que in integris (si quas praebere potest) a reliquis separandae. 

iti* 


219. 

Quando bb — ac — 0 , forma axx-\-2bxy-\-cyy exhiberi poterit ita: 
m {ax -f- dyf, ubi m, a. 6 sunt integri {art. 2 1 5). Ponatur «.r-f- fi y — z, trans- 
itque aequatio proposita in hanc : 


r«rr-f-2rfx-f-2<;y-)-/ — 0 

unde et ex z — ax-\-tiy, deducitur " • 

tmzz ■+■ Xez + %J vmzz + Vdz + af 

. 2 »« — iiH itd r- S«* 

Iam patet, nisi fuerit ae = fi d (quem casum statim seorsim considerabimus), 
valores ipsorum, x, y, ex his formulis deductos tribuendo ipsi z valorem quem- 
cunque, aequationi propositae satisfacere; quare nihil superest, nisi ut eos va- 
lores ipsius z determinare doceamus, ex quibus valores integri ipsorum x, y se- 
quantur. . 

Quoniam ax -f- tiy = z, necessario pro z numeri integri tantum accipi 
possunt; praeterea vero manifestum est, si aliquis valor ipsius s tum ipsum x 
tum ipsHin y integrum reddat , omnes valorcj ipsius z illi secundum modulum 
2 ale — ‘2 fj t/ congruos itidem valores integros producere. Quodsi itaque pro z 
omnes numeri integri a 0 usque ad iae — 2firf — t (quando a e — l id est posi- 
tivus) aut ad 2dd — 2 a e — 1 (quando a e — firf est negativus) incl. substituuntur, 
et pro nullo horum valorum tum x tum y integri fiunt, nullus omnino valor ipsius 
z valores integros ipsorum x, y producet, aequatioque proposita in integris nullo 
modo poterit resolvi; si vero quidam ex illis valoribus ipsius z ipsis a?, y valores 
integros conciliant, puta hi £, £', £" ete? (quos etiam per solutionem congruentia- 
rum secundi gradus- ex principiis sect. IV invenire licet) ; omnes solutiones prodi- 

2S * 
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bunt ponendo z = (2 ac — 2f»</)c-f-C' * = (‘iae — 2fJrf)»-)-C' etc.. designante 
v indefinite'omnes numeros integros. 

t * , • ■ * 

% * 

* 220 . , . 

Pro eo qubtn exclusimus cusu, ubi a« = f>d . methodum peculiarem inda- 
gare oportet. Supponamus, a. 5 inter se primos esso, quod licere ex art. 21 5. [ 
constat, eritque - = j numerus integer (art. 19), quem statuemus =h. Tunc’ "• , ■ 
aequatio proposita hanc induit formam : • ■ 4 , 

[max -f- n»6y -f - A)* — hk-\~mf — o 


manifestoque adeo rationaliter solvi nequit, nisi h h — m f fuerit irumerus qua- 
dratus. Sit hh — 
quivalere : 

+ + A + i = 0, et max -J- -f- h — k — U 

i. e. quamlibet solutionem aequationis propositae etiam alterutri harum aequatio- 
num satisfacere , et vice versa. Aequatio prior manifesto in integris solvi nequit, 
nisi h -(- k per m fuerit divisibilis , sirniliterque posterior solutionem in integris 
non admittet , nisi h — k per m fuerit divisibilis. Hae vero conditiones nd re- 
solubili tatem utriusque aequationis sufficiunt (quia a, fi inter se primi esse sup- 
ponuntur) , omnesque solutiones secundum regulas notas exhiberi poterunt. 


i f = kk, patetque aequationi propositae sequentes duas ac- 


221 . 

Casum in art. 217 consideratum (quia omnium difficillimus est) exempli» il- 
lustramus. Projwsita sit aequatio XX 8 xy + 2x — iy 4 t = o. Ex 
hac primo per introductionem aliarym incognitarum p — 1 5 x — 9. q —\hy-\- H 
derivatur aequatio pp -j- Spq-\-qq — — 540. Huius nutem solutiones omnes in 
integris, contineri inveniuntur ’sub quatuor formulis sequentibus: 4 


p = dt, • 
P = 6t h 

p — — (it, 
p — — l>/. 


q = —21/ — 90« 
q = — 24/ + 90« 
q — 24/ — 90« 
q = 24 / + 90« 



denotantibus /, u indefinite omnes numeros integros jiositivus aeqituiioui 
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tt — 1 5 u u — 1 satisfacientes, quos complectitur. formula ; . 

. '• ' =• l*c< 4 H- V‘ s r -h <» — 

si « indefinite omnes numeros integros (msitivos (inclusa etiam cifraj designat. 
Quamobrem omnes valores ipsorum .r, y contenti erunt sub formulis his: 


. i-, 

Mtvz ■ 

*%• * 


X = *(*+»). 

, '2 ' • : ; 
* - 1 -2' -:s 


2/ = — i(8f+30«+2) 
y = — l(Sf— 30U + 2) 
y i(8f — 30« — 2) 
y = i(Sf+30«-2) 


Praeceptis autem liostris rite applicatis. rej>erietur, ut valores integri prodeant, .in 
formula prima et secunda eos valores ipsorum t, u accipi debere, qui proveniant 
ex indice n pari; in tertia quartaque vero eos , qui ex impari n obtineantur. — 
Solutiones simplicissimae Imbcntur hae : x — 1 , — 1 . — 1 ; y — — '2', 0. 12 resp. 

Ceterum observare convenit, solutionem problematis in artt. prnecc. expli- 
cati plerumque per multifaria artificia abbreviari posse, praesertim quantum ad 
exclusionem solutionum inutilium i. e. fractiones implicantium pertinet; sed haec 
ne nimis longi fiamus hoc loco praeterire coacti sumus. 


A nnotatioruu h Utoricu * , 
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Quoniam complura ex iis quae hucusque pertractavimus etiam ab aliis geo- 
metris considerata sunt, horum merita silentio praeterire non possuum* De for- 
marum aequivalentia disquisitiones generales instituit ili. l<a (Irango, Xohv. Mejit, 
de FAc. de Berlin, 1773 p. 263 et 1775 p. -343^qq., ubi imprimis docuit, pro quo- 
vis determinante dato multitudinem finitam formarum dari ita comparatarum . ut 
quaevis forma illius determinantis alicui ex ipsis aequivalcus sit . adeoque omnes 
formas determinantis dati in classes distribui posse. Postea clar. I.c (iendre plures 
proprietates elegantes huius classificationis ad maximam partem per inductionem 
detexit, quas infra trademus demonstrationibusque muniemus. Ceterum distinc- 
tionem aeq invalentiae propriae, et impropriae . cuius usus maximo in disquisitio- 
nibus subtilioribus.conspicuus est . nemo hucusque attigerat. 

Problema famosum in nrt. 2l«sqq. explicatum ill: I.a Graiige }rrimu».eom- 
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plete resolvit , Hist. de TAc. de Berlin . 1767 p. 1 65 ct 1763 p. 191 sqq. -Exstat 
solutio 'seil uiinus completa) etiam in Suppi, ad Euleri Algebram i a tu saepius lau- • 
datis. Iani antea ili. Euler idem argumentum aggressus fuerat, Comm.Petr. T. VI 
p,17S; Comm. Nov. T. IX p. 3; Ibid. T, XVIII p. 185 sqq., sed investigationem 
suam eo seiuper restrinxit, ut ex aliqua solutione, quam’ iam cognitam esse sup- 
ponit, aliae deriventur; praetereaque ipsius methodi in paucis tantummodo rasi- 
bus omnes solutiones suppeditare valent (vid. I ai (irange Hist. de r Ac. de. Berlin 
1767, p. 237). Quum ultima harum trium commentt. c a centi oris dati sit quam* 
solutio Ia» Grangiana, quae problema omni gencraliMte amplectitur nihHque hoc 
respectu desiderandum relinquit : Euler tunc tempdfcjs Tomus XVIII Commen- 
tariorum jiertinet ad annum 1773, et n. 1771 estpub&ntus illam Solutionem uon- 
dum novisse videtur. .Ceterum solutio nostra perinwi^at omwa reliqua quae in 
hac sectione hactenus tradidimus), principiis omnino diversis est superstructa. 

Quae ab aliis, Diophanto, Formatio etc. huc pertinentia sunt tradita, casus 
jnaximc speciales spectant; quare quum eorum quae praesertim memoratu digna 
visa sunt, iam supra mentio facta sit, sigillatim omnia enarrare supersedemus. 

■ ■ » , » 


Quae liactenus dc formis secundi gradus exposuimus, pro primis tantum 
elementis huius doctrinae sunt habenda: innixius hanc disquisitionem persequen- 
tibus campus se aperuit nobis vastissimus, ex quo ea quae attentione imprimis 
digna videntur, in sequentibus excerpemus. Xnmque argumentum hoc tam fer- 
tile est, ut permulta alia, quae iam nunc invenire nobis contigit, brevitatis grntia 
silentio praeterire o|>orteat< multo vero plura sine dubio adhuc latent novosqUe 
conatus exspectant. Ceterum in limine harum investigationum statim adnotare 
convenit, formas determinantis 0 inde exclusas esse, nisi contrarium moueatur. 

DISQUISITIOXES ULTERIORES DE FORMIS. 


Di» , ribatio formarum determinanti» dati in classe*. • 

• 223. • • 

Iam supra, (artt. 175, 195, 21 1) ostendimus, proposito numero quocuuque 
integro D (sive jmsitivo -sive negativo) assignari jiosse multitudinem linitam for- 
marum F, F‘. F" etc. determinantis B, ita compara tarum. • ut quaevis fornpi de- 
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.... . . .1 . 

terminantis D proprie aequivaleHS sit alicui px illi» et qpidcm unicae tantum. 
Omnes fgituj formae determ Hiantis 'D (quarum multitudo est infinita) secundum 
illas formas classijicari poterunt, formando scilicet e complexu omnium .farinarum 
formae F proprie aequi valentium classem primam; q forpiis qHac formae F' jiro- 
prie aequivalent, secundam etc. 

' Ex singulis classibus formarum determinantis dati D, forma aliqua eligi et 
tamquam Jorma repraesentans totius classis coj|ridcrari poterit. Per se quidem 
prorsus arbitrarium est, quaenam forma e,\ quaque classe accipiatur, attamen ea 
semper praeferenda erit , quae reliquas simplicitate superare videtur. Simplicitas 
formae alicuius [it, b, e) manifesto ex magnitudine "numerorum a, b, c aestiman- 
da est, meritoque forma tiW/.c 1 ) minus simplex dicetur quam (<J, b, c) si <i>«, 
b' b, c'p> c. Sed bine res nondum determinatur penitus, arbitrioque nostro re- 
linquitur e:g., utram ex formis (17, U, — 45), (5, 0, — 153) pro simpliciori ha- 
bere malimus. Plerumque tamen e re erit, sequentem normam observare; 


♦ 


L Quando determinans I) .est negativus, adoptentur formae reductae in 
singulis classibus contentae tamquam formae repraesentantes; ubi vero in eadem 
clasSe duae formae reductae reperhmtur (quae erunt oppositae, art. 172). recipia- 
tur ea, cuius terminus medius, positivus. 


II. Quando determinans D est positivus qon-quadratus , evolvatur perio- 
dus formae alicuius reductae in classe proposita confentae, in qua aut duae for- 
mae ancipites invenientur aut nulla (art.. 187). 

1) In casu priori sint fortnae ancipites hae: (A, B, C), (A', B', C'); resi- 
dua minima numerorum B, B! secundgm modulos -4, A' resp, M, M' (quae 
positive accipi poterunt msi sunt =0); demque A — - ■=■ JS, - — — — jy . 

His ita factis, ex formis (-4, M, — N), {A', M\ — ‘N"j ea quae simplicissima vi- 
detur, pro forma repraesentante apeipiatur. In hoc iudiciq forma cuius terminus 
medius =0, praeferatur; quando vero terminus medias aut in utraque aut in 
neutra est 0, ea quae terminum primum minorem habet, akeri praeliabenda, et 
quando termini primi magnitudine sunt aequales signis diversi , signum negati- 
vum positivo postponendum. •• * . • 

(2) Quando vero nulla forma anceps iir ' tota periodo habetur, eligatur ex 
omnibus periodi formis ea quae terminum primum sine respectu sigui minimum 



± . 
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linbct . ita quidem. Ut si duae formae in eadem iieriodo occurrant, in quarum al- 
tera klem terminus prini ur signo positivo afiectus sit in. altero negatio, posterior 
priori postponatur. 8it haec forma A,B,C , deduenturque ex ipsa eodem modo 
ut in casu pracc. forma alia .{A, 31,—rN) (puta, accipiendo pro 3/ rdsiduum ab- 
solute minimum ipsius B secundum mod. /1 , et faciendo N — 11 : haec 

demum pro repraesentante adoptetur. • 

Quodsi vert> eveniret, ut idem terminus primus minimus A pluribus periodi 
formis communis sit, omnes hae formae eo quo praescripsimus modo tractandae 
et ex formis prodeuutibus ea cuius terminus medius quam minimus evadit tam- 
quam forma repraesentans assumenda erit; ■ 

ltn e. g. pro 1) = 305 habetur periodus inter alias haec: (17, 4, — 17), 
(— 17, 13, 8),- (8,11, —23), (‘—23. 12,7), (7, '-UT, —7). (—7, 12,23), (23,1 1,-8). 

.( — 8,4 3, 17) , ex qua primo eligitur forma (7, 16,-7), hiucquc secundo deduci- 
tur fornm repraesentans (7,2, — ‘43). 

III. Quando determinans est positivus quadratus = k k, eruatur forma 
reducta [A, k, 0) in classe proposita contenta et, si .1 <) k aut = k, pro for- 
ma repraesentante ipsa recipiatur; si. vero .1 O k, assumatur illius loco fprrna 
.4 — 2k, k, 0), cuius terminus primus erit negativus, sed minor quam k, ' , 

Ex. Hoc modo omnes formae determinantis — * 235 distribuuntur in . 
classes sedecim, quarum repraesentant as erunt : ((,0,235), (2, 1, 116), (4, 1/50), 
(4, —I, 59), (5, 0. 47), '10. 5. 20), (13, 5. 20), (13, — 5. f0>, octoqije aliae a 
praecedentibus in solis signis terminorum externorum diversae (—1, 0, — 236 , 
— 2. 1, -118) CtC. . • ’ , . 

Omnes formae determinantis 79 in sex classes discedunt, quarum reprae- 
sentantes (1,0, — 79), ,(3. 1, — 20),. (3, — I, — 26). (—4,0.79), (— 3. Iy‘26); 

' — 3,-1, 26), . • ‘ ‘ • • . .. 

•- *• i 224. \ ' • ’ , , « ‘ 

lVr hanc itaque claseiiicationem formae quae proprie aequi valentes sunt, a 
reliquis omnino segregabuntur. Duae formae eiusdem determinantis 1) , si ex 
eadem classe sunt, proprie aequi valentes erunt; quivis numerus per uuam- reprtie- 
sentabilis etiam per alteram repraesentari poterit; et -si numerus quicunqfie 3/ 
per. formam priorem ita repraesentari potest, ut indeterminatae vtdoresintqr.se 
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patrio» habeant. 'idem numerus per alturam formam eodem n.ipdo repraesentari 
potorit. et quidem ita. ut utrnque repraeseiltatio ad eundem valorcm expressiori is 
\/D fmod. Jt)' pertineat.' Si vero duae formae ad elasSes. drversas pertinent, pro- 
prie aequivalenteii-iioireruntt n Tcprncsentabilitate nunjeri alicuius dati per unam 
ad repraeseptaljrlitatem eiusdem numeri per alteram, condudi nequit: contra. >i. 
numerus M per alteram repraesentari potest ita ut valeres indeterminatarum in- 
ter se primi siu,t; .statim eefti 'sumus, nullam- similem repraesentationem eiusdem 
numeri per formam alteram dari, quae ad ('Undem valorcm expr. y»D ( mod. M 
.jHytiueat (V. artt. 167, 16S).' 1 . V 

Contra utique fieri potest, ut formae duae F, I'‘. e classibus 'diversis Ii. IC 
improprie nqquivalentes sint, in quo casu quaeris forina ox altem classe cuivU for- 
mae ex altera improprie aeqnivalehit; quaeris forma ex K formam sjl« opposite tn. 
habebit in li\ ?la«scsqac .ipsae- Ii. K’ oppositae dicentur. Ita in catrtupjo primo 
art. pmec, classis tertia formarum det. — 33& 'quqrtae, septima oetavae oppiJsita 
est; in ox. secundo classi» secunda tertiae, quinta sextae. Propositis itaque dua- . 
' bus formis quibusennque e classibus oppositis, quivjs numerus M qui per alteram 
repradsentari potest, etiam per alteram pbtcritrquod. si in altera fit per vailares in- 
determinatarum ititer se primos, lrf alteni jleriude fieri poterit, ita tamen', ut hae 
duae repraesentatione» ad ‘valores oppositos expr ' \jD mod. M-) pertineant. — / 
Ccternm. regulae snprn traditae pro electione formarum repraesentantium ita sunt 
constitutae , ut classes oppositae formas TepmOscntautes oppositas semper nancis- 
catttur. * ^ ; 

• Denique dantur etiam classes sibi ipsis opjmittte. .Scilicet si forma aliqua 
simul cum 'forhia opposita In cadent classe . continetur , , facile. persjricitur . omnes 
formtis huius classis tutq proprie tum iniproprie inter se aequivalentes esse, oppo- 
sitasque sitas secnni habete. Hanc ituldlcm quaevis classi» habebit, in qua forma 
anceps continetur/ et rice versa in quatis classe sibi Ipsi opposita necessario forina 
anceps/ rteperietur (art. 163,” f 65), quamobrem- (lassis anceps nuncupabitur. Ita 
inter classe» ftjrntaruin determinanti* — 235 ootp aneipi{es'habentllr, quarum re- 
praesentantes sunt (1.0. 233), .(2, J.fl t>). s; 0, 47). (10, 3, «jp. (— \ . '0; — 535), 
(— — i* 1 18). (*— 0. 0. r-^4T).,' 6. — 26)t intqr classes formarum defer- 

npnautis 711 diiap, quarum. repraesentantes (f, 0, — 79); .(-*. t,.o, 79), v_ Ceteram 
si -formae -tepraesquthates «equudqjn regulas nostra», determinatao sunt, classps 

ancipites «ullo nCj/otjo tnde* cognosci poteruut. NciliceVpro determinante (xwLtivo 

• * * * - 

• . • 29 
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non-quadrato clusis anceps certo formam- rcjiracseiitikntem afifcipiteili nnnciscifui; 
(art.. 101); prd determinante negativo forma repraesentans classim anoipitis aut ipsa 
anceps erit, aut tajis eui\»$ tehnini extefni sUnt aequale» (art. 17 2); denique pro 
determinante positivo quadrata per art 210 faeile diiudicattir, an forma repraesen- 
.tans sibi' ipfri improprie ncquivnlens sit tuleoquc classis, quam repraesentat, "-auceps. 


.• • .225. ‘ ' - •• . 

Iam sppra (art 175) ostendimus, in' forma (a, b, e) determinantia negativi 
terminos externos eadem signa habere tum inter Se tum cum terminis externis 
cuiusvis aliae formae .illi aoquivalchtis. 81,'«,. c sunt positivi, forrham (a, b, e) 
positivam vocabutiVis , nec non totam classem in qua (a, b, c) continfctur et quae e 
solis foriiiis positivis constabit, c/ossiv» positivam dicemus. Contra [a. b, e' erit 
forma negativa, et in classe negativa contenta,, si <*. e «unt negativi. Per formam 
positivam numeri negativi, per negativam positivi repraesentari nequeunt.' 3i 
forma (a/ b, i) est repraesentans alicuius classis pdsitivae . -forma — a, 2», — e) 
repraesentans classis negativae erit, unde .sequitur, .multitudinem cla*siui»t>ositi-" 
varum multitudini negativarum aequaleni esse,* et, simili at: illae fuerint assigna- 
tae, etiam lias liaberi. Quocirca ki disquisitionibus super formfe deterininantis 
negativi plerumque sufficit classes positivas considerare , quippe quarum proprie- 
tates ad classes negativas facile transferuntur. 

Ceterum distinctio hgejc unice ip formis determinantis negativi loctwn Imbet; 
jier" formas determinantis positivi si ite discrimine numeri positjvi et negativi re- 
praesentari possunt, quin odeo baud raro duas formae tales (<*, b; c), b, • — c) 

in hoc casu ad eandem- classem -sunt referendae". i . 




Distributio clatt*junt in ofdfties. 

' /* 5 2 U : % . 




Eornmiii quauicuiique fp,'b, c) primitivam vocamus . si n Umori a. b, c divi- 
sorem commuflem noil habent; ajioqitin dicitur derivata, et quidem," {losito nume- 
rorum a, b, c divisore cojnmupi maxjmo ~‘m, forma (a, 'b, c) erit derivata e forma 
primitiva , ^). Ex hac -definitione statim liqnet, omnes formas, gupfum 

determinatis per nullum quadratum (praeter \) divisibilis -sit, necessario primitivas ' 
efse. i’orro ex art. 16-1 patet. «i iu aliqua classe data formarum dcterminafttis 
D forma- primitiva ik veniatur,- omnes formas huius classis primitivas, fore; in quo 
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rasu el 


elassjs i]>sn priimtim . dicetur. Pofru maniicslum est. si foymn aliqua F de- 
terminantis J) derivata sii ex.fornm primitiva f determinanti* classe»que in 
quibus formae F, f resp. contineantur, sint K, k, omnes formas o classe K deri- 
vatas foro e classe primitiva A-; quocirca classem K ipsanii.fcifls.sV primitiva. k 

*»• - V * ' -,s »' # , 

derivatum pi hoocasu vocAbiinus. ; 

Si (a, I/, c) est forma primitiva, neque vero «,-C/ simul purfes (i. e. si aut 
uterque impar aut saltem alteruter) / facile iutelligitur, 'non uiodo a, b,y, sed 
etiam’ a, i b..c r divisorem communem liatyere mm, |*osse, rn quo casu furina {a, b, c\ 
dicitur proprie, primitiva sive s inipliei ter forma jgropiria . Si .vero (a, b, c est fortua 
primitiva, muneri a, c autem ambopaTos, j/atet, numeros .-u*, tf>, c divisorem 
communem t habere (qui simul v «i;it maximus}, vocabiturque (a, ]>• c) forma im- 
proprie priinitira f sive simpliciter forma impropria ‘ ■ Jn hoc Casu fi necessario 
erit impar fuKoqttin.onim. (d* b. c) non’ esset forma primitiva^;' quare «tif b.b^ I 
'hiod. 4 adeoque quoiliam Ar - per t- divisibilis, determinans bb . — ac =*.t (ihod. 4). 
Formae impropriae haqile Mntumrood» pro detoruiiiilinte formae 4« -}r 1 . si est 
positivrfs, vel formae — (4 n-f: 3),. si;cst negativus, locivil halrent.^— Ex avtUil . 
autem -perspicuum' est', si iit classe aliqua data fornva proprie- primitiva Inveniatur, 
omnes formas lipkis clpssis proprie primitivas esse'; contra classem quae formam • , 
improprie primitivam impluet ex solis formis' ini proprie primitivi» constare, t/uiuq- 
obreul Classis ■ipsa'jn casu priori propur. primitiva seu simplicate r propria; bi poste- 
riori improprie primitiva seu impropria appellabitur.^ Ita t.-g. mter classes posi- 
tivus tormaraln determinantis sex sunt propriae, puta quarum rc prae soli- 

tantes (1. 0 . 245) -..(4, 1, 5«),. (4*. — 1; 5«K '5, U. .41),, (.18, 5. 2,0. .:.il3, - 70 ^ 25), 
totidemque Inter negativas ;• bipae vero- inter utrasque impropriae. Classes 
foruiarUm determibaUtis 79 (utpbte numeri formae' 4« -f- 3'/ omnes suiit. propriae. . 

. r.Si forina (d, i/ e) est dorivata .. qt quidem e primitiva (£ / ^ liaociuit 

proprie primitiva aut un proprie esse poterit. In casn priori m erit divisor com- 
’ munis maximus etiamnumCroruni a, 2 K c-; . in pctstei^dri' horum numerorum div. 
Colum, max. erjt im. Hinc uitellipitur disthictio inter firmatu e forma proprie 
primitiva tlcri rutam et formam ex improprie primitiva derivatam; nectiou (quoniam 
propter ait. 1 1 > t omnes formae eiusdem charis boo inspectu jierinde se habent) 

t ^ — rl — ^ ~ — , ^ , • 

k ') Hoa torm&o» ut in\j>roprir. ideo' hrc i-lepmu», quia alii idonei noy otcumJidot, qli°d *$- 

iqnnemuii, no qui* julor Hanc rrijjnilicaiiorHiu «unqui- qua iiiila k!S »r<, J >T n»i imnui,' t/yium occultatu quadrat, 
qui uolh» adaat. Olerum ambiguin» coite hinc 0011 e»i rnmciidu. , • .1 . • ■ * * \ 

• 29' ; 
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inter 'ctaspei/t derirotam e classe proprie primitiva, ot- classem e,v improprie primitini 
derivatam.- " *• * . •. ' i '• : 

f ' •» * 

. Per has distinctiones fundamentum primum nacti surau^ cni distributionem 
omnium classitun' formarum determinantis dati in varios ordines superstruere pos- 
sumus. ('lasses duas, quarum repraesentantes- sunt forihae (a, b, c), b’,v\ in 

eundem ortlinem 'cbniideqius, sr tum ltumeri u. b, c eundem divisorem cotritifunem 
maximum Imbent ut a, b\ c, tum a,’1b;c eundem iit a’,. ib', c'*, sj vero aut alter- 
utra aut utraque Itabunt eonditiojtutu locum non habet, classes ad ordines, dlrersos 

* * 

referentur. Hinc stntini jiatot, qmuct rlnsses proprie primitivas tinum ordinem 
constituere; omdes classes inquojirie primitivas-, alium; si mm est quadratum 
determinantem D metiens., clnssci derivatae o classibus proprie primitivis deter- 

j) ’ . t , . , # ; - 

minantis forniabunt onlinem peculiarem, olinmqne classes derivatae e classi- 
bus iniphvprie primitivis determinantis ^ etc. «*ii -forte D per nullum quadra- 
tfnn (praeter 1) divisibilis est . ordines classium derivatarum non aderunt -adeoque 
aut onus tantum 'ordo dabitur ((piando 2 vel '3-secttuddm mod. 4), puta ordo 
classium proprie' primitivarum, aut dtio f quando £>= 1 (mod. 4)) scilicet O. clas- 
sium proprie primitivarum e£ O. i’l. impr. primitivarum. • Ppr principia calculi 
coinbinatkmum haud ditticile cpnditur regula Sequens guncralis: Si supponitur 
D == D,' 2*! 1 «?“ .. ita ut -D/ nullum factorem quadratienni iinplicot, et 

■a, b, tute. - sint tumeri primi impares diversi (ad quam formam quivis uuinerns 
redigi potest ffteiertdo p=x 0, quando D per 4 non est divisibilis; et a, 6; y etc. 
omnes =0, Sive quod eodem redit omittendo factores a*“, b**', c* 1 etfc., quando JJ 
per nullum quiukatuni impar dividi potest); habebuntur aut ordines 

(irf- ‘i *■; * •' •. ■ ‘ - \ 

neifipe -quando />'~2 vel 3" (mod. 4)t aut ordines >*, . .. _ . 

; , 2 ) («4- 0 (*> + ! /(y+i) •• »' - \ . ** •• 

• • *"•' ’ r ' ’ * * . v . • — . • . • . • 

quando /Cs I (mod, 4). 8ed demajistrationbm' huius regulae supprimimus, quo* 
niam neque difficilis neqtu; hip qdeo hecessariatest. 

E#, t, l*rtf i>=r45=5. 3’ Imbentur sex e lasses, quarum repraeseutantes 
1. 0. — 4 5), (—1. II, 45).. (S,;i, — Tl), • (h- 2, 1, 22), (3. 0, — t-5),' [ti. 3. — C). 
tlae distribuuntur iy quatitor prdiiuyt, scilicet Jt).l comprehendet duas classes pro- 
prias quarum repr.-.(l. 0, . — 45); (— 45); O. 11 Continebit dnas classes Irn- 
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proprias, quarum rejir. -(2. I, — 22),„( — 2, !-. 22); O. HI' continebit unam classem 
derivatam e propria determinantis 5 , puta culus repr. (3' ( 9,> — 1 5)j O. IV cbn- * 
stabit ex' tina classe derivatae* impropria det. 5, puta cuius repr, (6, 3; — 6); 

£v. 2. Classes positivae determinantis — 99 .£= — 11.3* inter quatuor 

, i . , • i i ' 

ordines distribuentur: O. I complectetur classes proprie primitivas sequentes"): 

(1, », 99); (4‘, 1, 25), "(C'— 1. 25),. (5, 1, 20), (5, — 1,2«), (9, 0, lt); 0, II conti- 
nebit cldsties impropria» (2, 1, 50)*. (10, !, 1Q); O. III chisseft derl tatas e a propriifs 
cleterminaittis —H, (3, 0, 3^),'(0 T .3* 12), (9, —3, 12); O, IV classem unicam 
derivatam ex impropria det. — 11, (6(3, 18). _ Classes negativae huius determi- • 
nantis prprsmt eodem modo in ordine? distribui poterunt; 

Observamus, classes oppositos semper ad euudep i ordinem referri ,■ cuius theo- 
rematis ratio nullo negotio perspicitur. '• • * . • i r • 

• : " - • Vv '- " ’■> • • • 

7 : • £ • 

Kx Ilis diversis orilinibus imprimis ordb classium proprie primitivaruta ma- 
ximam attentionem meretur. , Nam singula* classes derivatae n certi» classibus 
primitivis (determinantis minoris) originem trahunt, ex quarum consideratione ea. 
quae ad illas spectant, plerumque spopte sequuntur. Infra autem docebimus, 
quamlibet classem improprie primitivnui silnili modo quasi associatam cSsg aut 
unicae classi proprie primitivae, aut tribus (eiusdem determinantis).- Porro pro de- 
terminantibus negativis classes negativas praeterire licebit, quippe quibus singulis, 
cerine classes positivae semper respondent. Ut itaque naturam classium proprie 
primitivarum profundius penetremus , ante omnia differentiam certam essentialem 
explicabimus, secundum quam totus ordo classium propriarum in plura penem 
subdividi potest. ; Quouiain hoc argumentum gravissimum hactenus nondum at- 
tigimus, res ab integro fiobis erit rajietenda. • * . '■! >' ' 

v ’ •. ; ■ . ■ : ■ ■ • .■ 

’ •*.«* • *. Ordinum pdtrtiUo in genera. * • . , • 


228 . 


V 


p . . • . . •* - 

TheohkUa. Per formam quamcirnqiie proprie primitivam F repraesentari vos- 
sunt infinite multi numeri per numerum primum, quenieunque datum p non divisibiles. 

Dem. Si forma P— axjc-\-.<lbxy , manifestum est) p omnes -tres 

u umeros a, 24, c simul metiri uou posse. Ium quando a pei; p non est divisi- 

. V *■ . -■ • - * * ’ ’ • ' / m * * Ki • • ‘ # ^ 

*) Adhibendo brofitati» cspsmf forma» «opracscntautfK pro clasilbun ipfi» quarftm \ioe flaniFinUir. 
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bilis, patet,. si pro x assnuiatur numerus quacunque per p non divisibilis ,< pro - y 
vero numerus per p divisibili* , valorem formae . F fieri nem divisibilem. per 
quando c per p non est divisibilis, idem -otiti netur tribuendo -ipsi x valorem di- 
visibilem .ipsique j/ vnlorem non divisibilem ; denique quande tum a tum c per- 
p sunt divisibiles, adeqqbe ‘Ib non, divisibilis, forma F valorem per p non divi- 
sibilem -induet -tribuendo tum ipsi x. tum ipsi y valeres, quoscuBqne pery non' 
divisibiles. Q-.-E: D. ■ ..... 

•- •• Manifestum qst, theoremi» etiam pro formis improprie primitiri* locum ha- 
l>ere, si" modo nenfuerit-pW2. . ’ - •* • *• 

'Quoniam plures lnliqsmod.i conditiones Simul consistere poSsunt, ut idem 
numerus per quosdam numerps primos datos» divisibilis sit, |K-r alios non divisibi- 
lis (v. qrt! 3 2‘- : facile perspicitur, numeros • iutinite multis modis itadeter- 
minari posse , ut foihiaqnimitivft a xx -|- 'llxp cpy valorem per quotCunque 

numeros primos datos non divisibilem adipiscatur, a quibus 1 unice excludendus est 2, 
quoties forma «st impiof>rie prinlkiva. ' Hinc patet, theorema generalius" ita pro- 
poni -posse: Ppr formam quamcunque primitiram rejrruesrntiii i possunt injiuite multi 

numeri, qui ad numerum ipiemcunqut datum ( imparem . quando fotynd.es t improprii- 
pnmifica) sint-primi. . ' \ ' • ’ V 

> • • 

22*.». - ' * 1 

, . # ** • * • I . * 

, '1'heqhEha. Sit F forma primitiva determinantis I), p numerus primus, ipt 
sum JJ metiens: tum minu ri per p non xlivisildles qui .per formam F refnvesentdri 

possunt, in eo cotivenient, ut-rei omnes sint residua quadintica ipsius p, vel omnes non- 

. 1 

residua. . i\ i . ‘ * . • -s ■ .- . . 

i ‘ * J ' » J » ? 9 ' ' • v 

Dem. Sit F—(a,Kc ); tn, wf duo numeri quicaiique^pfr p nmi divivibi- 
• les qui per formam P repraesentari possunt, scilicet V. 1 •• • «v • 


Tum erit 


•= dpp-^-ibff/r-^cJth, = a£f-\ -Iby' h’ -\-cf K . 


cni ' ; ■ . • . .- • • 

mm' — D{gk hg »* ; . • 

quare m m , quadrato congruv» erit -secundum wodtiium D, adeoquu etiam secim- 
dum jk *. e. m m crit f^siducrm quadraticuni ipsius p. Hinc sequitor aut utruta- 
que vi. m' esso residuum quadraturum ipsius p. aut utrumque «on-rosiduum. 

q. m />. , 




r- 
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Sun ili modo probatur , quando determinans' J9 per 4 «it divisibilis. omnes 
numeros Impares per F repracseritabiles.vel esse s I . vel omnes- s 3 (mod, 4). * 
Scilicet productum e duobus numeris talibns in hoc' casu sentper critrCsidnum • 
quadr. ipsius' 4, niieoque’ "=■ 1 (mod, 4);. quare' vel uterque erit sl-, vel tuer- 
que =3. ’• * ' ■: ’* ■' • • • * 

> Denique quando I) pbr 8 est divisibilis, productum e duobus numeris qUi- 
buscunque imparibus, qui per F 'repraesentari posSttnf, urit H. Q. ipifltis 8 et 
prdin s 1 {mod. 8). Quare in'hoc cosu omnes numeri iitipares {»er. F rppraesen- 
tabiles vel erunt =1, vel omnes =3, vel omnes =5, vel ofnnes s 7 (mod. 8). 

Ita e.g. quum per formam (.10. 3, t7) * repraesentari possit numerus 10 
qui est N. it.' ipsius 7: omnes nmneri per 7 non divisibiles, qui per fbnnani il- 
lam repraesentari possunt, non-residtia ipsius -T. erunt? Z-l Quum ' — 3 per for- 
muni (-*- 3, 1, 49) repraesentabibs et sec. mod. 4 sit = t, omnes numeri im<- 
pares per fornum hanc Tcprficscn tabiles .perinde se habebunt. ' • { ' 

' Ceterum . si ad propositam pfae.rens nfeoessarinin esset, facile demonstrare 
possemus , numeros per' formam F repraesen tabiles ad nhllum numerum priiqun 
qui ipsum 1) non metiatur, talem relationem fixam habere , sed promiscue tam 
residua tum non-residuq, numeri cuiusvis primi ipsum D non metientis pCn for- 
num F -repraesentari posse. Coptra respectu linmoitfum 1 vt -8 analogoii quod- 
; • • • . . 
dam etifltn iit altis casibus locum habet, quds ptaeteriro non possumus. > 

' . . ' • . , . • . • . » .' -f •: • > \. 

• • a ' A * . ■ • ' , / ' . . 

I. Quando deterniimms D fbtmael primitivae F est =*= 3 ( mod. 4 ) :■ omnes 

numeri impares , per formam F repraesentabiles , erunt vet ~i, vel omnes =g'3 • 

(mod. 4). Si enim m , m sunt duo numeri per P Topracsentabiles . productum 

I * i/ 

rptrf eodem modo ut snpra snb formam pp — Dqq redigi poterit. Quando ita- 
que uterque m, m’ oSt imptir necessario alter nnnrtrqruirf p, q par erit, alter rm- • 
par adcoqne alteriini quadratorum pp.qq, =••<), «Jttrunr si" (mod. 4.). jf/jidc' 
facile dedpeitur,' pp — Dqtf otrttf esse (mqtl.4), adeoqne mit utrumque 
m, m, =1, aut utrumque .= 3 tuod. 4),* -Ita e. y. per frirtnam (10, 3, 17) alii 
immori impares *quam qui -siiut formae 4 »4* fcj rtjirfesfcntari hequeuirt. • ' 

\ • .* ® ■ ’* 

II. Quando determinans D formae, primitiva* F est ^2.' mod. 8); omHes . 
numerf ihpares, per formam F repraeseutabiles.erunt be/ parti}? El paxtim =7. 
tel partim = 3 paeti m ~ 5 (mod. 8). ' Ponamus 'enim m. esaC duos "numeras 
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impares per F . repraeseutabiles , quorum . icitur productum. mW sub formam 
* pp—Dqq redigi poterit. Quando prgo uterquc* myhi est impar, ni^cessario p 
impar esse, debebit 'quia D. par). Udeoque pp~l (mod,8j; qy ypri> erit rei =0 
vel 3 1 vel st, «t protu Dqq vcl.SO vel s2' Jlinq mnt—pp — Dqq 
fit vel » 1 vel = 7 (mod. 8); si itaque »»' qsfevel =1 vel =?, etiam m' 
erit vel sl .vel .£7; si vprQ ot* qst vel vel, = 5, etiam af. erit vel s.3 
vel.;S»‘. E. g- omnes- numeri impares per formam *(3, 1,6} rcprnesentabiles 
sunt aut s 3 a\rt »5 (mqd.4>)., uullkpte liumeVi fbrmae aut Sn-f-7 

per formam illam repraesentari possunt. , * ’ ■ 

• , q t ! 1 • ' * *• • , 

Hir ■ Quando determinans ■ D formae primitivae F est = i) (w od, 8) : per 
foritum hanc repraesentari possunt lu/meri impares vel lates tantum qui sunt ~ 1 et 
E 3 ‘ynod. 8) , vel tales tantum qui sunt =5 et- pE 7 (mod. 6). Demonstrationem 

praecedenti (in Il}'omnino similem quisque nullo negotio evolvere poterit, . Ita 

e. g, per formam (5, 1,.7 ) -unice tales numeri inqmres-possuntrepraesont.iri qui 
sunt aut si ' «ut : ^ 7.imod. • •• . .» 


2:to. 


. . ()mhes igitur numeri qui per formam primitivam datam f' determinantis 
D repraesentari- possunt, relationem fixaln habebunt ad singulo* divisore* primos 
ipsius t) (per quo» quidem, ipsi nen,«Unt divisibiles),' numeri 'impares vero qui per 
F possunt repraesentari; in qiiibusduni casibus etiam ad numeros 4 et 8 relatio- 
nem fixam Habebunt; scilicet -ad 4, » quoties D aut =0 aut = 3 /mod. 4 et 
ad 8, quoties D aut s 0,' aut 2. aut si (mod. 8, *). . Talem - relationem ad 
singulos hos njumeros, eltaracterem seu characterem particularem formae J'\voesd>i- 
»ps sequentique modo exprimemus j Quando sokt residua qnadratica numeri-primi 
'p per formam F repraesentari possunt, tribueiuu» ipsi /characterem Hp, in casu 
opposito phftrncterem ‘Np\ siiuilitei scribenius t. 4».. .quando alii muneri impares 
per formam F repraesentari 'nequeunt .nisi quj sunt ;5“t .mod. 4^' unde statim 
Uquet quales characteres opprimuntur per signa &. 4'V 1,8- '3,»8p -5v8;. 7,8. 
Denique formis per quas numeri Sipares talos soli., repraesentari jxissuntqui sec. 


rcUlioni» 


*) Pyaf-determinantrbu» jnj^r $ <fjvi«ihUilm* rckrtu* fttl nuimrutn' i pote«t. quoniam fti hoc* 

me a <T * iam est contenta. »* * * ’ * • 


hoticaV* «ub 
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moti. 8 sunt vel =1 vel 37, tribuemus characterem 1 et 7,8; ex quo significatio 
characterum 3 et 5, 8; 1 et 3, 8; 5 et 7, 8 sponte sequitur. W 

Characteres singuli formae primitivae datae (a, b, c) determinantis D sem- 
per ex uno saltem numerorum a, c (qui manifesto per formam illam ambo sunt 
repraesenta biles) cognosci possunt. Nam quoties p est divisor primus ipsius D, 
certe unus numerorum a, c per p non erit divisibilis; si enim uterque per p divi- 
sibilis esset, p etiam ipsum bb{— D-\-ac) metiretur, et proin etiam ipsum b, i. e. 
forma (a, b, c) non esset primitiva. Simili modo in iis casibus, ubi forma (a, b, c) 
ad numerum 4 vel 8 relationem fixam habet, certo ad minimum unus humerorum 
a, c impar erit, ex quo igitur relatio illa deprehendi poterit. Ita e.g. character 
formae (7, 0, 23) respectu numeri 23 e numero 7 concluditur A’ 2 3 , eiusdem for- 
mae character respectu numeri 7 habetur ex- numero 23 puta R 7 ; denique cha- 
racter huius formae respectu numeri 4, puta 3,4, vel c numero 7 vel e iiumerv 
'23 colligi potest. 

Quoniam omnes numeri qui per formam aliquam F in classe K contentam 
repraesentari possunt, etiam per quamlibet aliam foririam huius classis sunt re- 
praesentabiles: manifesto singuli characteres formae F omnibus reliquis formis 
huius classis quoque competent , quapropter illps tamquam characteres totius 
classis considerare licebit. Singuli itaque characteres classis cuiuslibet primitivae 
datae ex ipsihs forma repraesentante cognoscuntur. Classes opi»6sitae seni per 
characteres omnes eosdem habebunt. 


231. 

Complexus amnium characterum particularium formae vel classis datae con- 
stituet characterem integrum huius formae vel classis. Ita t.g. character integer 
formae (40*. 3, 17), vel totius classis quam repraesentat erit 1,4; AT7; A r 23.' 
Simili modo character integer formae (7,1," — 17)'' erit 7,8; Ji3; A T 5, nam cha- 
racter particularis • 3, 4 in hoc casu omittitur quia in charactere 7,8 iam est con- 
tentus. Ex hoc fonte petimus subdivisionem totius ordinis classium .proprie 

primitivarum- qiositivarum quando det. est ncgnjuusj determinantis dati in plura 
genera diversa, referendo omnes classes, quae "indem characterem integrum ha- 
bent. fld, gemis idem; quarumque characteres integri 'diversi sunt, ad genera di- 
versa. Singulis vero generibus eos characteres integros tribuemus, quos classes 
sub ipsis contenta^ habent. 'Ita e.g. pro determinante — 161 habentur sedecim 
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classes positivae proprie primitivae, quae sequenti modo in quatuor genera distri- 
• buuntur: 

Classium formae repraesentantes 
(1, 0. 161), (2, 1, 81), (9, I, 18), (9, —1, 18) 

(5, 2, 33), (5, —2, 33), (10, 3, 17), (10, —3. 17) 
3,4; Rl ; 1V23 (7, 0, 23), (II, 2, 15), (11, —2, 15), (14, 7, 15) 

3,4; 1V7; R2i j (3, 1. 54), (3, — 1, 54), (6, 1, 27), (6. — 1, 27) 

De multitudine characterum integrorum diversorum , qui quidem a priori 
sunt possibiles, teneantur sequentia. 

1 Quando determinans D per 8 est divisibilis , respectu numeri 6 qua- 
tuor characteres particulares diversi sunt possibiles; numerus i nullum characte- 
rem peculiarem suppeditat (annot. ad.art. praec.l. Praeterea respectu singulorum 
divisorum primorum imparium ipsius !> bini characteres dantur, quare si illorum 
multitudo est »», dabuntur omniim Jf’*"* characteres integri diversi (statuendo 
«=*0, quoties D est potestas binaria).' 

* - w r 

w 11. .Quando det. D per 8 non est divisibilis, sed tamen per 4, insuperque 
per m numeros primos impares : omnino habebuntur 2 m + l characteres integri 
diversi. 

III. Quando det. D est par neque vero per 4 divisibilis, erit vel =2 

uiod. 8) vel =6. In.oasu priori dabuntur duo characteres particulares respectu 
numeri 8 puta 1 et 7, 8, atque 3 «#5, S; in casu posteriori totidem. Posita igi- 
tur multitudine divisorum primorum imparium ipsius D, — m : habebuntur 
omnino ,l* + l characteres integri diversi. r. • 

IV. Quando D est impar, erit vel <^1 \el =3(mod. 4). In casu po- 
steriori respectu numeri 4 duo ^aracteres diversi dantur, qualis relatio in casu 
priori in characterem integrum Mm ingreditur. Quare, designante m. idem .ut 
ante, in casu priori dabuutnr 2*', in posteriori 2 m + 1 charactere* integri diversi. 

• Probe vero nopmdum est , hinc neutiquam sequi , totidem genera revera 
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dari quot characteres diversi a priori sint possibiles. In exemplo quidem nostro 
horum semissi tantum revera classes sive genera respondent, nullaeque classes 
positivae dantur, quibus characteres 1,4; II 1 ; N 2 3 vel 1,4; N 7; /i 23 ; vel 
3,4; 11 7; 11 23 vel 3,4; A T 7; A' 2 3 competant. De quo argumento gravissimo 
infra fusius agetur. 

Formae (1, 0, — D), quae haud dubie inter omnes formas determinantis I) 
pro simplicissima habenda est, nomen formae principalis abhinc tribuemus; clas- 
sem totam in qua illa reperitur, classem principalem vocabimus; denique genus 
totum in quo classis principalis contenta est, penus principale dicetur. Probe 
itaque distinguendae sunt forma principalis, forma e classe principali et forma e 
genere principali; nec non classis principalis et classis e genere principali. His 
denominationibus semper utemur, etiamsi forte pro determinante aliquo aliae 
classes praeter principalem , vel alia genera praeter genus principale non 
dentur, uti e. g. evenit plerumque, quando D est numerus primus positivus 
formae 4n -f- 1. 


232. 

Quamquam ea quae de formarum characteribus explicata sunt proxime eum 
in finem sunt allata, ut subdivisio ordinis positivi proprie primitivi inde petatur: 
tamen nihil impedit quominus eadem etiam ad formas classesque negativas aut ad 
improprie primitivas applicentur, atque tum ordo improprie primitivus positivus, 
tum ordo proprie primitivus negativus, tum ordo improprie primitivus negativus 
ex eodem principio in genera subdividantur. Ita postquam e. g. ordo proprie pri- 
mitivus formarum determinantis 145 in duo .genera sequentia subdivisus est 

Rb, R29 (1, 0, — -145). (5, 0, — 29) 

N 5, N 29 (3, 1, —48). (3, —1, —48) 

etiam ordo improprie primitivus perinde in duo genera subdividi potest: 

fi 5, 1? 29 I (4, 1. —36), (4,.— 1, —38) 

Nb, A r 2'9 'I (2, 1, — ' 72),’ $0, 5. —12) 

vel , sicuti classes positivae formarum determinantis — 129 in quatuor genera 
distribuuntur: 


30* 
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’ 1,4; R 3; R 43 
1,4; A r 3; A r 43 
3,4; R 3; A r 43 
3,4; A T 3; R 43 


(I, 0, 129), (10, 1, 13), (10, — t, 13) 
(2, 1, 65), (5, 1, 26), (5, —1, 26) 

(3, 0, 43), (7, 2, 19), (7, —2, 1«) 

(6. 3. 23), (11. 5, 14), (lt, —5. 14) 


etiam classes negativae in quatuor ordines discedunt 


'3,4; iV 3; AT43 
3,4; R 3;' R 43 
1,4; A 7 3, .R 43 
1,4; R 3; A 7 43 


(— 1, 0, —129), (—10, 1, —13), (— 10, — 1* — 13) 
(—2, 1, —65), (—5, 1, —26), (—5, —1, —26) 
(—3. 0, —43), (—7, 2, -19), (—7, —2, —19) 
(—6, 3, —23 i),' (—11, 5, —14), (—11, —5, —14) 


Attamen quum systema classium negativarum systemati positivarum semper tam 
simile evadat, plerumqUe superfluum videbitur illud seorsim coustniere. Ordi- 
nem improprie primitivum autem ad proprie primitivum reducere infra docebimus. 

Tandem qliod attinet ad- ordines derivatos : pro harum subdivisione regulae 
uovae nou sunt necessariae. Quum enim quivis ordo derivatus ex aliquo ordine 
primitivo (determinantis minoris) originem trahat, illiusque classes singulae ad , 
singulas huius sponte referantur: manifesto subdivisio ordinis derivati e subdivi- 
sione ordinis primitivi poti poterit. 


'233. 

. Si forma (primitiva) F — («, b, c) ita est eomparata , ut inveniri possint duo 
uuineri g, h tales ut flat gg ~ a, gh — b, hh^c secundum modulum datum m, 
dicemus formam illam esse residuum quadratieum numeri m atque gx-\-hg va- 
lorem expressionis \j(axx -\-ibxg ^cgg) (mod. m ) , sive brevius (g, /i) valorem 
expr. \j{g,b.c) vel ^F(mod.m). Generalius, si multiplicator M, ad modulum m 
primus, eius est indolis ut fieri possit 

gg ^ a M, g k~b M, h h~ c M (mod. m ) 

t t * « 

dicemus M X (a, b, c) .sive M F ,«sse res. quadr. ipsius m, atque g, h) valorem 
expressionis \jM[a,b,c) vel \jMF\mod. m}. Ita e.g. forma (3, 1 , 54) est res. quadr. 
ipsius 23 atque (7, 10) valor expr. y(3, 1, 54)4, mod. 23);- similiter (2, — 4).valor 
expr. ys (10, 3, 17) (mod. 23). Usus harum definitionum infra ostendetur.: hic 
notentur propositiones sequentes: 
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I. Si M (a, b, c) est R. Q. numeri m, hic determinantem formae a, b, c) 
metietur. Si enim (g, h) est valor expressionis y M'a, b, e) (mod. m) , sive 

gg = a M. gh = b M, hh = c M (mod. m 

erit bbMM — acMM=0, sive [bb — ac)MM per m divisibilis. Quoniam 
autem M ad m primus esse supponitur, etiam bb , — ac per m divisibilis erit. 

f 

II. Si M (a, b, c) est R. Q. ipsius m, atqu,e m aut nufnerus primus aut 

potestas numeri primi, puta =p*\ character particularis formae ( a,b,c ) respectu 
numeri p erit vel Rp vel Np, prout M est residuum vel non-residuum ipsius p. 
Iioc. statim inde sequitur, quod tum aM tum cM est residuum ipsius m 
sive ipsius p, atque ad minimum unus nrtmerorum a,c per p non divisi- 
bilis (art. 230). , 

Simili modo, si (manentibus reliqiris) m = 4, errt vel 1,4 vel 3,4 cha- 
racter part. formae (a, b, c), prout M = 1 vel 53 ; net; non si m = 8 vei altior 
potestas numeri 2. erit 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 char. part. formae (a. b, c), prout 
M B i; 3; 5; 7 (moti. 8) resp. . 


III. l ice versa si m est-numerus primus aut numeri primi imparis jwtestas 
=p'\ determinantem' bb — ac metiens. atque M vel residuum vel non-residuum 
ipsius p, prout character formae ( a, h, c) respectu ipsius p est Rp vel Np resp., 
erit M[a,b,c ) resid. quadr. ipsius m. Quando enim a per p non est divisibilis, 
aM erit res. ipsius p adeoque etiam ipsius . m ; si itaque g est valor expr. y aM 
mod. m), h valor expr. — (mod. m . erit gg — aMs ah = bg, adeoque 


denique 


ag k = bgg = abM et g h = bM 
ahh — bg h ~ bbM — bb M — (bb — -ac\M = acM 


adeoque AA = cM, i. e. (g, A.) valor expr. yJf («, b, c). Quando vero a per m 
est divisibilis, certo c non erit; unde facile perspicitur, eadem resultare, si pro 
h assumitur valor expr. \cM 'mod. m; . pro g valor expr. ^-(inod. m). 

Simili modo demonstratur , si m fuerit = 4 ipsumque bb — ac metiatur, 
numerusque M accipiatur Vel = 1 vel =8. prout 1.4 vel 3.4 fuerit char. part. 
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formae (o. b, c) : fore M(a,b,c) res. qu. ipsius m. Nec non, si tu fuerit =8 vel 
altior potestas ipsius 2, per quam bb — ac divisibilis sit. atque M accipiatur 
= 1 ; 3; 5; 7 (mod. s). prout character part. formae (a, b, c) respectu numeri 8 
postulet: M(a,b,c) fore res. qu. ipsius m. 

• t 

IV. Si .determinans formae "(a, b, c) est — 1), atque M ia, b. c) res. qu. 
ipsius D, omnes characteres particulares formae (a, b, c) tum respectu sjpgulorum 
divisorum .primorum imparium ipsius I), tum respectu numeri 4 vel numeri 8 
(si ipsum 1)' metiuntur) ex nuihero M .statim cognosci possunt. Ita e. g. quum 
3(20, 10, 27j sit resid. qu. -ipsius 440, scilicet (150,9) valor expr. y/3 (20, 10, 27) 
sec. mod. 440. atque 3 A' 5 , 3i£ll: characteres formae (20, 10, 27) sunt 3,8; 
A T 5 ; 'ii 11. Soli characteres particulares respectu numerorum 4 ct 8, quoties 
determinantem non metiuntur, nexum necessarium cum numero M non habent 

V. ' Vice versa, si numerus M ad 1) primus omnes characteres particulares 
formae (a, b, c) in -se complectitur (exceptis cliaraeteribus respectu numerorum 4,8, 
quando ipsum D non metiuntur): erit M[a, b, c) -res. qu. ipsius D . Nam ex III 
patet, si D sub formam + A* lf‘ m . . . redigatur, ita ut A, B, C ete. sint . 
numeri primi diversi, fore M (a, b, c) resid. qu. singulorum .4’, Ir, C 1 etc. (‘Si 
igitur valor espr. y IM(a,b,c) secundum mod./!*, est (21. SI'); secundum mod. 
5*. (23, »') ; sec. mod. C 1 , (6, €') etc. numerique g , h ita determinantur ut sit 
g = 21 , 2? , 6- eto. ; A = 21', 23', 6' etc. secundum modulos A 1 , B i , (B etc. resp. 
(art. 32): facile perspicietur, fore gg^aM, gh = bM, hh = cM secundum 
omnes modulos A*, B 1 ', (B ctc. adeoque etiam secundum modulum D qui illo- 
rum est productum 

VI. Propter lias rationes numefi tales ut -M vocabuntur numeri characteri- 
stici formae (a, b, c), poteruntque per V plures huiusmodi numeri nullo negotio 
•inveniri, simulae omnes cliarat-teres particulares huius formae sunt eruti; simpli- 
cissimi autem tentando plerumque evolvuntur facillime. Manifestum* est , si M 
sit numerus characteristicus formae primitivae datae determinantis D, omnes nu- 
meros, ipsi M secundum mod. D- congruos, fore numeros characteristieos eiusdem 
formae; formas in eadem edisse, sive etiam in classibus diversis ex eodem genere, 
contentas eosdem numeros characteristieos habere, quaniobrem. quivis numerus 
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charactcristicus formae datae etiam toti classi et generi tribui potest; denique l 
semper esse numerum characteristicum formae classis et generis principalis, sive 
quamlibet formam e genere principali esse residuum determinantis sui. 

VII. Si (g, h) est volor expr. h, c)(mod. m) , atque g' — g, A' = A 

(mod. »i) : erit etiam (g\ A') valor eiusdem expressionis. Tales valores pro aequi- 
valentibus^ haheri possunt; contra si (g, A); 'g' , A') sunt valores eiusdem expr. 
\ M[a,b,c), neque tamen simul g' = g, h' = A (mod. m) , diversi sunt censendi. 
Manifesto quoties [g, h) est valor talis expressionis, etiam ( — g, — A) erit, facile- 
que demonstratur, hos valores semper esse diversos nisi m — 2. Aeque facile de- 
monstratur, expressionem \JM (a, b, c) (mod. ni) plures valores diversos quam duos 
tales (oppositos) habere non posse , quando m sit aut numerus primus impar aut 
numeri primi imparis potestas aut = 4 ; quando vero m sit =8 aut altior pote- 
stas numeri 2, quatuor omnino dari. Hinc facile deducitur per VI, si determinans 
D formae (a, b, c) sit = + 2 f M I 2J*...,‘ designantibus A, B etc. numeros pri- 
mos impares diversos quorum multitudo — n, atque M numeriri characteristicus 
illius formae: dari omnino vel 2" vel 2" +l vel 2" +I valores diversos expr. 
\JM(a, b, c) (mod. B), prout p vel <2 vel =2 vel >2. Ita e. g. haben- 
tur sedecim valores expr. y7 (12, 6, — 17) (mod. 240), puta (+ 18, + 11), 
(+ 18, +29), (+18, +91), (+18, +109), (+78, + 19), (+78, + 59), 
(+78, +61), (+78, + 101). Demonstrationem ampliorem quum ad sequen- 
tia non sit adeo necessaria, brevitatis gratia non apponimus. 

VIII. Denique observamus , si duarum formarum aequivalentium (a, b, e), 
\ 'a',b',c' ) determinans' sit D, numerus characteristious M, priorque transeat in 
posteriorem per substitutionem «, 6, y, $ : ex quovis valore expr. \JM (a, b, c) ut 
[g, A) sequi valorem expr. yAf [d, b’, c') , puta (cty + yA, 6y + £ A). I)emon- 
strationeirl quisque nullo negotio eruere poterit. 

De eomponithne formarum. 

234. 

Pastquam haec de fbrmis in classes genera et ordines distribuendis praemi- 
simus/ prpprietatesque generales quae ex his distinctionibus statim defluunt ex- 
plicavimus, ad aliud argumentum gravissimum transimus a nemine hucusque 
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attactum. de farinarum compositione. In cuius disquisitionis limine, ne posthac 
demonstrationum seriem continuam interrumpere oporteat , statim intercalamus 

Lemma Habentur quatuor series numerorum integrorum 
a, a, a" ...a"; b, b\ b" ...b n ; c, e', e" ...c"; d,d',d"...d n 


ex aeque multis puta n -j- 1) terminis constantes , atque ita comparatae, ut, 
cd' — dc, cd" — dc" etc., cd" — d'c" etc. etc. 


respective sint 

= fc(ab' — bd), k[ab' ' — ba") etc., k(db" — b'a") etc. etc. 
sive generaliter 

c^ — rfV = k{a x by- — b K a^) 

denotante k numerum integrum datum ; X,. p, integros quoscunque inaequales inter 0 
et n inc/. quorum maior fi ‘) ; praeterea omnes a' h ,x — b > 'a !1 divisorem communem 
non habent. Tunc inveniri possunt quatuor numeri integri a, G, y, $ tales, ut sit 


aa-{-Gb — c, a a'-}- 66' = c', a«"-f-66" = c" etc. 
ya-^b = d, y d &b' — d' , J yd'-\- Ib" = d" etc. 


sive generaliter 
quo facto erit 


ad" -\-Gfr d , ya , + £6’’ = a v 
aS — Gy — k 


Quum per hyp. numeri ab' — bd, a A" — bd' etc. d b" — 6'«" etc. (quorum 
multitudo erit = I (n + 1 ) n) divisorem 'communem non halieant, inveniri pote- 
runt totidem alii numeri integri, per quos illis resp. multiplicatis productorum 
summa liat =1 'art. 4 Oj. Designentur hi multiplicatores per (0. 1).*(0, 2i etc. 

(1,2) etc., sive generaliter multiplicator ipsius a k b l * — b' a“ per (k, p). itu ut sit 
• P • . 

2(X,p) (a^ — 6V) = 1 

(Per literam il denotamus aggregatum .omnium Talorum' expressionis, nui- praefixa 

* Considerando a tamquam a°, b tamquam b° etq. — Ceterum ihanifeito eadem heluatio valebit 
quoque quando X = ,u aut ). > f* . • • • 
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est, qui oriuntur tribue|ido ipsis X, p omnes valores inaequales inter 0 et n , ita 
ut sit p > X). Quo facto si statuitur • 

2(X, p)(c*A** — AV) = a, 2(X; p)( a V — c^} = 6 
2 (X, p) (rfV — 6^) = y, 2(X, p)(«*rfi*_ rfVJ = a 

hi a, 6, y, $ proprietatibus praescriptis erunt praediti. 

Dem. I. Denotante v numerum quemcunque integrum inter 0 et n . erit 
««'' + 66’ = S(X, p)(«*A<V — f> ) c u a‘-\- aVA’ — eVA^ 

= ± 2 (X. p) {c l iPc' — <!>■<?■ c”) • 

= [c’£(x, p)y^— rfV) ■ • 

= c v 2 (X, p) (« x A» 1 — 6" a*) .= c’ 

Et per calculum similem eruitur * . 

ya v + £A v = <T. Q. E. P. 

II. Quoniam igitur 

c* = o «'■ + ?) A*, e l ‘ = a a 11 -f- 8 6** 
cV — tf c* ' ~ a{a l A>* A x < 

«'•cP — c^nP — fi' a k 6^ — A* «**)■ 
rf' 6P — 6* rf<* = 7 («> fcP — A* a 1 *) 
a'd** — d l a'* = £(a x &** — A x «■') 

ex quibus formulis valores ipsorum a, 6, y, i multo facilius erui possunt, si 
modo X. p ita accipiuntur, ut a 1 ' 6** — A 1 a 1 * non sit =0, quod certo fieri poterit, 
quia omnes a' — A*' a 1 * jxsr hyp. divisorem communem non habent, adeoque 

omnes =0 esse nequeunt Ex iisdem aequationibus deducitur, multiplicanda 

primam per quartam , secundam per tertiam et subtrahendo . 

(«6 — gy^A** — AV,’ = (a* A>* — AV^tP — dV) = k [a 1 A“ — b l a*)* 
unde necessario 

aS — 6y = k. Q. E. S. 

31 


fit 

similique modo 
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jno. 

Si forma A XX+ 2 B X Y+ C ¥ Y...F 

transit in productum e duabus formis 

« .ra: + 2 6 + cyy . . .f, et «'aV + 'lh'x'y'-\- c y y' . . .f' 

per substitutionem talem • . 

X = px£ +p*y' +p’y *■'+/>/ 

4 Y = qxF-fqxff- qyz + 4"yy 

(quod brevitatis causa in sequentibus semper ita exprimemus: Si F transit in ff' 
per substitutionem p, p',p”, p"; q, q, q', q " *) ) . dicemus simpliciter, formam F 
transformabilem esse in ff; si insuper haec trausformatio ita est comparata, ut 
sex numeri 

vq'—qp'. pq"—qp. pf—qp m . p'q"—q'p". pq—qp'> pq m —qf 

divisorem communem non habeant: formam F e formis f, f' compositam voca- 
bimus. 


Inchoabimus hanc disquisitionem a suppositione generalissima , formam F 
in ff' transire per substitutionem p, p', p", p"; q, q, q", q" et quae inde sequan- 
tur evolvemus. Manifesto huic supjwsitioni ex asse aequivalebunt sequentes no- 
vem aequationes (i. e. simulae hae aequationes locum habent , F per substitutio- 
nem dictam transibit in ff\ et vice versa) : 

App -|-2 Bpq -\-Cqq —ad . . . [ij 
App +lBpq +Cqq' = ac' ... [2] 
Ap"p" iBpq" -)- Cq"q“ — cd ... [3] 
Ap"p"-\- >Bp"q’“+ Cq"'q" — cc ... [4] 

App' +B[pq +qpy +Cqq' —ab' \ . . [5] 

App" f-BIpq 7 p' -f -Cqq" — bd ... [6] 
App"+B(p'q~ +?>”) +Cq'q" = bc ... [7] 

A p"p +B(j ' q m +q"p“ +Cq' q* — cl/ ' ■ ■ ■ M 

A(pp m +p'p")+B(pq'"+qp'"+ ?<,'+&*)+ C(qq'"+jq") = 266' . . . (9] 


•) In hac igitur dedignatione ad ordinum tum coeffidentium p, p’ etc. tum formarum f \ f‘ probe respi- 
cerc oportet. Facile uutem perspicietur, si ordo formarum /, f' convertatur ut prior fiat posterior, coefli- 
ciente» p\ q’ cum his p", 9" commutandos esse , reliquos suo quemlibet loco manere. 
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• . * 

Sint determinantes formarum F, f, f' resp. D, d, d'\ divisores communes 
maximi numerorum A, 2 Ii, C; a, 2 b, c; <(, 26', c' resp. M, m, m' (quos omnes 
positive acceptos supponimus). Porro determinentur sex numeri integri 21, i*, G. 
21'. 0', <E' ita ut sit 

a fl + 25S6+Gc = m, SlV+2®'6'+<&V = m' 

Denique designentur numeri 

pq'—qp, pq—qp"- pq--qp“> pq"^-q'p‘\ p’q"—qp pY—qY 

resp. per P, Q, It, S, T, V, sitque ijisorum divisor communis maximus positive 


acceptus = A*. In m ponendo , . 

App"+ II (p f+ qp"i -^-Cq >f' — b 6'+ A .... [io 

fit ex aequ. 9 

-\-qji j-\- Cq'q" = bb ' — A ....(11 

* Ex his undecim aequationibus f. . . 1 1 , sequentes novas evolvimus *) : 

, ■ DPP d'aa ' [12] 

VP[R — S) 2d'ub . . . . £13] . 

DPU — d'ac — (A A — dd') (141 ' 

D(R~rS} t = 4tf'66-t-2(AA^-rfd') ...... [10* 

D'R — 8) U = 2d’bc (.10 

DUU = d'cc [17] . 

DQQ = d u' a ! 1 s 

. DQ[R+$) = 2 da' 6' . .• [19 

DQT = dac'—{bl — dd') [20 

. i>;J2+S) s .= 4 d 6’ 6' -4 - — dd') [*lj‘ 

D(R->rS)T — 2 db'c [22 

DTT = de' c' [23] 


Hinc rursus deducuntur hae duae : 

*) Origo harum aequationum haec est: 12 ex i.Sr— 1 . 2 ; 13 ex .».!> — l* — 2.»*} 14 ex i u. 1 1 — t.,7 ; 
15 ex 5. s + 5. *+ 10.10+ 11.11 — 1. 1 — 2.3— 6.7 — A. 7; 16 ex*. 9 — 3*7—1.«; 17 ex s». 3— 3.1. Deductio 
sex reliquarum eodem modo adornatur , si modo aequationes 2,5,7 com aequationibus », «,s resp. commu- 
tantur, et reliquae t, i. ir. l«. ft eodem loco deinceps relinentur , puta l* ex ft.ft— t.» etc. • 

31 * 
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0 = 2rf’iia(AA — dd') 

0 =' (A A — dd')* — 2 d'a c (A A — dd') 

scilicet prior ex 12.15 — 13.13, posterior ex 14.14 — 12.17; unde facile per- 
spicitur, necessario esse A A — dd' — 0,' sive sit a = 0, sive non sit =0*). 
Supponemus itaque, in aequatt. 14, 15, 20, 21 ad dextram deleri A A — dd'. 

Iam statuendo 

% 33 {R — 8) -f- 6 U = m »’ 

%'Q+&{R+ty+<i'T = m'n 

(ubi n, n' etiam fractiones evadere posse probe notandum, etsi mri, m'n neces- 
sario sint integri): facile ex aequatt. 12... 17 deducitur 

Dmmriri = »P (2t a — 2 93 6 — (— (S c)* = d'mm 

similiterque ex aequ. 1 8 ... 23 

Dnininn = cf(21'a'-)- 2®'&'-|-'S’c')* = dnim' 

Erit igitur d=Dnn, d' — D n ri, unde nanciscimur conclusionem phimam : 
Determinantes formarum F, f, f' necessario viter se habent rationem quadratorum; 
et seccndajh: D semper metitur numeros dnim', d'mm. Patet itaque, D, d, d' 
eadem signa habere, nullamquc formam in productum ff' transformabilem esse 
posse, cuius determiuans maior sit quam divisor communis rpaximus numerorum 
dnim, d'mm. 

Multiplicentur’ aequationes 12, 13, 14 resp. per SS, $, <E; similiterque per 
eosdem numeros aequatt. 13, 15, 16, et 14, 16, 17; addantur terna producta, 
dividaturque summa per Dmn, scripto pro d', Dnn. ' Tunc prodit 

P = an. R — 8 == 2bri, U = cn’ 

Simili modo multiplicatis aequationibus IS, 19, 20 nec uon 19, 21, 22 et 
20, 22. 23 resp. per 21', 2V, £', obtinetur 

Q — dn, jK — )— 8 — 2b‘n, T = eSi 

•) Haec derivatio aequationis A A — dd' ad institutum praesens sufficit i alioquin analystin clcganliorem 
sed hic nimis prolixam tradere possemus, directe deducendo ex aequationibus i . . . 1 1 hanc i» = (A A — dd')*. 
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Hinc- habetur conclusio tj*tu: Numeri a, ‘2b, c proportionales sunt numeris 
P, R — <S, V, positaque illorum ratione ad hos ut 1 ad d, erit n' radix quadrata ex 
similiterque numeri d, 26’, c ad Q, R-\-S, T eandem rationem habent, quae 
si ponitur esse ut 1 ad n, erit n radix quadrata ex y. . 

t * d d’ 

Ceterum quantitates n, n radices vel positivae vel negativae ex y t , Jl esse 
possunt, unde distinctionem petimus, quae primo aspectu sterilis videbitur, sed 
cuius usus in sequentibus sufficienter apparebit. Scilicet dicemus, in transforma- 
tione formae F in f f formam f accipi directe, quando n est positiva, inverse 
quando n negativa; similiterque f accipi directe vel inverse, prout n positiva vel 
negativa. Accedente autem conditione ut k sit = 1 , forma F vel ex utraque 
forma f, f' directe composita , vel ex utraque inverse vel ex f directe et ex f 
inverse, vel ex f inverse et ex f’ directe dicetur, prout vel n, n’ ambae sunt 
positivae, vel ambae negativae, vel prior positiva posterior negativa, vel prior 
negativa posterior positiva. Ceterum quisque facile intelliget , bas relationes ab 
ordine quo formae f, f' collocantur (vid. aiinot. prim. ad art. praes.) non pendere. 

Porro observamus, divisorem maximum communem numerorum F, Q, R, 
8, T, U puta k metiri numeros mn, mn (uti ex valoribus supra stabilitis mani- 
festum est) adeoque quadratum kk ipsos mmnd, mm'nn, atque Dkk ipsos 
d'tnm, dmm'. Sed et vice versa quivis divisor communis ipsorum mn, mn me- 
tietur ipsum k. Sit enim e talis divisor, qui manifesto etiam numeros an', 2bri, 

cn, an, w 2b'n, c'n metietur, i. e. numerop P, R — 8, U, Q, R-\-8, T et "proin 
*• * • t H * • • 2 S * 

etiam ipsos 2 R et 2 S. , Iam si — esset numerus impar, etiam — impar esse 

deberet (quoniam summa et differentia sunt pares) adeoque etiam productum impar. 

Hoc autem productum fit = — (6’6’n » — 66 nii) = F {ddn-f-dcnn — dnn — acnd) 

=, — [den n — -ac dd) -adeoque par, quia e ipsos dn, cn, ad, cn' metitur. Quare 
2 R e * •• 

— necessario erit par, et proin R nec non S per e divisibilis. Quoniam igitur 
e omnes sex P, Q, R, S, T, V metitur, metietur etiam ipsorum divisorem com- 
munem, maximum A. Q. E. D Hinc concluditur, A; esse divisorem commu- 

nem maximum numerorum mn, mn; unde facile perspicietur, Dkk fore divi- 
sorem communem maximum numerorum dmm, d'mm. Quae est corclusio oexara. 
Patet itaque, quoties F ex f et f' composita sit, D fore divisorem communem 
maximum, numerorum drdtd, dmm, et vice versa; quae’ proprietas etiain tam- 
quam definitio formae compositae adoptari jiotuisset. Forma igitur composita e 
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formis* f. f' determinantem maximum possibilem inter omnes.forma» in produc- 
tum ff' txnnsformabiles habet. • • ■. 

Antequam ulterius progredi possumus, ante omnia valorem ipsius A accu- 
ratius definire Oportet, quem quidem ostendimus esse — \jd.d' — \jD Dnu dd. 
sed cuius signum hinc nondum determinatur.* . Ad Hunc finem ex aequatt. funda- 
mentalibus 1 — 11 eruimus DPQ — Aa a' (quae aequ. obtinetur ex 5.0 — 1.11), 
ndcoque Daa'nn' A ad, unde • nisi aliquis numerorum a; d est =0. fit 
A — Dnu. Sed prorsus simili modo ex apquntt. fundd. octo aliae deduci possunt, 
id quibus ad laevam Dnn ad dextram A' multiplicati habeantur per 2«6’, ac, 
• 2ba. 4 b I/, 2 bc, cd, 2 cV, cc'~), unde facile concluditur propterea quod neque 
omnes a, 26, c, neque .omnes d, 26', c' possilbt esse = 0. ia omnibus casibus fieri 
A = t)nn', adeoque A idem signum habere ut D,d,d' vel oppositum, prout n, 
7i' eadem signa habeant .vel diversa. 

Porra observamus-, numeros ad, ‘2ab' f ac, 'Ibu, 466’, 2bc, cd, 2cb', cc, 
266 ’-f- 2 A, 2 66! — 2 A omnes per mm divisibiles esse. De novem prioribus hoc 
per se manifestum est, de duobus reliquis autem simili modo demonstrari potest 
ut antea ostendimus 11 et S per e divisibiles esse. Scilicet patet, 1 66 '—}— 4 A et 
466’ — 4A per mm' divisibiles esse (quoniam 4A = y ; 16 dd' atque 4 d per mm, 
id’ per mm' divisibilis, adeoque 1G dd' |mt mMmiu' et 4 A .j>er mm'} et difleren- 
tiam (juotientiuui .parem ; productum ex quotientibus facile demonstratur esse par. 
unde* uterque quotiens par, et 266 ’-|- 2 A, 266 ' — 2 A per mm' divisibiles. 

lam ex nndecim aequationibus fundamentalibus, facile deducuntur sex se- 
quentes: . . . , ■ . 

APP — ad£q' — 2ab'qq' acqq 
AQQ — adtfg " — 2 b'dfjq"-\~ cdt/g' 

A 11 R — adq'"<f' — 2(66'-|— 1) q (/*-{- c C q q' 

AS 8 •= ac'q"q" — 2 66' — A) qq" i dtf t( • * 

.•1 TT a ctftj* — 2 6 ctfq” -|- ccq'q' 

AVU = ca'i]''g "’ — 2 cVifq"-^- c c'q"q n 

llinc .sequitur . ouiuos APP, AQQ etc.. divisibiles esse. per m ai, uudt- 
facile derivatur, quoniam A* A' diviso» communis maximus numerorum PP, QQ. 

*) Anahiin qmm lectore* fjcilc detegere poterunt hruvituli* catina aupprinnr* «portet. 
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RR etc., etiam Akk per mm' divisibilem esse. Substitutis autem pro «, 2 />,%■, 
d, 26', c' valoribus suis etc-. sive 'pq — qp) etc. v iftnslbbnt in Sex alias ae- 
quationes, in quibus ad dextram habebuntur producta ex quantitate ~/i<fq — qq‘“) 
in PP, t} Q, RR etc. Calculum facillimum lectoribus relinquito us. I$ine se- 
quitur (quoniam omnes PP, Q Q etc. esse = 0 nequeunt) qf-qq'. 

Simili modo e$ aequationibus fundamentalibus derivantur sex aliae aequa- 
tiones, a praecedentibus in eo tantummodo discrepantes , quod pro A ubique 
habetur C et pro q, q', q, q" resp. />, p, p", p", • quas ipsas brevitatis caussa hon 
adseribimus. Hinc eodem modo sequitur, Ckk per mm' divisibilem esse atque 

' TM, 


Cnn = pp — pp • 

Denique ex eodem fonte petuntur sex aequationes hae : 

VPP = — adp'q' -\-ab' [pq-\-qp') — ac'pq 
HQQ= — adpq -pba (jtq"-\-qp") — cdpq 
BRR = — aa'p'"q"'-\- (6 b'-\- A) {p }'"+ <//>’") — ccpq 
BSS = — a c'p"q " -f- (6 b' — A) [p'q"-\- qp ) — c dpq' 
BTT = — a c'p'"q"~ 1- b c' [pf- f- q'p") — c c'p'q' 
BUU = —capY+cb' {pY+ ?>”) —ccpq 






unde perinde ut ante concluditur, 2 Bkk divisibilem esse per mm' atque 
2Bnn' — p q“-\- q p" — p'q — qp" . 

Quoniam itaque Akk, 2 Bkk, Ckk per mm’ sunt divisibiles, facile per- 
spicietur, etiam Mkk per mm' divisibilem esse debere. Ex aequationibus fun- 
damentalibus autem colligitur, M metiri ipsos ad, ‘2 a b', ac', '2ba', 4 66', 2 bc, c d, 
2cb', cc, adeoque etiam ipsos an t, 2bm\ cm' (qui sunt divisores comm. max. 
trium primorum mediorum et ultimorum resp.); denique etiam ipsum mm qui 
est horum div. comm. max. Hinc patet, in eo casu ubi forma F ex formis f, f' • 
composita est sive' k — 1 ; necessario esse M — m m. Quae est conclusio quinta. 


Si div. comnt. max. numerorum A, B, Ce st 2)1, hic erit vel —M 'quando 
forma F est proprie primitiva vel ex proprie primitiva derivata) vel = J M (quando 
F est forma improprie primitiva vel ex improprie prim. derivata); similiter de- 
signando divisores comm. max. numerorum a, b, c ; d, b', c resp. per m, m' erit m 
vel — m vel { m, et m' vel = m vel = j m. Iam patet, mm metiri ipsum d', 
m'm' ipsum d', adeoque mmm'm' ipsum dd' sive A A, et mm' ipsum A. 




a 


/ 
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Hinc ex *ex ultimis aequationibus etc sequitur, mm' metiri ipsum 

mk, M feoquc (quum etiam ipsos 1 k k , Ckk metiatur) etiam ipsum 'Di kk , 
f' composita est, metietur inm' ipsum 'Di. Quando 
f f' est proprie primitiva vel ex proprie' primitiva 
mm J/, erit Di — M, sive F similis forma. Qua mi® * 
ne) aut utroque f f' aut alterutra saltem est improprie 
primitiva vel Ifx improprie primitiva derivata; e. g. forma f ; ex aequationibus 
fundamentalibus sequitur, aa, 2 a b', ac, 6 a', 266', bc, ca, 2 cb\ cc' per Di divi- 
sibiles esse adeoque etiam am, lari, ciri ct hmc. quoque mm' — }mm'= j 31; 
unde necessario in hoc rasu erit 'D? = < .1/, sive etiam forma F vel itnpr. prini, 
vel ex impr. prini, derivata. Quae efficiunt coxcLcsioifEM sextam. 


itaqiMfo b»e 
vero, in 



'i'andcm observamus, si noVem aequationes 

ari — P, 2bri — K — S, cri — U 
an = Q, 26'* = llf-S, c' n = T 
Anri — qq” — qq"* 2Bnri — pq“-\~qp" — p'q" — 'IP - Cnn' ■ 


PP —PP 


(quas, quoniam in sequentibus saepius ad ipsas revenire oportebit, (>er Q designa- 
bimus) locum habere supponantur, spectatis adeo ipsis n, n' tamquam incognitis, 
quarum tamen neutra — 0 : per substitutionem facile confirmari , etiam aequatio- 
nes fundamentales I ... 9 necessario veras esse sive foriuam (A, B, C) per substi- 
tutionem p , p, p", p q, q', q, q" in productum c formis («, b, r) a, b‘,c) transire; 
praetereaque esse 

, bb — ac — nn[BB — AC), b'b' — ac — riri[BB — AC) 

CalculUm quem hic apponere nimis prolixum foret lectorum industriae commit- 
timus. 


23S. * 

Pboblema. Propositis duabus formis quarum determinantes aut aequales sunt 
aut saltem rationem quadratarum inter se habent: invenire formam ea illis compositam. 

Sol. Sint formae componendae (a, b, c ) . . .f, (a, b', c ) . . ,f ' ; harum deter- 
minantes d, </’; divisores communes maximi numerorum a, 2 4, c; a, 2 6', c' resp. 
m, m'; divisor comm. maximus numerorum dmm, d'mm eodem signo ut d, d' 
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* r 

. ♦ Affectus D . 


Tunc 


i ~7jr > ~W crunt numeri positivi inter se primi ipsorumque 
productum, quadratum; quare ipsi erunt quadrata (urf. 21). Hinc V^. e|pnt 
^ • quantitates rationales quas ponemus =«, ri, et quidem accipiemus pro n valo- 
' rem positivum vel negativum , prout forma f in compositionem vel directe r ei 
> 'inverse ingredi debet, similiterque signum ipsius n' ex ratione qua j" in conqio- 
* * sitionem ingredi debet, determinabimus. Erunt itaque mn, mti numeri integri 
inter se primi; n 'et n autem etiam fractiones esse possunt,' Ilis ita factis, ob- 
servamus. ari, eri, an, cn, t»i'-\±b'n, bri — b'n esse integros, quod de qualuor 
prioribus per se mauifestujn est (quum ««=-" mn’ etc.); de duobus reliquis 
eodem modo probatur ut in art. praCc. demonstratum fuit, R et *S' |>er e diviaihi-. 
les esse. 

lam accipiantur quatuor uumeruntegri £ , £’, £", £" ad libitum, ea sola 
conditione, ut quatuor quantitates in, aequatione sequente (I).ad laevam positae , 
non omnes simul = 0 fiant, ponaturque 

£’a n’-(- £"«’n -)- £'"(6 n-f- Uri) — pq (I) 

. — £ a n -\- ZFcn — £"(/> n ' — b'n) — p q 

O m cri — £ /in £’(6 n — b'n) ~ p<y" 

— £Tcn' — £ 'cn — £i<bn-{- b'n) pq" — 

ita ut q, q, q, q" fiant integri divisorem communem non habentes, quod obtine- 

, • * 

tur accipiendo pro p divisorem communem maximum quatuor numerorum, qui iu 
his aequationibus sunt ad laevam. Tunc igitur per art. 10 inveniri poterunt qua- 
tuor nutneri integri SJT, 'JT' tales, ut fiat 

. "V <1 * 

Quo facto determinentur numeri p, p'\ p", p" [>er aequationes sequentes : 

= p (HQ 

^ — f} a n + ^Vs — (bri — b'n) = p 
^3 ”c n — s ]3 an -f- ^3 '‘ (bn — b'n) = p" 

. — ^Tc n' — Wcn — (6n'+ b'n ) = p" 

Tandem ponSftur _ ,« 

qq" — qq" = Anri, pq"A~ q p" — pq' — qp" — 2 Bnri, pp" — pp"'. Cnn 

32 


A • 1 
4. * ' r , 

* T 


r i 


• t 
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'I'unc A, B, C erunt numeri integri formaque [A, B, C) ... F ex formis f, f' 
conqposita. 


Dem. I. Ex aequatt. I nullo negotio confirmantur sequentes quatuor 
aequationes : 

• 0 = qcri — qcn — q"{bn — b'n) (III) 

0 == qc.ti. q* an — q"(bri-\-b'n) 

0 = q*an-\-qcn — q(bn'-\-b'n) 

. 0 - = q"an ■ — qdn — q{b n — b'n j 

II. * Iam ponamus, numeros integros 31, 33, 5, 21', 33’, 6', 31, 31’ ita deter- 
minatos esse ut fiat . fc • 

• 2t«4-2®fc4-Sc = m 

21’a'-f- 2 23'6'-f- E'c' — m' 

31 mn -f- 917» n = 1 


Tunc erit 

Sla9l'»'-f- 2 33631'«'-f- Cc91'»'-f-2lV31« -f- 233'6'31w -f- G'c’9fn — l 

Hinc atque ex aequatt. (III) facile confirmatur, si statuatur 

— 9 '«9i' — ? "S1'91 — j”(©9r+©'91) = q 
9 2I3i' — 9 '"(S'31 + 9 '\23 91' — 33'31) = q' 

— jTSK+f «ftt — 9 'i3331- 23'3!) = q" 
q"W+q<&fl + 9 :Sa31'+23'31j = q"’ 

fore 

q'a n'-\- q"a'n-|- q 6'») = q „ (IV) 

— qan'4-q'V» — q"(6n' — b'n) — q' 
q '“cn — qa'« -|- q'(6«' — b'n) = q' 

— q”cn'— q'c'« — • q(i»'-f-6'«) = q" 

• • 

Quoties (i = 1 , hae aequationes non sunt necessariae , sed ipsarum loco 
aequationes (I), quibus omnino analogae sunt, retineri possunt. Quodsi nunc ex 
aequatt. II, IV valores ipsorum Anri,- 2Bnri, Cnri (i. e. numerorum qq" — qq“ 
etc.) evolvuntur, et quae mutuo se destruunt delentur: invenietur, singulorum 
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partes esse vel producta ex integris in nn, vel ex integris in driri vel ex integris 
in d'nn, insuperque omnes partes constituentes ipsius 2 B n n implicare facto- 
rem 2. Ilinc concluditur (quoniam dnn' — d'nn , et proin — " =.~~ =s \jdd' 
sunt integri), A, B, C esse numeros integros. Q. E. P. 

III. Substituendo ex aequatt. (II) valores ipsorum p, p, p", p m , facile 
comprobatur adiumento aequatt. (III) et huius 

esse 

pq — qp' = an, pq'" — qp m — p'q"-\-qp" — 2 bri, pq " — qp" = cni 

pq — qp" — an , pq "' — qp"+f>q” — q'p“ = 1b'n , pq”— qp ’ = c'n 

quae aequationes identicae sunt cum sex prioribus {Q) art. praec. ; tres reliquae 
autem iam per hyp. locum habent. Quare , (ibid. sub Jin.) forma F transibit in ff 
per substitutionem p, p', p”, p”; q, q, q” q " ipsiusque determinans erit — D, 
sive aequalis divis, comm. max. numerorum dmiri, d'mm, quamobrem per conci, 
quartam ari. praec. F ex f, f' composita erit. Q. E- S. Denique facile per- 
spicietur..!'’ ex f, f ita compositam esse ut praescriptum sit, quum signa quan- 
titatum n, n' iam ab initio rite sint determinata. 

237. 

Theorema'. Si forma F in productum e duabus formis f, f' est transforma- 
bilis, atque forma" f' formam f' implicat: F etiam in productum e formis f, f 
transformabitis erit. 

Dem. Retineantur pro formis F, f, f' omnia signa art. 235; forma f 
sit — (a, b", c"), transeatque f' in, /" per substitutionem a. d, y, S. Tunc 
nullo negotio perspicietur , F transire in ff per substitutionem 

a^+- 1P- 6/ + V* “/+ 1P“' $P’+&P* 
a ?+79' tiq-hSq', aq"-\-yq m , d/-j-6y'" Q. E. D. 

Positis brevitatis caussa coeflicientibus 

ap-\-yp, tip-d-Sp etc. = ^5", ^T’; C, C, O”, Q 

32* 
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numeroque tic — tfy = e: ex aequatt. - art. 235 facile confirmatur, esse 

^ C’ — - £ = a ne 

%< C" — £ T - CT = line. 

?"£~_Cr ( |r = cne 
'J1C" — C^” = a a au -|- 2 a y A’» -f- y y cn = an 

^ST — Oqr+^O'— CT’ = 26"» ’ 

^C“— C'^"=cV 

. . ) Q’ C" ■ — £ *— Anne 

yZT+Ciyr— ^C'— £T — 2 Dnne 
W— = Cnne 

Tani designato determinante formae f" per d", erit e radix quadrata ex j, , et 
quidem positiva Vel negativa, prout forma /' formam f" vel proprie vel improprie 
implicat. Quare ne erit radix quadrnta ex -j . ; unde patet, novem aequationes 
praecedentes aequationibus Q art. 235 prorsus analogas esse, formainque f in 
transformatione formae F in ff eodem modo accipi . ut in transformatione 
formae F in ff; formam f vero in illa vel eodem modo ut /'-in Hoc, vel op- 
posito. prout f ipsam f " proprie implicet vel improprie. 

* • 238. 

Tiieokema. Si forma F sub forma F' est contenta atque in productum e for- 
mis f, f' transformabitis : etiam forma F' in idem productum transformabitis erit. 

Dem. Retentis pro formis F. , f f' iisdem signis ut supra et supponendo 
formam F' transire in F per substitutionem a, fi, y„ c, facile perspicietur, F' 
per substitutionem 

• » I , •* 

apf (i q , a p'-\- d q, a p"^-6q", a ])"’-{- (J q 
yp + Sq, yp + tq. y/+$tf", yf+Sq" 

idem fieri quod F per substitutioneifi p, p' . p". p; z q ■ q'. q". f'. adeoque F' per 
substitutionem illam transire in ff . Q. E. D. 

Praeterea per similem calculum ut in art. praec. facile confirmatur, F eo- 
dem modo in ff trausformabilem fore ut F, quando F' ipsam F proprie impli- 
cet; quando vero F improprie sub F' contentu sit, transformationes formae F 
in ff et formae F’ in ff oppositas fore respectu utri usque formae f, f, scilicet 
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quae ex' his formis in alteram transformationem directe ingrediatur,; in altera ac- 
cipi inverse. 


£x combinatione theorematis praesentis eum theor. art. praec. obtinemus 
sequens generalius: Si forma F in productum ff' est transformabitis, atque formae 
f, f resp. implicant formas g, g' , forma F vero sub forma G contenta est : G in 
productum gg' transformabitis erit. Nam per theor. art. praes. G transformabi- 
tis erit in ff, hinc per theor. art. praec. in fg' et per idem theor. etiam in gg'. 
Porro patet, si omnes tres formae ff,G fornias g, g, F proprie implicent, G 
eodem modo in gg' transformabilem fore resectu formarum g, f, ut F in ff 
respectu formarum f, f ; idem evenire, si illae tres implicationes omnes sint im- 
propriae; denique aeque facile determinari poterit, quompdo G in gg' transforma- 
bitis sit , si ex iliis implicationibus aliqua duabus reliquis sit dissimilis'. 

Si formae F, f f' formis G, g, g resp. sunt aequi valentes, hae eosdem 
determinantes habebunt ut illae, et quod pro formis f f' sunt numeri m, ni, idem 
erunt pro formis g, g' (art. 161). Hinc nullo negotio per conclus. quartam art. 
235 deducitur, in hocce casu G ex g, g' compositam lore, si F ex f,f composita 
sit, et quidem formam g in compositionem illam eodem modo ingredi , iit f in 
hanc, quando F ipsi G eodem modo aequivaleat, ut f ipsi g, et contra: simili- 
terque g in compositione priori vel eodem modo vel opposito accipiendam ut f 
in posteriori, prout acquivalentia formarum f, g' acquivalentiae formarum F, G 
similis sit vel dissimilis. , 

239 . . • • 

Theorema. Si forma F ex. formis, f, f' comi posita est: quaevis alia forma in 
productum ff' eodem modo transformabitis u( F, ipsam F proprie implicabit. 

Dem. Retentis pro F, f, f' onuybus signis art. 235, aequationes 2 etiam 
hic locum habebunt. Ponamus formam F“ =* ( A', B.C), cuius .determinans 
D', transire in productum ff per substitutionem p. p , p". p"; q, q’. q". if" dc- 
signemusque numeros • . 

p q — q p', pq"— < jp". pq“'— qp"’. p'q“— q'p". p'q“’— q'p“\ p"q”— qV 

resp. per ' . . 

V, Q'. R\ 8', T, V 
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Tunc habebuntur novem aequationes ipsis Q omnino similes puta 

P = an', R — S' = 2bri, U — cn' 

' Q' — a'n, R+ S‘ = 26'n, T = c'n 

q'q" — qq"' — An n', pq'"-j- qp’”— p’q" — q'p" = 2 7/nff, p'p" — pp" — CTitn' 


quas per 52' designabimus. Quantitates n% n' hic erunt radices quadratae ex 
, jj, et quidem iisdem signis resp. affectae ut p. n'; si igitur radix qua- 
drata ex positive accepta (quae erit numerus integer) statuitur —k, erit n—ku, 
n' — kn'. Hinc et.ex aequutt. senis prioribus in 52 et 52 manifestum est, fore 


P = kP, Q = kQ, R = kR 
S' = kS, . r = k T, U' = kU 

Quare per lemma art. 234 determinari poterunt quatuor numeri integri a, (5, y, e 
tales ut fiat • • 


atque 


ap + 6 9 = p, ip+$q = q 

tiq' = i p', Cq' = q' etc. 

ai — Sy k 


Substitutis his valoribus ipsorum p, q, p', q' etc. in aequatt. tribus ultimis 52', 
facile confirmatur adiumento aequationum n — kn, n' — A‘n' triumque ulti- 
marum' 52, fore 


• A a a -f- 2 D'a y -«f- C' y y = A 

• A a 6 R (a 3 -f- 6 y) -f- Cy i =± B 

A6G+2B , fii+Cii = C 

quapropter forma P' per substitutionem a, ii, y, £ (quae propria erit, quoniam 
otc — fjy = k 'est positivus) transibit in F,- i. e. formam F proprie implicabit. 
Q. 'E. D. 


Si itaque F' e formis f, f' etiam composita est (eodem modo ut F ex iis- 
dem), formae F, F eundem determinantem habebunt, eruntque adeo proprie ae- 
quivalentes. Generalius, si. forma G e formis g,g' eodem modo composita est ut 
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F ex /./' rcsp. , formaeque g, g' ipsis f, f proprie .aequi valent: formae F, G 
proprie aequivalebunt. . • • 

Quum is casus ubi ambae formae componendae compositionem directe ingre- 
diuntur, simplicissimus sit, ad ipsuinque reliqui facile reducantur, illum solum in 
sequentibus contemplabimur, ita ut si forma aliqua simpliciter dicatur e duabus 
aliis composita, semper subintelligcre oporteat, ex utraque illam proprie esse com- 
positam*). Eadem restrictio valebit, quoties forma in productum e duabus aliis 
transfbrmabilis dicetur. 

• 240. 

Theorema. Si e formis f, f eomposita est forma F; ex F et f" forma 5 : 
ex f, f" forma F'\ ex F' et f' forma formae 5, proprie aequrralentes erunt. 

Dem. I. Sit . _ 

■f axx +2 bxy -f cjfy • ■ 

f' = axx' -f- 2 bxy -(- ctfy 

• f = a"x”x' -4-2 6Vy 4- «”»'/ 

F = AXX+2BXY + CYY 
■ F' — A'XX'+ 2 EX Y' -f- C' Y' Y 
8i = 81*1 4-2®*?) 4-S?)?) 

ar = r r r 4- 2 ® t g' 4 - e 1 ?)’ ?)’ 

determinantes harum septem formarum rcsp. d, d' , d", D, D. 3>, 3)', qui omnes 
eadem signa et rationem quadratorum inter se habebunt. Porro sit ro divisor 
communis maximus numerorum a, 24, c, similemque significationem habeant 
relative ad formas f\f,F, Tum ex conci. 4 art. 235, D erit div. 
comm. max. numerorum dmm, d'mm adeoque Dm'm" div. comm. max. hume- 
rorum d nnnV , d'mmm"m"; M—mm; D div. comm. max. num. Dm"m". 
d'Al M , sive numerorum Dm"m". d"mmmm. Hinc concluditur, .2) esse div. 
comm. max. trium numerorum dmmm”m , d‘mnimm , d"mmmm' ; ex simili autem 
ratione ®' eorundem trium numerorum divisor communis maximus erit; quare 
quum 3), 25' eadem signa habeant, erit 3) = 35'. sive formae 5- 5” eundem de- 
terminantem habebunt. 

*) Similiter ut in* compoaitiono rationum (quae cum compositione formarum maenam analogiam habet) 
•ubintelligi «olet, rationea componendae directe accipiendas esae nisi ubi contrarium monetur. 
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Tunc habebuntur novem aequationes ipsis U omnino similes puta 

1 y = (in, K — 8' = 2fcn\ V = cn' 

Q' — a'n, K~\~ S' = 2fc'n, T = c'n 

q'q"— q q" = A'n n'. pq"+ q p'”— p'g"— q'p” — 2 Ifnn, p’p"— p p’" C' n n' 

quas per designabimus. Quantitates n-, n’ hic erunt radices quadratae ex 
d (T ' 

fi, jy et quidem iisdem signis rcsp. affectae ut n , n ; si igitur radix qua- 
drata ex positive accepta (quae erit numerus integer) statuitur = k, erit n —kti, 
u '=zkri. -Hinc et .ex aeqqatt. senis priqribus in li et Q' manifestum est, fore 


P" = kP, Q!=kQ. K = kR 

. s' = ks, . r = kT, ir = ku 

Quare per lemma art. 234 deterntinari poterant ‘quatuor numeri -integri a, 6. y, C 
tales ut fiat • • r 


atque 


ap + ^q = P, '1P-\Sq = q 

a p-\- 6 q =. p’, yp-\-Sq = q' etc. 

«6 — fi y =n k • 


Substitutis his valoribus ipsorum p, q, p', q' etc. in aequatt. tribus ultimis £1', 
facile confirmatur adiumento aequationum n == kn , n = kn triumque ulti- 
marum Q, fore 


• ' , 

• A a a + 2 B a y -*f- C ’ y y = A 

^'66-(-2jB'6g-(-(r28 = C 

quapropter Corma P' per substitutionem a, -6, y, S (quae propria erit, quoniam 

a 6 — 6y — k est («ositivus) transibit in ' F/ . i. e. formam F proprie implicabit. 

Q.E.D. ’•* 

♦ • 

• * 

Si itaque F' e formis f, f' etiam composita est (eodem modo ut F ex iis- 
dem). formae F, F' eundem determinantem habebunt, cruntquc adeo proprie ae- 
quivalentes. Generalius, si. forma G e formis <j, //' eodem modo composita est ut 
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F ex //' resp., formaeque g, g' ipsis f, f' proprie aequivalent: formae F, G 
proprie aequivalebunt. . • • . 

Quum is casus ubi ambae formae componendae compositionem directe ingre- 
diuntur, simplicissimus sit, ad ipsumquc reliqui facile reducantur, illum solum in 
sequentibus contemplabimur, ita ut si forma aliqua simpliciter dicatur e duabus 
aliis composita, semper subintelligere oporteat, ex utraque illam proprie esse com- 
positam'). Eadem restrictio valebit, quoties forma in productum e duabus aliis 
transformabilis dicetur. 

• 240. 

Theobeka. Si e formis f, f' eomjmsita est forma F; ex F et f" forma 8; 
ex f, f forma F'\ ex F' et f' forma formae 8. 8' proprie aei/u halantes erunt. 

Dem. I. Sit 

f axx + eyg • • 

f' = axx + 2 b'x’g' + c'y'y' 

• f" — ax"x!' + 26 V/ c"y"y" 

F = XXX + 2.BXF + CYY 
■ F' = A'X'X'+ 2 B'X' F’4- C' Y' Y 

8 = aio + 29 ?^ 

8 '= rrr h-2 8's’2)'-(-€'2)'d' 

determinantes harum septem formarum resp. d, d', d", D, D . ®, ®\ qui omnes 
eadem signa et rationem quadratorum inter se habebunt. Porro sit m divisor 
communis maximus numerorum' ’ o, 24, e, similemque significationem habeant 
relative ' ad formas f, f". F, Tum ex conci. 4 art. 235, D erit div. 
comm. max. numerorum dmm, d'mm adeoque Dm'm' div. comm. max. nume- 
rorum dmmnim ' , d'mmm'm"; M — m m ’ ; ® div. comm. max. nnm. Dm”m", 
d"MM , sive numerorum Dm'm", eTmmmm. ■ Hinc concluditur,.® esse div. 
comm. max. trium numerorum dm'm'm"m", d‘mmm'm", d mmnim ; ex simili autem 
ratione ®’ eorundem trium numerorum divisor communis maximus erit; quare 
quum ®, ®' eadem signa habeant , erit ® = ®', sive formae 8- 8' eundem de- 
terminantem’ habebunt. 

*) Similiter ut in compositione rationum .(quae cum compositione formarum magnam analogiam habet} 
«ubintetHgi solet, rationes componenda* directe accipiendas esse nisi ubi contrarium monetur. 
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« * .* 

II. Iam transeat F in ff' . per substitutionem 

• * 

X — p x f+pxtf+ py x+p'"gg' ■ 

Y = qjcxf- qxy'-\~ q“g x'-\- q"gg 

atque g in Ff per substitutionem 

X = p X.r"+ V' A'/+ p" Yx+ p"' r/ 

?J = 9 9'Xjr"-h q" Y x"+ q“ Yy " 

designenturque radices quadratae .positivae ex ^ per n. 91, n". Tunc 

jx:r art. 235 hiibebuntur decem et octo aequationes, quarum «emissis altera ad 
transformationem formae F' in ff pertinebit, altera ad transformationem for- 
mae 5 ia Ff". Prima erit p q — q p’ — ari, ad cuius instar facile formari 
jwterunt reliquae brevitatis gratia hic omittendae. Ceterum quantitates », 91. n” 

rationales quidem erunt, sed non necessario numeri integri. 

III. Si valores ipsorum A'. Y in valoribus ipsorum X, 9) substituuntur, 

prodit substitutio talis: X* 5 ' 

X = ( 1 ) r«-|- (S) x (3) xyxf (4) xyy" ■ • 

')) — (9) j ,r'.r“-f- ( 1 0 ) x jfjf -|- ( 1 1 ) .r yx"-\- ( 1 2) -i'pf 

+ ( 1 3)y (• J>"+ (l tyyyxT -+- (• 6 )yy'y" 

per quam manifesto 5 transibit in producturi» ff 'f Cocfficiens (1) erit 
= py-\-<l P ; valores quindecim reliquorum non apponimus, quippe quos quisque 
nullo negotio evolvet. Designemus numerum ( I ) ( 1 0) — (2)(9) per (1,2: , nume- 
rum (t) (1 1 ) — • (3; (9) per (1,3), et generaliter {g) (8 + A) — (h)(6-\-g) per ig, A), 
supponendo y, h esse integros inaequales inter '1 et 16, quorum maior A*); hoc 
modo omnino viginti et octo signa habebuntur. Iam denotatis radicibus quadratis 
positivis ex ‘‘ T j>er n, n , ^quae orunt =«91, « 91 ) , eruentur sequentes 2S 

aequationes!' " 

„ • 

*) Horum si^norutn significatio praenena non eat confundenda* cum ea, in qua in art. 23 1 accopta erant; 
nam numeri per haec «igna Aie expreasi apprime reapondenl iis , qui in art. 234 per numero* similibus «ignis 
itlic denotato» multiplicabantur. 
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= ah n"— a'b"n 
= ab n'-f- a"b'n 

= b A'n"+ b A"n'+ b'b" n -f- ® n n'n' 
— ab~n' — ab' n" 

= «cV 
= ab" n — a’An” 


i i"n'— f- b'b"n - 
bc"n-\-b'c " n 


(3.5) = a"b'n — ab tl' 

T[3, 6) = bbV+bVn— bb m ri— Jnrfn" 
• (3, 7) — o"cn 

(3, 8) = Ac’n"-f- A”cu 

(4 ; 5) = b'b" n — b b'n " — b 6 V-(- 35 n nit” 

(4.6) — b'c"n — 6c'n' 

35 n n'n", (4,7) = 6"c'n — b cn" 

(4.6) = c’c"n 
(5, 6) = ca'ri' 

(5.7) = ca"n' 

(5.8) = b'c n"+ b"c n' 

35 n n'n'\ (6,7) = b"c n' — A'c n” 

(6. 8) = ccV 

(7.8) = cc'n” 


quas [>er 0 designabimus , novemque aliae : . 

(10)(lt) — (9)(12) ;= ait'n"a 
(l)(ltt) — (2)(ll)-(3)(10)4-(4)(9).= 2an'tt"SB 
(2)(3)-(l)(4) = an'n"(3 

(9)(16) + (10)(15) + (11)(14) — (12)(13) = 2 An'n"2l 
(1)(16)-(2)j(15)-(3)(14) + (4)(13)(j = 
-H(5)(12)-.(6)(ll)-(7)(10) + (8)(9)\ 

-(l)(6) + (2)(7) + (3)(6)-(4)(5) = 2An'/6 
(M)(15) — (ip) (16) = cnV3l 
(5) (1 6) - (6) (15) —(7) (1 4) + ( 8 ) (1 3) = 2cu'n"58 
(6) (7)— (5) (8) = CJ1V6 

quas designabimus per V # ). 

IV. Origipem omnium harum 37 aequationum deducere nimis prolixum 
foret: sufficiet quasdam confirmavisse, ad quarum instar reliquae haud difficulter 
demonstrari poterunt. 


•) Observare convenit , 1 s alias aequationes his V similes erui posse . in quibus ad dextram loco facto- 
nim a, '2 6 , c habeantur a\ lb\ c'\ a ", 2 6", c": aed has quum ad institutum nostrum non aint necessariae. 


• • 
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1) Habetur 

(1.2) = (1)(1 0)- (2) (9) * 

— (p q'— q p)pp +(pq"’— q p” — p'q"-f- q'p”j p q -HpV— qV) ?? 

= ti’ [App-^2 Bpq-\-Cqq) = n "ad 

quae est aequ. prima. 

2) Fit 

(1.3) = (1)(1 1) — (3)(9) - — (pq“ — qp“) (pq — qp) — altari — ua" n’ 

aequ. secunda. 

3) Erit 

( 1 . 8 ) = ( 1 )( 1 «)-(»)(») 

. = (p q'— q p W+ (p q*— q p") p q“— (pV— qV) ?/>"+ (pY' — qV; q q"' 

— n"iApp"+ B(pq"+qp m )+ Cqq'")+b*M {pq"—qp") 

= n“ (6 6'+ yrfrf') + ™ (&'» + h «*) ') ■ 

— n"bb’-\- tt'6 b"-\- n 3) u n'n" 

aequatio octava in <J>. Aequationes reliquas lectoribus confirmandas linquimus. 

V. Ex aequatt. sequitur, viginti octo numeros (1,2), (1,3) ete. nullum 
divisorem communem haberi 1 , sequenti modo. Primo observamus, viginti sejitem 
producta e ternis factoribus . quorum primus vel n , secundus aliquis numerorum 
a, 2 6', c, terti usque aliquis numerorum a , 26”, c”; vel primus n', secundus ali- 
quis e numeris «, 26, c. tertius aliquis uumeforiim a, 26”, c”; vel denique primus 

n", secundus aliquis numerorum a. 26, c tertiusque aliquis e humoris 26', c 

singula haec vigiuti septem producta propter aequatt. aequalia esse vel alicui 
ex viginti octo numeris (1, 2), (1, 3) etc. vel plurium summae aut differentiae (e. g. 
ttaa ;= (1,5), 2na'6" = (l;6)-)-(2, 5), .ln6'6” = (1, 8) -f- (2, 7) -+-(3,6) + (4, 5). 
et sic de reliquis); quamobrem si hi numeri divisorem communem haberent , hic 
necessario etiam omnia illa producta metiri deberet, llinc vero facile deducitur 
adiumento art. 40 et per methodum saepius in praecedentibus adliibitain, eundem 
divisorem etiam numeros nmm", rimnf, n"mm metiri debere, adeoque horum 


*) Hoc sequitur ex aequ. 10 art. J3S et wjq. Quantitas radicalis \dd' fit — I)nn — = Xnn'. 


* 
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i . _ . din'tn'm"m l ' rf'wmmV •n« i . j. . • 

quadrata quae .sunt — ^ ^ ^ — per illius quadratum divisi- 
bilia esse, Q. E. A., quoniam per I trium numeratorum divisor communis maxi- 
mus est ®, adeoque quadrata ipsa" divisorem communem habere nequeunt. 

VI, Haec omnia pertinent ad transformationem formae J in fff ; et ex 
transformationibus formae F in ff formaeque 5 in Ff" deducta sunt. Sed 
prorsus simili modo e transformationibus formae F' in ff formaeque 5' in Ff' 
derivabitur transformatio formae in fff' talis : 

3E' = (l)'jr,rV'4- ( 2 )’ x (3)' x e te. • 

?)' — |— (1 fxJc'y '-\- ( 1 1 etc. 

designando omnes coefficientes similiter ut in transformatione formae 3 i* 1 fff- 
singulisque distinctionis caussa lineolam affigendo), ex qua perinde ut ante 2S* 
aequationes ipsis <t> analogae deducentur, quas per 'l 1 designabimus, novemque 
aliae ipsis 1 analogae, quas exprimemus per V. Scilicet denotando 

( 1 )’( 1 0)'— (2)'(9)' per ( 1 , 2)', ( 1/(1 1 ) — (3)'(9}' i>er 'I. 3)' 

aequationes <1>' erunt 

(1. 2)' a«'n", (1, 3)' = a n' n’, etc. 

aequationes 'F autem 

(10)'(l 1)'— (9)'(12)' — «n'n"2l'. etc. 

Evolutionem uberiorem brevitatis gratia lectoribus relinquimus; ceterum |ieriti 
novum calculum ne necessarium quidem' esse, sed analysin primam per analogiam 
facile huc transferri pOsse invenient). Quibus ita factis, ex *1> et <t>’ statim 
sequitur 

(1,2) = ( 1 , 2 )', '(f, 3) = (1,3)’, ( 1 , 4 ) = ( 1 , 4 )', (2, 3") — (2, 3)', etc. 
hinc vero et inde quod omnes (1.2), (1 , 3), (2, 3) etc. divisorem communem (per V) 
non habent, adiumento lemmatis art. 234 concluditur, quatuor numeros integros 
n. ff, y, o ita determinari posse, ut fiat 

• a(l)'-fg(9)’ = (l), «(2)'-t-S(l0)’ = (2) >t a(3)'+6(ll)' = (3). etc. 

y(l)'H-S(9)' = (9), y(2)'+8(10)' = (10), y(3y+S(ll)' = (11), etc. 
atque a S — f) y — 1. 

33 * 


A 


<% 
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VII. Hinc atque substituendo ex tribus acquatt. primis V valores ipsorum 
aTl, a 93 , «6. et ex tribus aequ. primis V' valores ipsorum a2l', «2J\ «£’ facile 


confirmatur fore 


7)+« T s) =,«»' 


a ;91 « a -f- 2 33 a 

o'Sla6-f-©(a8+gy)+®-)r8) =. 

a(« 66 H- 28 tf«-(-C 88 ) = a(S' 

unde, nisi a — 0 , manifesto sequitur, formam 5 transire in Jr |>or substitutio- 
nem propriam a, 6, y, 8 Adbibendo autem loco trium aequationum priinn- 

rum in 1’ et V' tres sequentes, facile confirmabuntur tres aequationes modo 
traditis omnino similes, in quibus loco factoris a ubique invenitur 6; unde patet, 
eandem conclusionemetiamnum valere, si modo non sit b=^ 0. Denique adbi- 
tendo tres ultimas aequationes 1' , 'I'' invenietur eodem modo . 'conclusionem 
veram esse, nisi c — 0. Quocirca, quum certo omnes a, b, c simul =0 esse 
nequeant, necessario forma 5 per subst. a, (i. y. 8 transibit in 5 , adeoque huic 
formae proprie aequivalebit. Q. E. 1). 

A m 


•2 41 




Talem formam ut 5 ve l 5- quae oritur, si una trium formarum datarum 
componitur cum ea quae ex compositione duarum reliquarum resultat, ex his tri- 
bus formis compositam vocabimus . patetque ex art. praec. , nihil hic interesse, 
quonam ordine tres formae componantur. Simili modo propositis quotcunque 
formis etc. (quarum determinantes rationem quadratorum inter se 

habere debent) , si forma f componitur cum f , resultans cum f", quae hinc 
oritur eum f " etc. : forma quae ad finem huius operationis prodit ex omnibus for- 
mis f. /', f" , f’ etc. composita dicetur. Facile vero demonstratur , etiam hic 
arbitrarium esse, quonam ordine formae componantur; i. e. quocunque ordine hae 
formae componantur, formas ex compositione oriundas semper proprie aequiva- 
lentes esse, j — Porro manifestum est, si formis f f, f" etc. proprie aequivaleant 
formae g, g, g" etc. resp., formam coni]>ositam ex his proprie aequivalentem fore 
formae cx illis compositae. 
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242. 

Propositiones praecedentes formarum compositionem maxima universalitate 
complectuntur; progredimur iam nd applicationes magis jiarticulares , per quas 
illarum ordinem interrumpere noluimus. Ac primo quidem resumemus problema 
iirt. 236, quod per conditiones sequentes limitabimus: primo ut formae compo- 
nendae eundem determinantem habeant. sive sit (I d'; secundo ut m . m' sint 
inter se primi; tertio ut forma quaesita directe ex utraque f, f' composita 
sit. Ilinc etiam mm, m m' inter se primi erunt; quare divisor communis 
maximus unmeroruin dmtn. d'mm i. e. D fiet ~d = d‘. atque n—ri—l. 
Quatuor quantitates C, JC', £T. O'", quae ad libitum assumi possunt, statuemus 
— 1, 0, 0, 0 resp. , quod semper licebit unico casu excepto, ubi «, a\ b-\-b' 
simul sunt =0, ad quem igitur hic non respiciemus; manifesto autem hic casus 
occnrrere nequit nisi in formis determinantis positivi quadrati. Tunc patet, p 
tieri divisorem communem maximum uumerorum a. d. numeros 13', 13”, 13" 

ita accipi debere ut hat 

y.A i Vl • 

V«+ - p 


ipsum 13 vero omnino arbitrarium esse. Hinc provenit, substituendo l. c. pro 
p, q, p, q' etc. valores suos: 

A , B = ± (13 « «4- 13'« f/+ Tdb + T (b b'+ D) ) 

C autem per aequationem AC = BB — D poterit determinari, si modo non 
simul a et d 0. 

In hac igitur solutione valor ipsius A non pendet a valoribus ipsorum 
1?, 13. 'V”, 13” (qui infinitis modis diversis determinari jussunt)'; B autem alios 
valores obtinebit tribuendo his numeris alios valores, operaeque pretium est inve- 
stigare . quomodo omnes valores ipsius B inter se connexi sint. Ad hunc finem 
observamus 


I. Quomodocumque determinentur 13, 13, 13", 13", valores ipsius B inde 
prodeuntes omnes congruos esse secundum modulum A . Ponamus , si statuatur 

13 = p, 13’ = p’, %? = p", U" = p", fieri B = 33 
faciendo autem 

13 = p-)-b. 'F — p'+b\ 13" — p”+b". 13" — p"-(-b", prodire B — 50 -f- 3) 
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Tunc igitur erit 

«b'-|-« , b"-|- (A-f-A^b"* = 0, aa'b -\-a 6'b’-(- a'4b"-f-(4A’-|- D b" — p2> 

Multiplicando aequationis posterioris partem primam per a p' -f- «p" -f- (4 -\~b' ) b”. 
secundani per p, et subtraliendo a producto primo quantitatem 

(a 4’p'-f- ab p"-f (bb'+ D) p m j(a b'+ aV-f (4 + 1>) b'"J 

quae jnopter aequationem priorem manifesto erit =0, habebitur evolutione facta 
et sublatis quae se destruunt 

rt«'(pbri-({6' — b) p’’-)- e p”) b-j- ((A — 4>'+cp^b” — {c’p'+rp”) b”’) — ppX> 
unde manife.sto ppT) per ad, .sive ® per i. e. per A divisibilis erit, atque 

© =3 ©-)- 2J (mod. /1] 

II. >Si valores p, p', p" p” ipsorum “i!. %!', ^T’ reddant B = ©. inveniri 

posse alios talores horum numeropun , ex quibus II nanciscatur valorem quem- 
cunque datum ipsi © secundum mod. ,-t congruum, puta © -)- 4 /1 . Primo ob- 
servamus, quatuor numeros p, c, c, b — 4' divisorem communem habere non 
posse; nam si quem haberent, hic metiretur sex numeros a, a'; 6— (- 6', c, c, b — 4' 
adeoque tum ipsos a, 24, c, tum ipsos a', 2 6', c’ et proin etiam ipsos m. m, qui 
per hyp. inter se sunt primi. Quamobrgm quatuor numeri integri 4. h'. h", h " 
yioterunt nssignari tales ut fiat 

Ap- 1 - Ke -(- h Y-+- K* (4 — 4') = i 

<iuo facto si statuitur 

kh ~ b. A(A"(A-f-A’) — h m d) = pb 
k{h (4-f- 4'; -f- A’"a) — pb". — k[Ka-\- h"a) ~ pb'" 

patet, ipsos b, b', b", b" esse integros; porro facile confirmatur, fieri 

a b'+ d b"-f- (4 -(- b') b'" = o 

a d’ b -|- n Ab'— f- db b"-|- (4 4'-|- D) b’" = — “* ( p A -)- c A’-f- ch"-\- (4 — 4' h'") = p kA 

Ex aequatione priori patet, etiam p + b, p'+b’, p"+b”, p'”-}- b'” essd valores ipso- 
rum ©, ex posteriori, hos valores producere JB = 33 — j— A' ^4. . Q.E.D 
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Hinc perspicuum est, B semper ita determinari posse ut iaccat inter 0 et A — I 
incl.. siquidem A est positivus; vel inter 0 et — A — 1 si A negativus. 

243 . * 

Ex aequationibus 

(*+*) = (*• B — 1 Waa+yab'+Va'b+$"(bV+D)) 

deducitur 

B = b+±Wa+y(b-b)-yo) = 6'4-i-C^« + r(6-^~rO 

quare . 

B = 6 (mod. et B ^ 6'(mod. ^-) 

Quoties “ , ^ inter se primi sunt, inter 0 et A — 1 sive inter 0 et — A — I 
quando A est negativus) unicus tantum numerus iacebit qui secundum inod. 
sit — b et = 6' scc. mod. -- ; qui si statuitur = B atque 11 D ~ 11 C. palam 
est, (.4, /i, C) e formis [a, b, c), (a, b', c) compositam fore. Ih hocdtaque casu 
ad inventionem formae compositae ad numeros '}!, '■JT’ non amplius ojiortct 

respicere*). ' Ita e. g. si quaeritur forma e formis (10, 3, 11), (15, 2.7) composita, 
erunt a, a, b-\-b' resp. =10, 15,5;- |*=5; hinc .4=6; B = 3 (mod. 2) et — 2 

(mod. 3), unde B—S atque (6,5,21) forma quaesita Ceterum conditio ut 

— , — inter se primi sint, omnino aequivnlet huic, ut numeri duo- a, a' divisorem 
communem maiorem non habeant quam tres a, b -f- b', sive, quod eodem redit, 
ut divisor communis maximus numerorum a, a' etiam numerum b-\-b' metiatur. 
Notentur imprimis sequentes casus particulares : 

• 1) Propositis duabus formis (a, b, c ) ,■ («' , b' . c) eiusdem determinantis I) 

ita comparatis ut divisor coram, max. numerorum a. 2 6. c primus sit ad div. 
coram, max. num. a. 26', c, atque <i primus ad a: forma ex his composita (.4. B, C ) 
invenitur faciendo ^4 = a«', i#=6(mod.a) et = 6'(mod.«'), C~ U -■ Hic 
casus semper locum habet, quando altera formarum componendarum est fornv» 
principalis, puta a = 1, 6=0, e — — D. Tunc erit A = a. B statui jioterit 

*) Quod semper efficitur adhibendo congruentias 

n Tt ab' a B __ ah (b *4- &*) R bb' D ^ ^ 
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— b'. unde fiet C — c; quare ex formo principali et quaautque -alia forma eiusdem 
determinantis cam/wsita est lutee forma ipsa. 

- 

2) Si duae formae oppositae proprie primitivae sunt componendae, puta 
(a, b, c) et («, — b. c), erit p = a. ILinc facile perspicitur, formam principalem 
(1, 0, — D) ex illis esse compositam. 

3) Propositis quotcutique formis proprie primitivis , (a, b, c), (a', b', c), 
(«", b", c") etc. eiusdem determinantis D , quarum termini antecedentes a. a', a" 
etc. sunt numeri inter se primi, forma (.4, B. C) ex illis otnnilius comjiosita in- 

• * • . , n T * 

venitur, statuendo A aequalem nroducto ex omnibus a, a, a etc.; B congruum 

* n n j) 

ipsis- b. b'. b" etc. sccuudum modulos a.d.d’ etc, resp. ; C — — -j Facile 

enim perspicietur, ex duabus formis (a, b, c) , (a, b', c) compositam fore formam 

[ad, B. * ~ D ex hac atque [a, b ", c") formam (#«'#". B, etc. 

Vice versa 

4) Proposita forma proprie primitiva (A, B, C) determinantis D , si ter- 
minus A in factores quotcunque inter se primos a. d, a” etc. resolvitur; numeri 
b, b', b" etc. ipsi B vel aequales vel saltem sec. mod. a, d, d' etc. resp. congrui 
accipiuntur, atque fit ac = bb — D, a'c=b'b' — D, d'c“ = b"b^ — D etc.: forma 
(A, B. C ) composita erit e formis' (<i, b, e), (d b' e), (a" b" c”), sive in has formas 
resolubilis. Nullo negotio probatur, eundem propositionem adhucduin valere, 
etiamsi forma (A, B, C) sit improprie primitiva vel derivata. Hoc itaque modo 
quaelibet forma in alias eiusdem determinantis resolvi potest , quarum termini 
antecedentes omnes sint vel numeri primi vel numerorum primorum potestates. 
Talis resolutio saepenumero commode applicari potest . si ex pluribus formis datis 
componenda est una. Ita e.g. si quaeritur forma composita e formis (3. 1, 134), 
(10.3,41), (15,2,27), resolvatur secunda in has (2, 1, 201), (5, — 2,81), tertia in 
lias (3, — 1,134), (5,2,81), patetque, formam f ex quinque fotmis (3, 1,134), 

(2.1,201), (5, — 2,81), (3,. — 1,134), (5,2,81) compositam, quacunque ordine 

* 

accipiantur, etinm ex tribus datis compositam fore. At ex compositione prunae 
cum quarta oritur forma principalis (1,0.401);, eadem provenit ex comjiosi- 
tione tertiae cum quinta: quare ex compositione cunctarum conflatur forma 
(2, 1, 201). 
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5) Propter rei utilitatem operae pretium est, hanc methodum adhuc amplius 
explicare. Ex observatione praecedente manifestum est, problema, quotcnnque 
formas datas proprie primitivas eiusdem determinantis Componere, reduci posse 
ad compositionem formarum, quarum termini ihitiales sint potestates numerorum 
primorum (nam numerus primus tamquam sui- ipsius potestas prima considerari 
potest). Quamobrem eum imprimis casum contemplari convenit, ubi duae for- 
mae proprie primitivae (a, b, e ), (a, b\ c) sunt componendae, in quibus a et a' 
sunt potestates eiusdem numeri primi. Sit itaque « = A*, a = A x designante h 
numerum primum , , supponamusque (quod licet) , x non esse minorem quam A . 
Erit itaque A x div. comm. max. numerorum a. a, qui si insuper ipsum b- \-V 
metitur, habebitur casus initio huius art. consideratus, eritque [A, B , C) ex pro- 
positis composita si statuitur = A 1— \ J}=i>(mod. A x— x ) et = 6'(mod. 1), quae 
conditio posterior manifesto omitti potest; C = • Si vero A x ipsum 

b + b' non metitur, necessario div. comm. max. horum numerorum et ipse erit 
potestas ipsius A; sit igitur =A\ eritque v<A {statui debet v = 0, si forte A x 
et b-\-b' inter se primi sunt). Si itaque ita determinantur, ut fiat 

$'A x +^"A x +F'(6-)-6') = h- 


'b vero ad libitum assumitur; forma (A, B, C) ex datis erit composita, si statuitur 

A = h x+x ~*\ B = 6-+-A x - v (f A x — V(6— b)'— i)TO, C = ^~- 

• • • * « 

Sed facile perspicitur, in hoc casu etiam ad libitum assumi posse, quare sta- 
tuendo = $' Z 0 , fit * 


sive generaliter 


B — b — ^"ch x ~" 


B — kA-\-b — ^TcA* - ” 


designante k numerum arbitrarium (art. praec.). In hanc formulam simplicissi- 
mam solus < JT ingreditur, qui est valor expr. (mod. A ) *). Si e.g. quaeritur 
forma composita ex (1 6, 3, 1 9) et (8, t, 37), est A = 2 , x=^4, X = 3 , v = 2. 


*) «ive expr. - — fuiod. A* ~ *) unde 
b -f* b 

~T?~. 


B = b- 


c**-* 
b + b' 
A' 
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llinc /1 = 8, valor expr. | (mod. 8), qualis est t, unde B — %k — 73, adeo- 
que faciendo k = 9 . B — — 1 atque C— 37, sive (8, — 1 , 37) foruia quaesita. 

Propositis itaque formis quotcunque; quarum termini initiales omnes sunt 
potestates numerorum primorum, circumspiciendum erit, tnirn aliquarum termini 
antecedentes sint potestates eiusdrm numeri primi, atque hae inter se respective 
per regulam modo traditam componendae. Hac ratiohe prodibunt formae, qua- 
rum termini primi ctiamnum erunt potestates numerorum primorum, sed omnino 
diversorum; forma itaque ex his com|>osita per observ. tertiam definiri poterit. 
E.g.- propositis formis (3,1,47), (4,0,35), (5,0,28), (16, 2,9), (9, 7, 21). (1 6,"6, 41), 
ex prima et quinta conflatur t forma (27, 7, 7); ex secunda et quarta confit 
(16, — 6,11), ex hac et sexta, (t, 6, 1 40) , quae negligi potest. -Supersunt itaque 
(5,0,28), (27,7,7), ex quibus producitur (135, — 20,4), cuius loco assumi potest 
proprie aequivalens (4, 0, 35). Haec itaqite est resultans ex compositione sex 
propositarum. . • • • . 

Ceterum ex hoc fonte plura alia artificia in applicatione utilia hauriri pos- 
sunt; sed ne nimis longi fianius, uberiorem huius rei tractationem Supprimimus, 
ad alia difficiliora properantes. 


244. , 

Si j>er formam aliquam f repraesentari potest numerus a, i>er formam f 
numerus d, atque forma F in f f' est transformabitis: nullo jiegotia perspicitur, 
productum ad per formam F ropraesentabile fore. Hinc sta tini sequitur, quan- 
do determinantes harum formarum sint negativi, formam F positivam fore, si vel 
utraque /,/' sit positiva vel utraque uegativa; contra F fieri negativam, si altera 
formarum /, f' sit positiva altera negativa. Subsistamus in eo imprimis casu, 
quem in art. praec. consideravimus, ubi F ex f, /’ composita est, atque f f et 
F eundem determinantem D habent. Supponamus insuper, repraesentationes 
numerorum a, a per formas f f fieri per valores 'indeterminatarum inter se pri- 
mos, atque priorem pertinere ad valorem b expressionis \JD (mod. a), posterio- 
rem ad valorem b' gxpr. ylD mod.a'), ponaturque bb — D — uc, b'b' — D — de. 
Tunc per art. 16S formae ( a. b, c ), (a, b', c) proprie aequivalebunt formis f,f\ 
quare F etiam ex illis duabus formis composita erit. .Sed ex iisdem formis com- 
posita erit forpia (.4, B, C), si, posito numerorum a, d. b -f- b' divisore com- 
muni maximo =u. statuitur A = — , B=b et b' sec. modulos — , — . resp., 

• (IU u u 
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AC=BB — D; quare haec forma proprie aequivalebit formae F. Iam per for- 
mam Ajcx-\- 2Bxg-\-Cgy repraesentatur rrumerus a a, faciendo .r— 
quorum valorum divisor comm. max. est p; quare au' etiam |>er formam F re- 
praesentari poterit ita ut valores indeterminatarum habeant divisorem communem 
maximum p (art. 166). Quoties igitur e vadit p^= I, au' jjer formam F reprae- 
sentari poterit tribuendo indeterminatis valores inter se primos, repraesentatio- 
que haec pertinebit ad valorenr B expr. \>D mod. aa'), ipsis b, b' secundum mo- 
dulos a, <i' resp. congruum. Conditio p=l semper locum habet, quando a. a 
inter se primi sunt; generaliter .autem, quando div ; comm. max. ipsorum a. a' ad 
b-^b' est primus. • . : • 

, Compositio ordinum. • 

2 * 5 . . 

Theouema Si forma f ad eundem ordinem referenda est ut g, similiterque 
f' est ex eodirui ordine ut f : forma F ex f, f -composita eundem determinantem ha- 
bebit ex eodemque ordine erit ut forma G ex g, g' composita. 

Dem. Sint formae f. f, F — (a, b, c ). (a', b', c), (A, B, C) resp., ipsarum- 
que- determinantes — d. d', D. Porro sit numerorum a, 2 6, c div. comm. max. 
= numerorum a, b, c div. comm. max. = m;. similesque signiticutiones ha- 
beant m. m' respectu formae f ’ , et M. Si respectu formae F. Tunc ordo for- 
mae f determinabitur per numeros- d. m. m. -unde iidem numeri etiam pro forma 
g valebunt; eadem ratione numeri d', m. m' idem erunt pro forma g' quod sunt 
pro forma f. Iam per art. 235, numeri D. M, 2)1 determinati sunt per d, d ' , m. 
m. m, m'j scilicet erit D divisor communis maximus ipsorum dmm, d'mm; 
M - m m' atque 211 => jnm' (si s inuri m — m, m' — m’) vel — 2mm' (si 
m — 2 m , aut m'= 2nt’). Quae proprietates ipsorum D, 3/, 3)/. quum inde se- 
quantur, quod F ex f, f' coinj>osita.est: facile perspicitur, D, M et 2R etiam 
pro forma G valere, adeeque G esse ex eod^m ordine ut F. Q. £. D. , 

Ex hac ratione ordhiem in quo est forma F, compositum dicemus ex ordi- 
nibus in qnibus sunt formae f<f- Ita e. g. ex duobus ordinibus proprie primi- 
tivis sempet compositus est similis ordo; ex proprie primitivo et improprie primi- 
tivo. improprie primitivus. Simili modo intelligcndum est, si ordo aliquis ex 

pluribus aliis ordinibus compositus vocabitur. 
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. ComfMmtM generum. > , 

• . . 246. 

Problema. Propositis duabus formis primitivis quibuscunque f . fi . ex. qua- 
rum compositione oritur F: ex generibus ad quae pertinent f, f' definire genus ad 
quod referenda erit F. 

Sol. I. Consideremus primo eum casum ubi ad minimum una formarum 
f.f' e. g. prior est proprie primitiva, designemusque determinantes formarum 
/• f< F P er rf. d \ -D. Tunc D erit divisor communis maximus numerorum 
dmm.d', ubi m' est aut I aut 2, prout forma f' est proprie aut improprie pri- 
mitiva; F autem in casu illo pertinebit ad ordinem proprie primitivum, in hoc ad 
improprie primitivum. Iam genus -formae F definietur per ipsius characteres 
particulares, nempe tum respectu singulorum divisorum primorum imparium ip- 
sius D. tum, pro quibusdam casibus, respectu numerorum 4 aut 8. Hos igitur 
singulos determinare oportebit. 

1?. Si p est divisor quicunque primus impar ipsius D, necessario etiam 
ipsos d, d' metietur, adeoque etiam inter characteres formarum f , f' occurrent 
ipsarum relationes ad p . Iam si per f repraesentari potest numerus a , per f' 
numerus a': productum ad repraesentari poterit per F. ■ Si itaque tum per f, 
tum per fi repraesentari possunt residua quadratka ipsius p (per p non divisi- 
bilia) , etiam per F residua quadratica ipsius p repraesentari poterunt , i. e. si 
utraque /, fi habet characterem Rp, forma F eundem characterem habebit. 
Simili ratione F habebit characterem. Rp , si utraque f, f' habet characterem 
F p contra F habebit char. Np . si altera formarum f,f' habet Rp. al- 
tera Np. • 

2°. Si in characterem integrum formae F ingreditur relatio ad numerum 4, 
talis relatio etiam in characteres formarum f, fi ingredi debet. Nam illud 
tunc tantummodo evenit, quando D est =0 aut = 3 (mod. 4). Quando D 
per 4 est divisibilis, etiam dmm' et d' per 4 divisibiles erunt, unde statim pa- 
tet, f' non posse esse improprie primitivam , adeoque esse ai' = 1 ; hinc tum d 
tum d' per 4 divisibiles erunt, et in utriusque characterem ingredietur relatio ad 4. 
Quando D ^ 3 (mod. 4), metietur D ipsos d. d'; quotientes erunt qua- 
drata, adeoque etiam d.d' necessario vel =0 vel =3 (mod. 4), et inter cha- 
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rat teres ipsarum f,f' relatio ad 4. Hinc eodem modo ut in (1°) sequitur, cha- 
racterem formae F fore 1,4, si vel utraque /, f' habeat 1,4 vel utraque 
3,4; contra characterem formae JP fore 3,4, si altera formarum /, /' habeat 
1,4, altera 3,4. 

3°. Quando D per 8 est divisibilis, etiam d' erit; hinc f' certo proprie 
primitiva, *»'=! atque etiam d per 8 divisibilis ; quare inter characteres formae 
F aliquis e characteribus 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 tunc tantum locum habere potest, 
si etiam in charactere tum formae /, tum formae f' talis relatio ad 8 adest. 
Facile autem, confirmatur eodem modo ut ante, characterem formae F fore 1,8, 
si f et /' respectu ipsius 8 eundem habeant; characterem formae F fore 3,8. 
si altera formarum f f' habeat 1,8 altera 3,8, vet altera 5,8 altera 7,8; F ha- 
bere 5,8, si /, f' h&beant 1,8 et 5,8 vel 3,8 et 7,8; F habere 7,8, si f et f' 
habeant vel 1,8 et 7,8, vel 3,8 et 5,8; 

4°. Quando est D = 2 (mod. 8) , erit d' vel =0 vel s 2 (mod. 8) , hinc 
m' = 1 , adeoque etiam d vel = 0 vel =2 (mod. 8); attamen uterque d, d’ per 
S divisibilis esse nequit, quoniam D est divisor communis maximus ipsorum. 
Quare in eo tantum casu alteruter characterum 1 et 7,8; 3 et 5,8,. formae F 
tribui debebit, ubi vel vtraque forma f, f' aliquem ex illis habet, vel altera ali- 
quem ex illis , altera aliquem horum 1,8; 3,8; 5,8; 7,8. Hinc facile deducitur, 
characterem formae F, determinari per tabulam sequentem, si character in mar- 
gine positus pertineat ad alteram formarum f, /', ad alteram vero character 
in facie: 


• 

I «/7,8 
vel 1,8 
vel 7,8 

3 e/ 5, 8 
vel 3,8 
vel 5,8 

1 e/7,8 

le/7,8^ 

3 et 5, 8 

3 et 5,8 

3 et 5, 8 

1 e/7,8 


5°, Eodem modo probatur, ipsi F tribui non posse alterutrum characte- 
rum 1 et 3, 8; 5 et 7,8, nisi etiam aliquis ex iisdem saltem uni formarum f, /' 
competat', alterique vel aliquis ex iisdem, vel aliquis ex his 1,8; 3?&; 5.8; 7.8. 
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Et quidem character formae F determinabitur per hanc tabulam . in cuius mar- 
gine et facie sunt characteres formarum f, f' • • 


• t 


1«*3,8 
[vel 1.8 
yel 3,8 

5 et 7 , 8 
vel 5,8 
vel 7,8 

1 . 1 et 3 , 8 1 et 3, 8 

5,<*7,8 

5<*7,8 j tet 7,8 

I et 3. 8 


II. & utraque forma'/’. f' est improprie primifiva. erit D divisor com- 
munis maxinrus numerorum 4 d , id', sive 1 I) div. comm. maximus numerorum 
d,'d'. Hinc facile sequitur, tum d . tum d', tum \D fore = 1 (mod. 4). Po- 
nendo autem F = [A. Ii, C), div. comm. max. numerorum .4, Ii, C erit =2, 
et div. comm. max. numerorum A, 2 Ii, C erit 4. Quare F erit fornra derivata 
ex improprie primitiva A A, •} Ji, J C;, cuius determinans erit ; 1). et cuius genus 
determinabit genus formae F. CharActcr autem illius formae, tamquam impro- 
prie primitivae, relationes ad 4 vel 8 nori implicabit, sed tantummodo relationes 
ad singulos divisores primos impares ipsius 1 1) . Iam quum omiie» hi divisores 
manifesto etiam ipsos d. d' metiantur, atque semissis euiusvts producti duorum 
factorum, quorum alter per f alter per f' est. repraesentabilis , jier formam 
(i A, j B, } C) repraesentari possit: facile perspicietur, characterem huius formae 
respectu cuiusvis uumorj primi imparis p ipsum J D metientis fore Rp. tum si 
fuerit 2 Rp atque formae f, f , respectu ipsius p eundem characterem habeant, 
tum si fuerit 2 Np atque characteres formarum f. f' respectu ipsius p oppositi ; 
contra characterem illius formae fore Np, tum si f. f ' habeant characteres ae- 
quales respectu ipsius ,p atque sit 2 Np, fut/i si f, J' habeant oppositos atque 
sit illp. ' " . ' . • 


547 . ' • 

Ex solutione problematis praec. manifestum est. si y sit forma primitiva 
ex eodem ordine et genere ut f, nec non y' forma primitiva' ex eodem ordine et 
genere ut f: formam ex y ety’ compositam ad idem genus pertinere, ad quod 
pertineat forma ex f et f' composita, liinc sponte sequitur significatio generis 
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ex duobus aliis generibus (sive etiam pluribus) compositi . Pono ibindc patet, 

si f f eundem determinantem habeant atque f sit forma e genere principali. 
F vero ex f et f' composita: F fore l.t eodem genere ut f'\ quocirca genus 
principale in compositione cum aliis- generibus eiusdem determinantis semper 
omitti poterit. .Si verti reliquis manentibus f non est e genere principali, f' au- 
tem forma primitiva: F certo erit ex alio genere quam f' . Denique si f f' sunt 
formae proprie primitivae eiusdem generis , F erit e genere principali ; si vero" 
f f' sunt ambae proprie primitivae eiusdem determinantis , sed e diversis gene- 
ribus , F ad genus principale pertinere non poterit Quodsi itaque forma quae- 
cunque proprie primitiva ci«a se ipsa componitur, forma inde resultans, - ‘quae 

t ' * 

etiam proprie primitiva eiu&dem^ue determinantis erit, necessario-ad genas prin- 
cipale pertinebit. ••••.<• 

248. ' • ; ■ ’"« 

. Problema. Propositis dualius formis quibuscunque f, f,- e quibus composita 
est F: e generibus formarum f, f' definire genus formae F , 

Sol. Sit f ■==(«■, 4,- c, , f' — (a, b\ c'), F (A, B , C ), porro ut 
div. comm. max. numerorum a . b, 'c, atqne m' div. comin. mav. numero-- 
rum a\'b\ c, ita ut f /' sint derivatae e primitivis- 

quas denotabimus per- f, f' resp. latn si saltem m formarum f, f est proprie 

primitiva, divisor coijim.wnx. numerorum A\ B. C erit mm', adeoqne F derivata 
• •• • ' * 4. Ii K! ’ * 

e forma primitiva ( — • 5 ■ unde patet, genus formae F pendere a 

genere formae 5- Sed facile perspicietur, 3 per eandem substitutionem transire 

in f f', per quam F transeat iu ff. adeoque ex f, f r ' esse componi tui» ipsius- 

que genns j»er problema art. 246 determinari posse. _L' Si vero utraque f , f' esi 

improprie primitiva, divisor c.m, numerorum A, B, C erit 2tnm', formaque $ 

etiamnum ex f, f' composita dt manifesto e proprie primitiva (j— 

derivata. Huius itaque formae 'genus determinari poterit per art. 246; et quum 

F ex eadem forma derivata sit, ipsitts genns hinc sponte innotescit. 

Ex hac solutione manifestum est, theorema in art. praec. pro formis primi- 
tivis explicatum, scilicet f‘, *f sint ex iisdem generibus resp. ut fi'jf. formam ex 
f, g’ compositam ex eodem genere fore, ex quo sit forma ex f, g composita, genera- 
liter pro formis quibuscunque valere. 
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Competitio classium. 
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Theorema. Si formae f, f' « mt ex iisdem ordinibus generibus et classibus 
Ut g, g resp. : forma cp.f et f' contfmita esc eadem classe erit at forma ex g et g 
composita. . , - . • 

Ex hoc theoremate (cuihs veritas ex art. 239 protinus sequitur) sponte pate- 
bit significatio classis e duabus classibus datis sive etiam e pluribus compositae. 

Si classis quaecunque K cum classe principali componitur, classis K ipsa 
prodibit sive classis principalis in compositione cum abis classibus eiusdem deter- 
minantis negligi potest. Ex compositione duarum classium oppositarum proprie 
primitivarum semper oritur classis principalis eiusdem determinantis (t. art. 243). 
Quam itaque quaeris classis anceps sibi ipsa opposita sit : ex compositione cuius- 
vis classis ancipitis proprie primitivae cum se ipsa classis principalis eiusdem de- 
terminantis provenit. 

Propositio ultima etiam conversa valet: scilicet si ex compositione classis 
proprie primitivae K eum se ipsa provenit classis principalis H eiusdem determinan- 
tis, K necessario erit classis anceps. Si enim K' est classis opposita ipsi K, e 
tribus classibus K, K, K' composita erit eadem classis quae oritur ex H et K; 
ex illis provenit K ^qnoniam Ket K' producunt H, Haec cum K ipsam K), 
ex his K '■ quare K cum K’ coincidet eritque adeo classis finceps. 

Porro notetur -propositio haec : Si classes K, L oppositae sunt classibus 
K\ L’ resp. : classis ex K et L composita classi $x 'K' et L compositae erit oppo- 
sita. Sint formae f g. f, g. resp. e classibus K. L , ,K\ V ; forma F composita 
ex f. g, atque F' composita ex f' , g' . Quum f’ ipsi f, atque g' ipsi g impro- 
prie aequi valeant , F autem compositasit ex utraque f g directe: F etiam ex 
/', g' composita erit , sed ex utraque inverse. Quare forma quaetunque , quae 
ipsi F improprie aequivalet, composita erit ex /’, g' directe adeoque ipsi F' 
proprie aeqUivalel?it (artt. 238, 239), unde F, F' improprie aequivalebunt , clas- 
sesque ad quas pertinent, oppositae erunt. 

Hinc sequitur, si classis anceps K cum classe aneipite L componatur, 
semper prodire classem ancipitem. Nam opposita erit classi, quae composita est 
e classibus ipsis K , L oppositis, adeoque sibi ipsi, quoniam hae classes sibi ipsae 
sunt oppositae. 
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Denique observamus, si propositae sint classes duae .quaecunque K. L 
eiusdem determinantis, quarum prior sit proprie primitiva, semper inveniri posse 
classem M eiusdem determinantis, ex qua atque K composita sit L. ' Manifesto 
hoc obtinetur , accipiendo pro M classem quae composita est ex L atque classe 
ipsi K opposita; simul perspicietur facillime, hanc classem esse unicam quae hac 
proprietate sit praedita , sive classes diversas eiusdem det. cum eadem classe pr. 
prim, compositas producere classes diversas. 

('Iassium compositio .commode per signum additionis, denotari potest, 
sicuti classium identitas per signum aequalitatis. In- his signis propositio modo 
tradita exhiberi potest ita : Si K' est classis opposita ipsi K. terit K -f- K' clas- 
sis principalis eiusdem determinantis, unde L = L\ posita itaque 

K'-\-L = M , erit K-\-M = L, uti desiderabatur; si vero praeter M alia M 
daretur eadem proprietate praedita, sive K-\- M' — L, foret K -f- K' M ' 
= Lr-\- K' — M, unde M' — M. _ Si plures classes idcnticac componuntur, 
hoc (ad instar multiplicationis) denotari potest praefigendo ipsarum numerum , ita 
ut 2 K idenr designet ut K-{-K, \\K idem ut Iy-\- K-\-K etc. Eadem signa 
etiam ad fornms transferri possent, ita ut (a. b, c) -f- (a, b', c) designaret formam 
ex (a, i, c), (a i b', c') compositam: sed ne vel species ambiguitatis oriri possit, 
hac abbreviotione abstinere malumus, praesertim quqd tali signo \JM(a,b,c) 
significationem peculiarem iam tribuimus. — Classem 2 K ex duplicatione classis 
K oriri dicemus , classem 3 K ex triplicatione etc. > 

250. 

Si D est numerus per tnm divisibilis (ubi ipsum m positivum supponimus): 
dabitur ordo formarum determinantis D ex ordine proprie -primitivo determinan- 
tis — derivatus (sive duo, quando D est negativus, nempe positivus et negati- 
vus) ; manifesto forma (m, 0, ) ad illum ordinem pertinebit (scilicet ad posi- 

tivum) meritoque tamquam- forma simplicissima in eo considerari potest (sicuti 
( — m, 0, — ) erit simplicissima in ordine negativo quando D ncg.). Si insuper 
est — = I (mod. 4) ; dabitur etiam ordo formarum det. D ex improprie primi- 
tivo det. — derivatus, ad quem manifesto forma (2 m, m, ] pertinebit et 

pro simplicissima in eodem habebitur. (Quando D est ncg., rursus duo ordines 
dabuntur et in negativo forma ( — 2», — m. — pro simplicissima habebitur;. 
Ita e.g., si etiam eum casum ubi m — 1 huc referre lubet, in quatuor ordinibus 

35 
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formarum det. 4 5 sequentes erunt simplicissimae (1, 0, -•■45). (2; 1. — 22.';. 
(3, 0, — 15). (6, 3. — 6). Quibus ita' intellectis, offert se 


Problema. Projmita forma quacunque F ex ordine O, -invenire formam pro- 
prie primitivam (positivam) eiusdem determinantis, ex cuius compositione cum forma 
in O simplicissima oriatur F. . 

Sol. Sit forma F — ima, mb , mc) derivnta e primitiva f = («. b, c) cuius 
determinans =d, supponairtusque jtrimo, f esse proprie primitivam. Primo ob- 
servamus, si forte a ad 2 d m non sit priAuis, certo dari ajias formas ipsi (a, b, c) 
proprie aequivalerttes, quarum termini primi hac proprietate sint praediti. Nam per 
art. 2.28 dantur numeri ad 2 dm primi per formam illam repraeseutabiles; ait talis 
numerus a' — aaa- 1 ^ Zbayf-c-fy , supponamusque . (quod licet), a, y esse 
' inter se primos; tum, acceptis , 8 ita ut fiat ac — 6y = 1 , transeat f per 
substitutionem a, ti, y, £ in formam (a', b', c) , quae illi proprie aequivalebit et 
proprietate praescripta erit praedita. Iam quum etiam F et tam. b'm , ciri) proprie 
aequi valeant, facile perspicietur, sufficere cum casum considerare ubi a ad 2 dm 
sit primus. Tunc (a, bm, cmm) erit forma proprie primitiva (si cnint a, 2bm. cmm 
divisorem communem liabcrent, hunc etiam 2 dm = 2 bbm — 2 acm implicaret) 
eiusdem determinantis ut .F, confirmaturque facile, F transmutari iu productum 
e forma (m, 0, — r -dm), quae, nisi F est forma negativa, erit simplicissima ordinis 
O, in (a. bm, cmm) per substitutionem I, 0, — b, — cm; 0, m. a, bm, unde per 
criterium in- obs. 4 .-art. 235 concluditur, F ex ( m , 0, —dm) et (a, bm, cmm ) esse 
compositam. Quando autem F est forma negativa, transibit in productum e 
forma simplicissima eiusdem ordinis ( — m, 0, dm) in, positivam ( — a. bm. — cmm ) 
per substitutionem l,’0, b,' — cm; 0, — m, — a, bm, adeoque e\ ipsis erit com- 
posita. 

Secundo, si f est forma improprie primitiva, supponere licebit } a ad 2 dm 
esse primum ; si enim hftec proprietas in forma f locum noudutn habet , iuveniri 
potest forma ipsi f proprie aequivalens et hac proprietate praedita. Hinc autem 
sequitur facile ,’(!<», bm, 2 cmm esse formam prbpric primitivam eiusdem deter- 
minantis ut F; aeque facile coufirmatur, F transire in productum e fonnis 

( + +iw. -f- 1 [m—dm j ), 1 «. bm. + Icmm 


per substitutionem 



i , 
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1 . 0. f(l -) -b), — ewi; 0, + 2 m, + ) a, (6+ t)»i 

ubi signa inferiora accipienda sunt quando F est forma negativa, superiora in 
casibus reliquis, adeoque ex his duabus forinis esse compositam, quarum prior 
erit simplicissima ordinis O. posterior forma proprie primitiva i positiva). 


251. , . . 

Problema. Propositis duabus formis F. f eiusdem determinantis D et ad 
eundem ordinem O pertinentibus: invenire formam proprie primitivam determinantis 
D, quae cum f composita producat F. 

Sol. Sit 9 forma simplicissima ordinis O ; g, f formae proprie primitivae 
det. i), quae cum 9 compositae producant ipsas F. f resp. ; denique f forma 
proprie primitiva, qnac cum f composita producat 5 Tunc forma F composita 
erit e tribus formis 9, f ,f\ sive e duabus f f'. Q. E. I. 

Quaevis itaque classis ordinis dati considerari potest tamquam composita ex 
quacunque classe data eiusdem ordinis et aliqua classe proprie primitiva eiusdem .j, 
determinantis. ’ * . - Vi W • • 

, • f 

* * • 

Pro determinant*! dato in singuiu yrnerxbu* eiusdem ordinis contentae sunt c astti aeque multae. 

2a2. 

Theorema. Pro determinante dato in singulis generibus eiusdem ordinis 
contentae sunt classes aeque multae. 

Dem. Pertineant genera O et II ad eundem ordinem , constet G ex « 
classibus K. K'. A' ...A'" -1 , sitque L classis a\iqua e genere //. Investige- 
tur per art. praec. classis proprie primitiva M eiusdem determinantis, ex cuius 
compositione cum K prodeat L designenturque classes quae oriuntur ex com- 
positione classis M cum K'. K"..:K n ~ 1 resp. per L. L’ ...IS’ 1 lunc ex 
obs. ultima art. 219 sequitur. omnes classes L. L'. L esse diversas, et 

per art.21S omnes pertinebunt ud genus idem, i. c. nd gonus II . Denique per- 
spicietur facile, II alias classes praeter lias continere nou posse, quum quaevis 
classis geperis II tamquam composita considerari possit ex M et alia classe eius- 
dem determinantisiquae necessario semper erit e genere G. Quocirca II perinde 
ut G continet n classes diversas. Q. E. D 

V »* 
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Comparantur multitudines classium in singulis generibus ordinum diversorum contentorum. • 

253 . 

Theorema praecedens supponit ordinis identitatem neque ad ordines diversos 
est extendendum. Ita t.g. pro determinante — 171 dantur .20 classes positivae, 
quae reducuntur ad quatuor ordines: in ordine proprie primitivo duo continentur 
genera,' utrumque sex clasies complectitur; in ordine impr. primitivo duo genera 
quatuor classes possident , singula binas ; in ordine derivato ex O. proprie prim. 
det. — 19 unicum est genus tres classes complectens; denique O. derivatus ex 
impr. prim. det. — 19 unicum genus habet ex una -classe constans; perinde se 
habent classes negativae. Operae itaque pretium est, in principium generale in- 
quirere, a quo nexus inter multitudines classium in diversis ordinibus pendeat. 
Supponamus , K, L esse duas classes ex eodem ordine (positivo) O determinan- 
tis . D. atque M classem proprie primitivam eiusdem det. , ?x cuius compositione 
cum K oriatur L, qualis per art. 251 semper potest assignari, lam in quibus- 
dam casibus fieri potest, ut M sit unica classis pr. primitiva, quae cum K com- 
posita producat L ; in 'aliis plurcs classes diversae pr. primitivae exstare possunt 
hac proprietate praeditae. Supponamus generaliter, dari r huiustnodi classes pr. 
primitivas, M, M\ M ". . . M r ~ quae singulae cum K compositae producant 
eandem classem Ii, designemusque illarum complexum jcr W. Porro sit L' alia 
classis ordinis O (a classe L diversa) , atque N' classis pr. prim. det. D . quae 
cum L composita efficiat IJ, designeturque complexus classium N'+M\ 

A 7 '-f- M" ... N'-\-M r ~ *• (quae omnes erunt proprie primitivae et inter se diversae) 
j>er W. Tu;ic perspicietut facile, K cum classe quacunque ex W' compositam 
producere IJ, unde concluditur, W et W' nullam classem communem habere; 
praeterea nullo negotio comprobatur, nullam classem pr. primitivam in complexu 
W' non contentam dari, quae cum K composita producat ipsam U. Eodem 
modo patet, ai L" sit alia classis ordinis O a classibus L, L' diversa, dari r 
formas pr. primitivas tum inter se tum a formis W, W diversas,’ quae singulae 
cum K conquisitae ipsam IJ’ producant * et perinde res se habebit pro omnibus 
reliquis classibus ordinis O. Quoniam vero quaevis classis pr. prim. (positiva) 
determinantis D cum K composita classem ordinis O producit, facile. hmc col- 
ligitur, si multitudo omnium classium ordinis O sit «, multitudinem- omnium 
classium proprie primitivarum (positivarum) eiusdem determinantis fore rn. Ila- 
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bemus itaque regulam generalem: Denotantibus K, L classes quascunque ordinis 
O , atque r multitudinem classium proprie primitivarum diversarum eiusdem de- 
terminantis, quae singulae cum K compositae ipsam L producunt, multitudo 
omnium classium in ordine proprie primitivo (positivo) r vicibus maior erit quam 
multitudo classium ordinis O. 

Quum classes K, L in ordine O omnino ad libitum assumi possint, etiam 
classes identicas accipere licebit, et quidem c re erit ea classe uti. iu qua conti- 
netur forma huius ordinis simplicissima. Quam itaque pro K et L assumendo, 
res eo reducta est, ut onmes classes proprie primitivae assignentur, quae cum K 
compositae ipsam K reproducant. Huc via sternitur, per sequens 

254. • 

Theorema. Si F = (A, B, 'C ) est forma simplicissima ordinis O determi- 
nantis D, atque f — (a, b, c) forma proprie primitiva eiusdem determinantis: per 
hanc formam f repraesentari poterit numerus A A, si F oritur per compositionem 
formarum f, F; et vice versa F ex se ipsa atque f composita erit , si A A per f 
repraesentari potest. 

Dem. I. Si F in productum fF transit per Substitutionem p, p. p", p"\ 
q, q. q", q‘“; ex art. 235 habemus 

A { a qq — 2 bq q"-\~ cqq ) = A 3 , unde A A — a q"q — Ibq q“-\- cqq. Q. E. P. 

' -I 

11. Si supponitur, A A per f repraesentari posse, designentur valores indeter- 
minatarum per quos hoc efficitur per q". — q, sive sit .4.4 = aqq — Ibqq -\-cqq. 
ponaturque 

qa — q(b-j-B) — Ap, — qC — Ap', q"(b — B) — qc = Ap" 

— qC — Ap m , qa — q (b — B) — Aq', q [b -)- B) — qc — Aq'" 

Quo facto, facile confirmatur, F transire in productum fF per substitutionem 
p, p', p" , p"; q, q , q ", q". atque adeo ex f et F compositam esse, si modo omnes 
numeri p, p' etc. sint integri, lam per descriptionem formae simplicissimae. B 
est vel 0 vel f A , *adcoquc — integer; indidem patet, - semper esse integrum. 
Hinc q' — p, p, q"’ — p", p" erunt integri , superestque adeo tantummodo, ut pro- 
betur p et p” esse integTos. Fit autem 
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» ■'* 

, -pql> _ *«C «... tp"n"B «vt . 

PP+’*a = a — ~A' PP + —J- = C — ~A~ * 

quamobrein si R — 0, fit 

oqC mu oVT 

/V' = a — '-y, pp = r — 

et proin p. p" integri; sivero fit 

pp+p<i = 4r’ pY+pY — c — Hr 

unde aeque facile concluditur, p et p" in hoc quoque casu esse integros. Ex his 
colligitur, F ex / et F esse compositam. Q. E. S. 


Problema itaque eo reductum est, ut omnes classes proprie primitivas deter- 
minantis D assignare oporteat, per quarum formas repraesentari potest A A. 
Manifesto A A repraesentari potest per quamvis formam, cuius terminus primus 
est vel A A vel quadratum partis aliquotae ipsius A ; vice versa autem , si A A 
repraesentari potest per formam /, • tribuendo ipsius indeterminatis valorcs a e, 
ye. quorum divisor communis maximus e, forma f per substitutionem a, 6; y, £ 
transibit in formam, cuius terminus primus for niiiqne. haec proprie aequi valebit 
formae f, si 6, 2 ita accipiuntur ut fiat a i — Cy = 1; unde patet, in quavis 
classe, per cuius formas repraesentari possit A A , inveniri formas , quarum ter- 
minus primus sit A A vel quadratum partis aliquotae ipsius A. lies itaque iii 
eo versatur, ut omnes classes proprie primitivae det. D. eruantur, in quibus huius- 
modi formae occurrant, quod obtinetur sequenti modo: Sint a, d, d' etc. omnes 
divisores (positivi) ipsius A; investigentur omnes valores expr. yfDfmod.aa inter 
0 et a a — t incl. siti, qui sint b. V, b" etc. stntnaturque 

bb — D = aac, 67/ — l) — a ac. b"b" — 1) = a ac' etc. 

complexus formarum [aa,b, c), {a a, b', c) etc. designetur per l\ Tunc facile 
perspicitur, in Quavis classe det. D. in qua occurrat forma, cuius terminus primus 
aa, etiam aliquam formam ex V contentam esse debere. Simili, modo eruantur 
omnes formae det. D, quarum terminus primus ad, medius inter 0 et da ' — 1 
incl. situs, designeturque ipsarum complexus per V; eademque ratione sit V" 
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complexus similium formarum quarum terminus primus <i' a etc. Eiiciantur ex 
T. V’, V etc. omnes formae, quae non sunt proprie |>rimitivae . reducantur reli- 
quae in classes, et, si forte plures adsint ad eandem classem pertinentes, in sin- 
gulis classibus una tantum retinentur. Hoe modo omnes classe» quaesitae habe- 
buntur, eritque harum multitudo ad unitatem, ut multitudo omnium classium 
proprie primitivarum (positivarum) ad multitudinem classium in ordine O. 

Ex. Sit D — — 531, atque O ordo positivus derivatus ex ordine improprie 
primitivo det. — 59, in quo forma simplicissima (6, 3-, 90) sive A = 6. Hic 
o, a', a", a” erunt 1,2, 3, 6; V continebit formam (t, 0,531); V’ has (4,1,1*33), 
(4,3,135); V" has (9. 0, 59),- (9, 3, 60), (9,6,63); denique V" has (36,3,15). 
(36,9,17), (36,15,21), (36,21,27), (36,27,35), (36-, 33, 45); sed ex> his duodecim 
formis sex sunt reiiciendae, puta ex V" secunda et tertia, ex V" prima, tertia, 
quarta et sexta, quae omnes sunt formae derivatae; sex reliquae omnes ad classes 
diversas pertinere inveniuntur. Revera multitu,do classium proprie primitivarum 
(positivarum) det. — 531 est 19, multitudoque classium impr. primitivarum (pos.) 
det. — 59 (sive multitudo classium det. — 531 ex his derivatarum) 3, adeoque illa 
ad hani' ut 6 ad 1 . 


256. 

Solutio haec per observationes sequentes generales’adhuc magis illustrabitur. 

I. Si ordo O est derivatus ex- ordine proprie primitivo, metietur A A ipsum 
I); si vero O est impr. primitivus vel ex impr. prim. derivatus, erit A par. I) 
per 1-1.1 divisibilis et quotiens =l(mod,4). Hinc quadratum cuiusvis divisoris 
ipsius .4 'metietur vel ipsum D. vel saltem ipsum 4 D, et in casu posteriori 
quotiens seni per erit = 1 (modi 4). 

II. Si a a ipsum E) metitur <. omnes valores expr. \jl) (inod. adj , qui qui- 
dem inter 0 et aa — 1 iacent, erunt 0, a, 2a...aa — a, adeoque a multitudo 
fortnarnm in I’: sed inter has tot tantummodo erunt proprie primitivae, quot 
numerorum • 

®_r, - _4 ... a — 1)* 

aa aa aa aa 
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cum a divisorem communem non habeat. Quando a = 1 , V ex unica forma 
constabit, (1,0, — 1) . quae sempcr erit proprie primitiva. Quando a est 2 vel 
potestas quaccunque ipsius 2-, seinis»is illorum a numerorum par erunt, scmissis 
impar; quare in I' aderunt formae proprie primitivae. Quando a est alius 
numerus primus p vel potestas numeri primi p . tres casus sunt distinguendi: 
scilicet, omnes illi a numeri ad a primi erunt, adeoque omnes formae in T’ pr. 
primitivae , si ^ per p non est divisibilis siinulque non residuum quadraticum 
ipsius p\ si vero p ipsum ^ metitur, in V erunt — formae pr. primitivae; 
denique si ^ est res. quadr. ipsius p per p non divisibile, in V erunt 
formae pr. primitivae, llaec omnia nullo negotio demonstrantur. Generaliter 
autem posito a — 2 ' , p r :q , -i * designantibus p , q, r ctc. numeros primos impares 
diversos, multitudo formarum pr. primitivarum in V erit NPQli . . . , ubi statui 
debet 

N = l (si v = 0) vel N — 2 V_1 (si v>0; 

P = p~ (si ^ est non-residuum quadr. ipsius p) vel 
b 


aa 
n T— I 


(si - per p est divisibilis) vel 
b 


P= (p-l)p« 

P — ( p — 2) p r ~' (si ~ est ros. qu. ipsius p per p non divisibile 
Q. R etc. autem eodem modo ex q, r etc. sunt definiendi ut P ex p. 


111. Si aa ipsum ’D non metitur, erit “ integeret = l(inod.4 ; . valo- 
resque expr. \JD (mod. a a) hi }a. }a, ja...aa — } a , unde multitudo formarum 
in T' erit a, tot autem inter ipsas erunt proprie primitivae quot ex numeris 


a £ a~i> 


: — I • 


«-.-v,- • • £-(«-+)’ 


ad a sunt primi. Quoties ^=l(mod. 8), omn.es hi numeri erunt pares, adeo- 
que in V nulla forma pr. primitiva; quando autem ^=5 (mod. 8), omnes illi 
numeri erunt impares , adeoque omnes formae in V pr. primitivae, si a est 2 
vel potestas ipsius 2 , generaliter autem in hoc casu tot formae pr. primitivae in 
T' erunt, quot illorum numerorum per nullum divisorem primum imparem ipsius 
<i sunt divisibiles. Multitudo haec erit NPQR..., si a = 2' , p r 'q'r f ..., ubi sta- 
tuere oportet N — 2\ ipsos P, Q. R etc. autem eodem modo ex p. q. r etc. de- 
rivare ut in casu praecedente. 
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IV. lloc itaque modo multitudines formarum j>r. |iriiuitivarum in V, V", V 
etc. definiri possunt; pro aggregato omnium harum multitudinum haud difficulter 
eruitur sequens regula generalis; Si .1 . 2 v Sl’*© 6 <E T . . designantibus 31, 50, 6 

etc. numeros primos impares diversos, multitudo totalis omnium formarum pr. 
primitivarum in V, V, V etc. erit == ’ ■ ubi statui debet 

'n = 1 (si 2 j = 1 . mod. 8) , vel 
it = 2 (si 22 integer', vel 
n = 3 (si = 5 , mod. 8) ; porro 
n — 31 (si 31 ipsum — metitur) , vel 

4 = 31 + 1 (si 31 ipsum ^ non metitur, accipiendo signum superius 
vel ipferius prout ~ est non-residuum vel res. qu. ipsius' 31) 

denique b, c etc. eodem modo«cx SB, Q derivari ut a ex 31. Demonstrationem 
fusius hic explicare , brevitas non permittit. 

' V. latn quod attinet ad multitudinem classium , quas suppeditant formae 
pr. primitivae in V, V, V” etc., tres casus sequentes sunt distinguendi. 

Pr&o, quando D est numerus negativus, singulae formae pr. primitivae 
in V, V' etc. 'constituent classem |>eculiarem, sive multitudo ipsa classium quae- 
sitarum exprimetur per formulam in observ. praec. traditam , duobus casibus ex- 
ceptis , scilicet ubi ^ vel = — 4 vel = — 3 , sive ubi D vel = — A A vel 
= — l A A. Ad demonstrationem huius theorematis manifesto ostendi tantum- 
modo debet, fieri non posse, ut duae formae diversae ex V, V, V" etc. sint 
proprie aequivalentes. Supponamus itaque, (hh. i, k), (h'h\ »', k') esse duas for- 
mas diversas pr. primitivas ex V, V'. V etc. ad eandem classem pertinentes, 
transeatque prior in posteriorem per substitutionem propriam a. 6, y, 8; unde 
habebuntur aequationes 

aii — fSy = 1, hhna-\-2iay-\- ky y ■= KK . A/ia6-|-i(a£-|-6y)-(-/ry£ = »' 

Hinc facile concluditur, primo y certo non esse =0 (unde sequeretur, esse 
a — Hh I, hh — h'h', i' — i (mod. Ah) adeoque formas propositas identicas, contra 

36 


A 
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hyp.).; secundo, y divisibilem esse per divisorem maximum communem numero- 
rum A, A'; (ponendo enim hunc divisorem hic manifesto etiam metie- 

tur ipsos 2», 2»', ad k vero erit primus; praeterea rr metiatur, ipsum 
hhk — A' A' A' ii — i' i'; unde facile deducitur, r etiam metiri ipspm i — i'; ha- 
betur autem ai ' — fi A' A' = ai-\-yk, unde y k et proin etiam y divisibilis erit 

per r); tertio, esse (ahh-^ytj 1 — Dyy — hhh'K. Ponendoitaquc aAA-f-yC — rp. 

* ^ ' A A h 'h‘ 

yz=zrq. p et q erunt integri quorum posterior non ^ 0, atque pp — Dqq = - 

***A erit numerus minimus per A A et A'A' simul divisibilis adeoqne ipsum 
.4.4 et proin etiam ipsum 4 D metietur, quare erit integer. (negativus), 

quem statuendo = — e, erit pp — Dqqr =: — sive 4 = ?■ in qua 

aequatione pars tamquam quadratum ipso 4 minus necessario erit vel 0 

vel t. In casu priori erit eqq = 4, et D == — unde sequitur, esse 
quadratum* signo negativo affectum adeoque certo non = 1 fmod. 4), neque adeo 
O ordinem improprie primitivum neque ex improprie primitivo derivatum. Hinc 
erit integer, unde facile deducitur, e per .4 esse divisibilem, qq = 1 . 
D = — (^-)* atque etiam ^ integrum. Hinc necessario erit 1) = — A A sive 
— 1 . quae est exceptio prima. In casu posteriori erit eqq — 3, unde' 
e = 3 et 4 D — — 3(— ) , hinc 3(“)* e jit integer, qui, quoniam perquadra- 
tum integrum (^)* multiplicatus producit 3, non poterit esse alius quam 3; 
hinc 4 D — — ‘i A A sive D— — lAA, quae est exceptio secunda. In omni- 
bus igitur reliquis casibus omnes formae pr. primitivae in V, V', V' etc. ad 

classes diversas pertinebunt. Pro casibus exceptis ea , quae ex disquisitione 

haud difficili sed hic brevitatis caussa supprimenda resultaverunt, apposuisse suf- 
ficiat. Scilicet in priori, ex formis pr. primitivis in P, V, V" etc. binae semper 
ad eandem classem pertinebunt, in posteriori ternae, ita ut multitudo omnium 
classium quaesitarum in illo casu fiat semissis , in hoc triens valoris expressionis 
in obs. praec. traditae. 

Secundo quando D est numerus positivus quadratus: singulae formae pr. 
primitivae in P, V, V etc. sine exceptione classem peculiarem constituunt. 
Supponamus enim. (AA, i, k), ( A'A', t", k) esse duas tales formas diversas proprie 
aequivalentes . transeatque prior in posteriorem per substitutionem propriam 
a. d, y, 8. Tum patet, omnia ratiocinia pro casu praec. adhibita, in quibus non 
supponatur D esse negativum, etiam hic valere. • Designantibus itaque p, q. r 
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idem ut illic, etiam hic erit integer, at nou amplius negativus sed positivus 

insuperque quadratus. quo posito- = gg, erit — 9 9 <1*1 = 4, Q. E. .4., quia 

differentia duorum quadratorum nequit esse -4, nisi quadratum minus fuerit 0; 
qu»mobrem suppositio consistere nequit, 

Pro. casu "tertio autem, ubi D est numerus positivus non quadratus, re- 
gulam generalem pro comparanda multitudine formarum pr. primitivarum in 
F. F', 'F".ctc. cum multitudine classium diversarum inde resultantium hucusque 
non habemus. Id quidem asserere possumus, hanc vel illi aequalem vel i|>sius 
partem aliquotam esse; quin etiam nexum singularem inter quotientem horum 
numerorum et valores minimos ipsorum t, u aequationi tt — Duu = A A satis- 
facientes deteximus, quem hic explicare nimis prolixum foret; an vero possibile 
sit, illum quotientem in omnibus casibus ex sola inspectione numerorum T), A 
cognoscere (ut in casibus praecc.) , de hac re nihil certi pronunciare possumus. 
Ecce quaedam exempla , quorjun numerum quisque facile augere poterit. Pro 
-D — 1 , ,-1=2, multitudo formarum pr. prim. in F etc. est 3 , quae omnes 
• sunt aequivalentes sive unicam classem efficiunt; pro D = 37, A — 2, etiam 
tres formae pr. prim. in Fete, habentur, quae ad tres classes diversas pertinent; 

, pro D — 5SS, ,4 = 7, habentur octo formae pr. prim. in F etc. quae efficiunt 
quatuor classes, pro D = S67, A — 17 in F etc. sunt 18 formae pr. primitivae, 
totidem pro D — 1445, A = 17, sed quae pro illo determinante in duas classes 
discedunt, pro hoc in sex. 

VI. Ex applicatione huius theoriae generalis ad eum casum , ubi O est 
ordo improprie primitivus, colligitur, multitudinem classium in hoc ordine con- • 
tentarum fore ad multitudinem omnium classium in ordine proprie primitivo, ut 
I ad multitudinem classium proprie primitivarum diversarum, quas hae tres formae 
i l, 0, — D , (4, I, ~-' n ), (4, 3, efficiunt. • Et quidem hinc resultabit unica 
classis, quando D= 1 (mod. 8). quia in hoc casu forma secunda et tertia sunt 
improprie primitivae; quando vero Z) = 5 mod. S , illae tres formae omnes erunt 
proprie primitivae totidemque classes diversas producent, si D est negativus, unico 
casu excepto, ubi D — — 3, in quo unicam classem constituunt; denique casus 
ubi D est positivus (formae S»-|-5) ad eos pertinet, pro quibus regula generalis 
hactenus desideratur. Id tamen asserere possumus, illas tres formas in hoc casu 
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vel ad tres classes diversas pertinere vel ad unicam, numquam ad duas; facile 
enim perspicitur, si formae (t, 0. — D ) , l. I. 3, 5 - 1 ') resp. perti- 

neant ad classes K. A", A'", fore K-\-K —K'. K'-\- K' — A'", adeoque, si A' 
et K’ identicae esse supponantur, etiam A" et K“ identicas fore; simili ratione 
si K et K" supponuntur e^e identicae, etiam K’ ct K" erunt; denique quum 
sit K'-\-K" = K, ex suppositione, K' et K" identicas esse, sequitur, etiam 
K et K" coincidere; unde colligitur, vel omnes tres classes K, K', K" esse di- 
versas, vel omnes tres identicas. E. g. infra 600 dantur 75 numeri formae 
8»-)- 5, inter quos sunt 16 determinantes pro quibus casus prior locum habet 
sive multitudo classium iu ordine. pr. primitivo ter maior est quam in impr. primi- 
tivo. puta 37, 101,141, 189, 197,269,325,333, 349, 373, 381, 389, 405, 485, 557, 
573; pro 59 reliquis casus posterior valet, sive multitudo classium in utroque 
ordine est aequalis. 

VII. Vix opus erit, observare, per disquisitionem praecedentem non so- 
lum multitudines classium in ordinibus diversis eiusdem determinantis comparari 
posse, sed illam etiam ad quosvis determinantes diversos qui rationem quadrato-* 
rura inter se teneant esse applicabilein. Scilicet designante O ordinem quein- 
cunque det. dmm , O' ordinem det. dmm', O comparari poterit cum ordine pro- 
prie primitivo det. dmm , atque hic cum ordine derivato ex ordine pr. prini, det. 

</, sive, quod respectu multitudinis classium eodem redit, cum hoc ordine ipso; 
et cum eodem prorsus simili ratione comparari poterit ordo O' . \ \ 



lh muUUudinr classium anripitum. 

257. 

Inter omnes classes in ordine dato determinantis dati imprimis classes an- 
cipites disquisitionem uberiorem -postulant, determinatioque multitudinis harum 
classium ad multa alia viam nobis aperiet. Sufficit autem, hanc multitudinem in 
solo ordine pr. primitivo assignare, quum casus reliqui ad hunc facile reduci pos- 
sint. IIoc negotium ita absolvemus, ut primo omnes formas ancipitcs pr. primi- 
tivas (/1. B. C) determinantis propositi D, in quibus vel li = U vel B = j A, 
eruere, tunc ex harum multitudine multitudinem omnium classium ancipitum 
pr. primitivarum det. D invenire doceamus. 
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I. Omnes formae pr. primitivae (A, 0. C) determinantis D manifesto in-' 
veniuntur, accipiendo pro .1 singulos divisores ipsius D ( tum positive tum ne- 
gative) pro quibus C — — ~ fit primus ad A. Quando itaque I) = 1 .■ duae 
huiusmodi formae dantur (1, 0, — I),.- ( — 1.0, l); totidem quando I) — — 1, 
puta (1, 0, I), ( — I, 0, — l); quando D est numerus primus aut numeri 
primi potestas (sive signo positivo sive negativo), quatuor dabuntur (I. 0, — D), 

( — 1, 0, D), ( D , 0, — 1), ( — D, 0, I). Generaliter autem, quando D per n 
numeros primos diversos est divisibilis (inter quos hoc loco etiam 2 in compu- 
tum' ingredi debet); dabuntur omnino 2" + ’ huiusmodi formae; scilicet posito 
D = + PQR..., designantibus P, Q, li etc. numeros primos diversos aut nu- 
merorum primorum diversorum potestates, quorum multitudo = », valores ipsius 
A erunt i, P, Q, li etc. atque producta ex quoteunque horum numerorum; 
horuin valorum multitudo fit per theoriam combiuationum 2“, sed duplicanda 
est, quoniam singulis valoribus tum signum positivum tum negativum tribuere 
oportet. 

II. Simili modo |>atet. omnes formas pr. primitivas (2 B, B. C ) determi- 
nantis I) obtineri, si pro B accipiantur omnes divisores ipsius I) 'positivo 
et negative), pro quibus C = | (B — ^ ) fit integer et ad 2 B primus. Quum 
itaque C necessario debeat esse impar, adeoque CC = 1 (mod. 8), ex 
D = BB — iB C = (B — C)’ — CC sequitur, D esse vel =3(mod. 4', quando 

j impar, vel =0 mod. 8), quando B par; quoties itaque D alicui numerorum 
1 , 2, -1,5, 6 sec. mod. 8 est congruus, nullae huiusmodi formae dabuntur. Quando 
T) = 3 (mod. l), C fit integer et impars quicunque divisor ipsius 1) pro B acci- 
piatur; nevero C divisorem comm. cum 2 B habeat, B ita accipi debebit, ut ^ ad 
i? fiat primus; hinc pro D— — I duae formae habentur (2.1.1), ( — 2, — t. — l). 
generaliterque facile perspicitur, si multitudo omnium numerorum primorum ipsum 
D metientium sit n, omnino emergere 2" +l formas Quando D per 8 est divi- 

sibilis. C fit integer, accipiendo pro B divisorem qucmcunque parem ipsius } D, 
conditioni alteri autem , ut C — } B — ad 2 B sit primus , satisfit /trimo, ac- 
cipiendo' pro B omnes divisores impariter pares ipsius D , pro quibus „ cum B 
divisorem communem non habet, quorum multitudo (habita ratione diversitatis 
signorum) erit 2 n + 1 , si D per n numeros primos impares diversos divisibilis 
esse supponitur; secundo, accipiendo pro B omnes divisores pariter pares ipsius 
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\D , pro quibus ^ fit primus ad B, quorum multitudo quoque erit 2" + l , ita 
ut i» hoc casu omnino habeantur 2" + ’ huiusmodi formae. Scilicet ponendo 
D =■+ 2 ^PQR..., designante ji exponentem maiorem quam 2; P, Q. R nu- 
meros primos impares diversos aut talium numerorum primorum potestates quo- 
rum multitudo n : tum pro J B . tum pro -g accipi possunt valores i, P, Q. R 
etc. productaque ex quotcunque horum numerorum, signo et positivo et ne- 
gativo. , . ' 

a 

Ex his omnibus colligitur, si D per n numeros primos impares diversos 
divisibilis supponatur (statuendo n = 0. quando D = + 1 aut + 2 aut potestas 
binarii), multitudinem omnium formarum pr. primitivarum ( A , B, C), in quibus 
B vel U vel j A , fore 2" + ’ quando D aut =1 aut = 5 (mod. 8); 2" +I quando 
D = 2. 3, 4, 6 aut 7 (mod. 8); denique 2""*" 1 quando D = 0 (mod. 8). Quam 
comparando cum iis quae in art. 231 pro multitudine omnium characterum possi- 
bilium formarum primitivarum det. D tradidimus, observamus, illam in omnibus 
casibus praecise esse duplo hac maiorem. Ceterum manifestum est . quando D 
sit negativus, inter illas formas totidem positivas affore quot negativas. 

25S. 

Omnes formae in art. praec. erutae manifesto pertinent ad classes ancipites, 
et vice versa in quavis classe ancipite pr. primitiva det. D saltem una illarum for- 
marum contenta esse debet; in tali enim classe certo adsunt formae ancipites et 
cuivis formae ancipiti pr. primitivae (a, b, c) det. D aliqua formarum art. praec. 
aequivalet , scilicet vel « 

(«, <>, — vel («. ia— f) 

prout b vel =0 vel = ia (mod. a). Problema itaque eo reductum est. ut quot 
classes diversas illae formae constituant, investigemus. 

Si forma (a, 0, c ) est inter formas art. praec;, forma (c, 0. a) inter easdem 
occurret et ab illa semper erit diversa , unico casu excepto , ubi a — c — -f- 1 
adeoque D = — 1 , quem aliquantisper seponemus. Quoniam vero hae formae 
manifesto ad eandem classem pertinent, sufficit unam retinere, et quidem refi- 
ciemus eam, cuius terminus primus est maior’ quam tertius; eum casum, ubi 
u = — c — + 1 sive D — l quoque seponemus. Hoc modo omnes formas 
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{A, 0, C) ad semissem reducere possumus, retinendo e binis semper unam; et in 
omnibus remanentibus erit A <Z\/-\-D. 

Simili modo si inter formas art. praec. occurrit forma 24. 4, c), inter eas- 
dem rejterietur 

e 2 4, 2c — 4, c) = ( — y, — j-, e) 

quae illi proprie aequivalens et ab ipsa diversa erit , unico quem seponimus casu 
excepto, ubi c — 4 — 1 sive D — — 1 . Ex his duabus formis eam retinere 

sufficit , cuius terminus primus est minor quam terminus primus alterius (magni- 
tudine aequales, signis diversi in hoc casu esse nequeunt); unde patet, etiam 
omnes formas (2 B, B, C) ad semissem reduci posse, e binis unam semper cii- 
ciendo; et in remanentibus esse B <C § sive B <j\J -)r D . Hoc modo ex omni- 
bus formis art. praec. semissis tantum remanet, quarum complexum per W de- 
signabimus , nihilque superest , nisi ut ostendamus , quot classes diversae ex his 
formis oriantur. Ceterum manifestum est, in eo casu ubi D sit negativus, toti- 
dem formas positivas in \V affore quot negativas. 

I. Quando D est negativus, singulae formae in IV pertinebunt ad classes 
divursas. Nam omnes formae [A, 0, C) erunt reductae; similiter omnes formae 
(22?, B, C) reductae erunt; praeter eas in quibus C< 2 21; in tali vero forma 
erit 2C< 22?-J- C; unde (quoniam 2?<^ i.e. B<^lC — B , adeoque 2Z?<2C, 
sive 2?<C), 2 C — 22?<C et C — B < j C et proin (C, C — B. C ), quae 
manifesto illi aequivalet, forma reducta, Hoc modo totidem formae reductae 
habentur, quot formae habentur in W, et quum facile perspiciatur, inter illas 
neque identicas neque oppositas occurrere posse, (unico casu excepto, ubi 
C — B = 0, in quo erit B = C = + 1 , adeoque D — — 1 , quem iam sepo- 
suimus): omnes ad classes diversas pertinebunt. Hinc colligitur, multitudinem 
omnium classium ancipitum pr. primitivarum det. D multitudini formarum in 
IV seu semissi multitudinis formarum art. praec. aequalem esse; in casu ex- 
cepto autem D — — 1 per compensationem idem evenit, scilicet duae classes 
halientur. ad quarum alteram pertinent formae (1,0, I), (2, 1, 1), ad alteram hae 
( — 1, 0, — 4 ), ( — 2, — 1, — 1). Generaliter itaque pro determinante negativo 
multitudo omnium classium ancipitum pr. prim. aequalis est multitudini omnium 
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tf ^ 

characterum assignabilium fermarum primitivarum huius determinantis; multi- 
tudo classium ancipitum pr. prim. positivarum autem semissis erit. 

1 #• * #♦** « 

I I . Quando I) est positivus quadratus == h h , haud difficile demonstratur, 
singulas formas in W ad classes diversas pertinert ; sed pro hoc casu ad proble- 
matis solutionem adhuc brevius sequenti mqdo pervenire possumus. Quum per 
art. 210 in quavis classe ancipite pr. prim. det. hh. neque in ulla alia , continea- 
tur fortna reducta una (a, h, 0) , in qua a est valor expr. y I (mod. 2 A) inttSf 0 et 
2 h — 1 incl. situs: perspicuum est, totidem classes ancipites pr. prim. hh 
dari . quot valores expressio illa habeat. , Ex art. 105 autem nullo negotio dedu- 
citur. multitudinem horum valorum esse 2" vel 2" + l vel 2” rI , protft h sit 
impar vel impariter par vel pariter par, si vo prout D = 1 vel fp 4 vel = 0 (mod. 8). 
designante n multitudinem divisorum primorum imparium ipifius h sive ipsius D. 
Hinc colligitur, multitudinem classium aucipitura pr. prim. seinper esse semissem 
multitudinis omnium formarum in art. praec. erutarum, sive multitudini formarum 
in W vel omnium characterum possibilium aequalem. 

III. Quando D est positivus non-quadratus , ex -singulis formis (A, B, C) 
in W contentis alias deducamus (A, B', C'), accipiendo 2T:=.B (mod. A) et ijjter 
limites \ D et \JD ^ A fubi signum superius vel iuferius adhibendum, prout A 
est pos. vel neg.) atque C ' ; designem usque harum complexum per W. 
Manifesto hae formae erunt proprie primitivae ancipites det. D , atque omnes 
inter se diversae: praeterea vero onines erunt formae reductae. Quando enim 
A <( V-D, B' manifesto erit <( atque positivus; praeterea B’ > s/D ip A 
adeoque A > yi) — B' ct proin .4, positive acceptus, certo inter \jD-\-B' et 
\D — B' situs. Quando vero A > \i[) , non poterit esse B = 0 (quippe quas 
formas eiecimus) , sed erit necessario B = 4 A ; hinc B' magnitudine ipsi { A 
aequalis, signo positivus (quoniam enim A<^2\D, + ±A iacebit inter limites 
ipsi B’ assignatos, ipsique B sec. mod. A erit congruus;* quare B' — H~ j -A), 
proin B' <( \!I ) , unde 2 B' < y ' D -j- B' sive A <( yi> -f- B'. quamobrem + A 
necessario inter limites \jD -f- B' et y D — B' iacebit. Denique If r ' omnes for- 
mas reductas pr. prim. ancipites flet. 1) continebit; si enim (a, b, c) est huiusmodi 
forma, erit vel 6 = 0, vel b = j a (mod. a). Iu casu priori manifesto non poterit 
esse b <^a neque adeo a O \jD , quapropter forma (a, 0, — certo contenta 
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erit in W ,»e«Bn's[fciulons (a* b, cl in IV’;- in jionteribri certo erit a <; i\JD. 
adeoquc J(a,^ a, j a ) in M' conlentfV, atque respondens {n.b.e“\ in W”. 
Ut his colligitur . multitudinem lormnrum in W aequalem esse multitudini 
<W° ninm formarum reductarum aiidjpitiufi pr. prim. det. D; quoniam vero in sin- 


guli.>»elassibus anoipijtibiijfifiwar formae reductae ancipites continentur nrtt. t*7. 

1 5M) , multitudo omnium clnssium :in< ipitum pr. prim. ddl. D critsemissis multi- 
tudinis fornuirum in IV, sive Remissis multitudinis omnium Hmractemm nssignn- 
trilinm. ’> . 

••jr ye , • v- • • ’• i. • .« . «. 

* 

Multitudo classium ancipfftim improprie primitivarum deteriqinantis dati D 
multitudini [>ro|trie primitivarum eiusdem det.semper est aequalis. Sit K classis 
principalis, atque K\ K ’ etc.’ reliquae classes anci])ites pr. primitivae huius de- 
terminantis; L aliqua classis anceps improprie primitiva eiusdem det>.‘ e.--g. ea 
in qua «£t fbrma (2, 1 , 4 — HJ)}- Prodibit itaque“ex compositione classis L ojim K 
classis L ip&i ; e» compositione classis h Cum K\ K" etc. provenire suppona- 
mus classes JJ’ L" -etc. resp. , quae manifesto ortfnes ad eundem determinantem 
D pertinebunt, atque improprie primitivae et ftneipites erunt. - Patet itaque, • 
theorema demonstratum fore,' simulae probatum fuerit, omnes classes -L, U: L" 
etc. esse diversas, aliasque apeipites impr. prim. dot. D praeter fllfts- non dari. 
Ad hunc finem sequentes casus distinguimus: 


1. Quando multitudo classium impr. primitivarum multitudini pr. primiti- 
varum aeqitali» e.st , -quaevis- illnrum oritur ex compositione classis I, cum classe 
• • / " 
determinata proprie primitiva, unde necessario omnes L. L'. L " etc. erunt diver-' 

sae. Designante autem ? classcrrt quamcunque ancipitem impr. prim. det. D, 
dabitur' classis proprie primitiva fi talis ut sit- ,*?-)- /> — 'iP: si classi fi opposita 
est classis W. erit ; etiam f quoniam classes fj, ;V tibi ipsae oppositae sunt) 
fi’-)-/,/ =s unde-necessftrio fi tum fi'- identica erit.- ndepque. classis nncOps : 
hit»e fi re pe rictui inter classes K. K'. K" etc atque 9 interfias L. L', l? etc. 

•». ' • V’ « 

• II. Quaudo multitudo classium improprie primitivarum ter minor eat quam 
multitudo classium pr. primitivarum, sit H classis in qua est forma (4, 1, 

W' N en in qua est fbrma (4, 3. eruntque H. H' proprie primitivae et tum 

«' '37 
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inter se tum a classi' principali K div ersa^f at.p ie H+R =K. 'Ul II 
2 H' =-H; et si 9 est classis quaectinque improprie primitiva det D, quae oritur 
cx compositione classis L cum proprie primitiva t?, •eu-it etiam 9 = L + k-\-H 
et 9 = L-\- it H praeter tres classFs pr. prini, atque diversas k, k-^-FI. 
k + JI' aliae uon dabnntur, quae cnm . h cmnposi tueri pMmi 9 producant Quoniam 
igitur, si V est anceps atque Jf' ipsi H op|i»Ua, etiam 8, necessarie 

k' cum aliqua illarum trium classium identica erit. Si iT=Jl, erit it auceps, 
.si. k' ^ .M + J/, erit A' -« + .«' -- l St — // 2 ,M r II adeoque St+ fF 

anccpa; similiterque st & + //' orit k*\-H anceps v unde concluditur. • 

9" inter*classes L, L, L’ etc. necessario reperiri. Facile autem perspicitur, iu^r 
tires- classes .q, H, k H plurcs ancipi to*'*ssc non posse; si enim tum k 
tum $4-// ancipites essent sive ctun oppositis suis k\ resp. identiene. 

foret 8t+H = eadem conclusio resultat ex Appptftione, k et 

esse ancipites; denique si k -f- U „ It -Jj H' ancipites sive cum oppositis 
*’+//’. k'-\-H foenticae essent , fieiet J»-f- ir~^k'+H = * '+ 11 
unda 2.7/ s= 2/7', sive //'='//. Qnamobretu unica tantun^chtsMs anceps pr. 
prim. dabitur, (piae cum L composita ipsam 9 producit, adeoque Omnes 1j* L', K 
etc. erunt diversae. •• • , • . • ' - **. 

Multitudo classium ancipitum in ordine derivato manifesto aequalis est mul- 
titudini clasSium ancipitum Ln ordine primitivo, ex quo est derivatus, adeoque per 
praecedentia semper poterit assignari . ' 


• • . • t • > 

• . . 260. 

Problema. Classis proprie primitiva K determinantis D oritur ex duplica- 
tione classis proprie primitivae k eiusdem determinantis: quaeruntur omnes similes 
classes, ex quarum duplicatione classis K oritur. 

, Sol. Sit H clatois principalis det. D atque H\ H "i W" etc. .reliquae 
classes ancipites pr. primitivae eiusdem determinantis; classes quae ex harum 
compositione cum k oriuntur. k-\-H\ k-\-H” k-\~U"' designentur per k\ k ", k r 
etc. Tunc omnes . classes k, k'. k" etc. erunt pr. primitivae det. 1) et inter, se 
diversae; aeque facile perspicitur, ex singularum duplicatione oriri classem K. 
Denotante autem -ft classem quarpeunque-pr. prim. det D, quae duplicata pro- 
ducit classem K. necessario intee classes k. k', k" etc. contenta erit. Ponatur 
enim k = ita ut .£) sit classis pr. prim. det. D (art. 249). eritque 
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2 X' — (— 2 £' = 2& = /v = 2X. unde facile do n eluditur. i.£) toincidere cum classe 
principali, & esse ancipitem sive int f “■ <"H contentam. atque M mtci 
X. X'. X” etr.: <|uamobrem liao classes completam problematis selutionem exhibent 

m ' ^#1 

. JV * * * 

Ceterum manifestum est, in eo casu r ubi 7) sit negativus, e classibus 

f X\ X', X" etc. senfissem fore classes positivas, .sfirifissem negativas 

. Ouum igitur. quadis classis pr. prini#ej3et. D f , quae ex ullius classis- similis . 
duplicatione oriri ppte4, pianmo ex totidgm i lg^sipiu similium duplicatione pro- 
veniat, quotclass^s ancipites pr. # prim. tlet. D danitur: perspicuum est, si multi- 
tudo cunctarum classium pr. prini, det. D sit r, multitudo omnium Massium 
ancipituin pr..piim. huius det. n, multitudinem omnium classium pr. prim eius- 
dem det. qu%p ex duplicatione siiuilis. classis produci possint, fore- ~ Eadem 
formula restikat, si, pro det. negativo, characteres r. n multitudinem classium 
positivum n$ designant, ille omnium pr, prim., hic splarum ancipitum. Ita «.//. pro 
/>V fei multitudo omnium classium pr. prim. positivarum est 18, multittido 
ancipituin. '4* unde multitudo omnium classium, quae per duplicationem alicuius 
classi» oriri possunt, debebit esse 4, Et revera invenitur, omnes classes in genere 
principali contentas hac pro|>rietate esse praeditas.; scilicet classis principalis 
(1, 0, 161) oritur ex duplicatione quatuor classium ancipituin; -(2, 1» 81) ex du- 
plicatione classium (9, 1, 18), (9, j— 1, 18^, (11, 2,15), "(11, —2, 1-5); (9,'l,il8) 
ex dupl. classiimi (3,- 1,54), (6, I ,. 27), (9, — 2, '33), (40, 3, 0); denique 
(9, — 1, 18) ex duplicatione classium . (3-,' — 1, 54), (B, — 1 4 27), (5, 2, 33). 
(10, —3, 17).. ’ • ' . 


• Ctrl* semiesi ommtrm characterum pro de terminante ddto aseigtiabilinm 'ycnrra proprie primitiva 

. , „ (positiva pro det, nep.) respondere nequeunt. 

• : n • 261 • 

• ’ . ' N ’ 

Tukorema. Semisqi ommiL/n characterum assignati liiun pro determinante posi- 
tivo non-quadrato nulla genera, proprie primitiva respondere possunt; pro determinante 
negativo autem nulla genera proprie primitiva positiva* 

. • Dem. Sit m multitudo omnium generum proprie primitivorum (positivo- 
rum) determinantis D; X multitudo classium in singulis generibus contentarum, 
ita ut Xm sit multitudo omnium classium proprie primitivarum (positivarum )r. 
n multitudo omniun» characterum diversojifm pro hoc det. assignabilium. Tunc 
• • 37* 
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per ari. 2 ob multitudo omnium classium ancipitum ;positivar um) pr. primitivarum 
erit } w ; irini per nrt. praec. multitudo omnium cla-ssium pr. prim., quae ex dupli- 
catione similis classis oriri ^possunt, erit ~ Sed j»er art. 217 liae classes omnes 
pertinent ad genus principale, in quo continentur k classes; si itaqu e Dmntfs 
classe* generis principalis ex duplicatione alicuius classis provenire possunt quod 
roveru senjper locum luibere in sequentibus demonstrabitur), erit - »" =. k, sive<< 
m ? J-h; certo antem nequit esse > k nequKklco m )> J n . Qnoniam ita- 
que multitudo omnium generum pr. pdm. (jmsitivorumj cqfto non est maior quam 
somissis omnium characterum assignabilTum : ad minimuni horum semissi talia 
genera fespomlere nequeunt. Q: J5. D. j_ Ceterum probe notandum est^liinc 
nondum sequi, semissi omnium characterum ussignabilium revera respondere ge- 
nera pr. prim. (positiva), sed huius propositionis gravissimae verita^ intra demum 
e reconditissimis numerorum mysteriis enodari poterit. 

Unum pro determinante negativo totidem genera negativ»;«*:inper exstent 
quot positiva, manifesto ex omuibus ehuracteribus assignabilibus noh phtres quam 
somissis generibus pr. prim. negativis competere possunt, de qua rc ut et de ge- 
nuribus jnjpr. prim. infra loquemur. Denique observamus , theorema ad deter- 
minautes positivos quadratos nou extendi, pro quibus nullo negotio perspicitur 
singulis characteribus pssiguabiUlras genera revera respondere. . 


Theorematis fundamentalie ei reliquorum theorematum ad residua — i, -f J, - J pertinentium 
* 7 ijemmifttratio secunda. 

r , • . t ' 

262. • 


In eo itaque casu, ubi 'pro determinante pon-quadrato dato D duo' tantum- 
modo characteres diversi assignari possunt, unico tantum genus pr. primitivum 
(positivum) respondebit, (quod uoii poterit esse aliud quam genus principale), 
alter nulli formae pr. prim. (pos.) illius determinantis competet. llocxjvenit pro 
determinantibus — I. 2. — '2, — ■ 4. d umeris primis formae 4 x -f-1 positive, iis- 
que formae 4 >»+3 negative accoptis, denique pro omnibus uuiucrorum primo- 
rum formae 1 /r — 1 pote»tati,bus exponentis imparis positive sumtis, et pro pote- 
statibus nuuierurnru primorum formae 4n-f-'4 pasitive - vel negative sumtis prout 
exponentes sunt pares vel impares. . Ex hoc jirincipio methodum novam liauriro 
possumus, non modo theorema fundamentale, sed-etiam reliqua theoremata Scct. 
pracc. ad residua . — 1. -1-2, — 2 pertinentia demonstrandi . quae a methodis in 
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,t t>rac<*. adhibitis omnino es-t diversa, ffelegantiaqu© his neutiquahi inferior 
aeethnanda \1detur. Determinantem 4 anteni, et qui sunt numerorum primo- 
rum potestates, quum ftihil novi doceant, praeteribimus. - v *• 

l’ro determinante — 1 itaque nulla forma positiva datur, cuius character sit 
3,4; pro determinante -J- 2 nulla onminu fornm, cuiuS character »it' 8M5:8; 
pro idetemiiflantc — 2 nulli formae positivae compftet character beti , 8 : ' pro 
determinante -f-p, si p est numerus primus formae 4 n -f-1, vel pro determi- 
nante — p, si p esUsiumerus primus formae 4«-(-3i nulli formae pr, pr. (posi- 
tivae in casu post.) competet character Np. Hinc theoremata Xect.' praec'. se- 
quenti modo demonstramus : • * 

i . ’ , ■ ■ *.< -•* t ’ \ * 

I. Est — t non-residuum cuiusvis numeri (positivi) formae 4»-f-8. • Si 

enim — 1 residuum talis numeri A esset, faciendo — 1 — ' II B — AC ^ foret 
(A, B, C) forma positiva dcti — 1, cuius character 3, 4. * , • * 1 

II. Est — 1 residuum cuiusvis numeri primi p formae 40-J -1 * Nam 

character formae (—1, 0 , p) . -sicut i omnium proprie primitivarum det p. orit 
Rp. adcoque — 1 Rp. • ■ 5- . •' >' • » 

• • . •• _ ' .. • 

• ** * * ' 

Ilf. . Tum -f- 2 tum — 2' est residuum cuiusvis mftueri prirai p formae 
8»-|- 1. .Nam vel formae (8, (— '8, 1 vel hae (8, 3, ^-), (—8, 

erunt proprie primitivae (prout n impar vel par , ndqoque ipsarum character Rp. 
hinc -\-bRp et -r- 8 Rp , unde etiam 2 Rp. —-2 Rp. 

IV. Est -f-2 non-residuum cuiasvis numeri formae 8a-|- 3 aut 8 »-{-'5. 

•Si enim esset residuam talis numeri A, daretur- forma 'A, R. C ) determinantis 

• * *•* ••'•* | 

2. cuius character -3 et S,.8. • > * 

• V. -(Simili n\odo — 2 est aon-residuura cuiusvis humeri formae bn-f-5 
aut ‘ 8 /i — 7 , alioquiri enim daretur forma A . R,'C) determinantis —2. cuius 
character 5 et 7, 9. ’ • >; - 't- 

VL- lpst —2 residuum cuiusvis numeri.- priiui- p formae 8n^-. 3. . Hanc 
propositionem per methodum duplicem derhonstrare heri. Primo, quum per IV 
sit +lNp>. atque per lj -•■ — l iVp. ' necessario erit 2 Rp. DeinontftrntioA-r- 
cunda petitur ex -consideratione, determinantis 2p^ pro quo quatuor chamieteres 
Slint assigna biles, puta Rp, l */3, 8; Rp.ietT, 8; N p, I e) 3; »; yp. i et 7.8. 
cx quibus igitur saltem duobus- nulla-- genera respondebunt. lain formae 


Digitized by Google 


i* 3 • 


.'94 


DR 1'OKMIS SEOIIXDL OKA.Kl'8. 


f - 



1.0, — Vp) conqietit character [trimus; formae ( — 1, 0. 5p) qua 
reiiei debent sunt secundus atque tertius. Quu m itaque 

p, si, —2) relative ad numerum 8 sit 1 ct3. 8, ipsius chnfraatai' relative ad f» iu^' 
[toterit esse alius quam Rp, unde — 2 Rp. 

yn.. Est -f -2 residuum cuiusvis numeri primi p formae 8»i + 7 . quod 
per methodum duplicem demoustrnre licet. Primo, quum ex 1 et V sit — CN1 
— iNp, erit -f- ‘i Rj>. Secundo qtium vel (8, I, ~^) vel {8, 3. - p^Psit forma 
proprie prjuiitivu determinantis -—p (prout n pUr vel impar) , ipsius, character 
e.rit Rp adeoque S Rp et 2 


VIII. Quilibet numerus primus p formae 4a + 1 est non-residuum cu- 

iusvis numeri iinparis q, qui ijtsius p non-residuum est. Patet enim, si p esset 
residuum ipsius q, dari forutam proprie primitivam determinantis p, cuius ehn- 
racter ‘Np. ' ,■ » ' 

IX. . Simili modo si uuinefus quicunque impar q est non-resfduum muneri 

primi p formae erit r —p non-residuum ipsius q\ nlioquiu enim daretur 

forma positiva pr, primitiva determinantis — p cuius character Np. 

X. Quivis numerus primus p formae 4n-(-1 est residuum cuiusjis alius 

uunieri primi q, qui ipsius p residunm est. Si «tinni q est formae 4» — |— 1 , Hoc 
statim seqlritur ex VIII; si vero q est formae ^4« -f" 3 , erit etiam — q residuum 
ipsius fi 'propter 111 adeoqOo pRq (cx IX). ■ 

XI. Si numerus qjricunque pririius q est' residmuji alius uumen primi p 

formae 4»-(-3, erit — p .residuum ipsius q.' Si eiiim q est formae' 4n — J ; ex 
VIII sequitur pRq , adeoque (pet II), — yjJi rasus autem ubi etiam q e$t for- 

mae l « — )— 3 , huic methodo se subducit, attamen facile ex consideratione deter- 
minantis -\-pq absolvi potest. Scilicet quum ex quatitor characteribus pro hoc 
determinante assigjiabilibus Ry, Rq; Rp. Nq; Np. Rq; Np. N-q duobus liqlla 
genera respondere possint, atque formarum (1, IX, — j) q) , (—1, 0. p q) characte- 
res respecti v« sint primus et quartus, character secundus et tertius .nulli formae 
pr. prini, det. pq competere possunt. * Quum itaque character formae, [q' 0. — -p) 
resp. numeri p per hyp. sit Rp ,. eiusdem 'formae character respectti numeri q 
debet esse Rq,- adeoque r—pjiq' Q. E. -D. • 

> . Si in proposs. Vlll et IX ,■ q supponitur dedignare numerum primum, hae 
eum X et XI iunctae theorema fundamentale Sect. praec. exhibent. 
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Igowlrrr nequeunt, prtymu 


cnarus^enini seimasy , ^uibirt^ulfiac formae pr. primitivae (positivae) respondere 
P9$8unt. pro determinante quocunque non-quadrato' dato discernere ostendemus, 
.quod f negotium breviqs, absolvere lieebit, quum ipsius fubdanientufn iam in 
disljmsi tioda artt. 141 — 150 sit contentum. Sit ee quadratum maximum, deter- 
minantem propositum I) metiens, atque D=^D'ee, ita ut D’ nullum factorem 
qufcdratum implicet; porro sint a, b, c etc. omnes diyisores prinri impares ipsius 
D', iulfjitfiir D' sine respecta signi sui vel productum ex his numeris vel duplum 
huiu» ; prq<incti.’ Designetur per Q complexus characterum particularium iV«, Nb, 
.Vcictct^^)lus,*quamlo, i)'= 1 (mod. 4); adiuuctp-charaetere,3, 4, quando D'3J, 
atqu|: joimpar aut impariter paT; -adiuiictis his 1 3,8 atque 7,8, quando 3 

atque e pa« fer par; adiuncto vel charactere 3- e/ 5, 8, vel duobus 3,8 atque 5,8. 
quando ty ~ 2 (mod-. 8) . atque e vel impar vel' par ; denique achuncta vel cha- 
ra<*erc 5 </ 7, $ , jel duobus 5,8 atque 7 , 8~,' quqndo D'~6 (mod, §} atque e 
vel impar vet par. Ilis ita /actis, omnibus 'characteribus integris, in quibus 
multitudo impar characterum particularium ii continetur, nulla genera proprie 
primitiva jxrsjtiva) determinantis 1) respondere jH) terunt: In -omnibus casibus 

pharacterCs particulares , qui exprimunt.. relationem ad tales' divisores primos ip- 
sius D, qui ipsum D' non metiuntur,- ad generum possibilitatem vel impossibili- 
tatem nihil conferunt Ex theoria, combiiiatioiium aittem facillime perspicitur, 

hoc modo revera semissem omnium characterum' integrorOm assignabilium excludi. 


. Demonstrat» horum pifeeeeptorum .adornatur sequenti modo. • E principiis 
>>ect, praec. , sive theorematibus in. art. praec. denuu demonstratis nullo negotio 
deducitur, si p.sit numerus primus 'impar positivus) ipsum D nomnetiens, cui 
aliquis e characteribus retectis competat/ D' , implicare multitudinem imparem 
fautorum, qui srnt non-residna ipphiq p,, atque adeo D', ethine etiam D, esse 
nou-residunm ipsius p;, porre facile perspicitur; productum C numeris quotcum- 
que imparibus ad,' D primis, quorum nulli aliquis eharaCteram relectorum com- 
petat, etiam Cum tali ebaraeterd consentire non posse; hinc vice Versa perspicuum 
est, quemvis numerum itu parem positivum ad D primum, -cui ajiquis charaete- 
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rura reiectoriiro oonveriiat, certe aliquem Imiorem 

plicare, adcoque ~D ipsius non-residnn» esse. 

: positiva) determinantis D daretur, alicui 
s » ie 

D foret' non-residuum cuiusvis' numeri pos 

lem fbrmnm repraesentafiilis , quod 

nequit. * ' *“•. : 

"Vutaquam exempla conferantur classifieationes in artt. 

quarum numerum quisque pro lubitu augere poterit 






* * Hoc itaque modo pro quovis determinante noh-quadrato dato ofuD.es cha- 
racteres assignabiles in duas spodies P, Q aequaliter distribuuntur, ita ut nulli 
characterum • Q forma pro]>rie primitiva (positiva) respondere possit, rpliquLs nu- 
tem 'P) quantum quidem hucusque ‘novimus, nihil obstet, quominus ‘ad talea for- 
mas pertineant. ' Circa has characterum Species notetur imprimis, propoli tio se- 
qtfens, quae ex ipsarum criterio facile deducitur: Si character ex P‘ cum cha- 
ractere. ex Q eomponilur (ad no/niam'art: 246 perinde ac si etiam huic ‘genus 
responderet) prodibit character ex Q; si vero duo. characteres ex • P. vel' duo ex 
Q componuntur, character resultans ad P -pertinebit. Adiumento hnius theo- 
rematis etiam pro generibus negativis atque iihprOprie primitivis sejnlssis omnium 
characterum assigngbilium e^cliidi potest sequenti modo. '••' • 

1. Pro determinante begntivo D genera negativa poSitivis hoc respectu 
prorsus contraria orunt , scii jcet 'nullus rhatacterirm P pertinebit ad geniis pro- 
prie primitivum negativum, seil haec genera omnia habebunt charactores cx Q. 
Cjuando enim 0 =1 (rfiod. i) >• erit' — r-/)' numerus positivuii formae' 4«-|*- 3, 
adeoque inter rt. ft. c etc ' multitudo tmpnr mumvrorum formae 4»-f-3, quorum 
singulortim lion-resklutmi erit- it- 5; 'unde patet, in Iriraracterem integrum formae 
— 1 , 0, 7> ’ in hofc casu ingrediniultitudinein imparem fharaCtcrinn particularium 
ex 12 , ."sive illum' pertinere ad Oj quando, Mfe 3 itnod. l) , ex simili ratione 
inter a , b :■ .c pte! tet nullus numerus formae 4« 3 reperjdtnr , vel rino, vel 

quatuor ete., sed quurt vel 5. 4 vel 3,§„Yel 7, S iti hoc casu occurrat inter cha- 
racteres particulares formae (-*-!, <>, I)).' pfttet, characterem integrum huius fore 
mae etiam 'hic pertinere ari ' Q. Eadem conclusio aeque facile in casibus reliquis 
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obtinetur, ita ut forma n^g^va ( — 1*. 0, D) scmper habeat characterem ex Q. 

Sed quoniam hafe forma 'chm quacunque alia pr. primitiva negativa eiusdem det. 

composita .similem formam positivam producit, facile perspicitur, nnllam formam 
• ® « ■ - 
characterem ex P habere posse.' 


m pri». tteggtftam charactere 

\ f* ' 4v* «- 

9 Pro geftftirihus ini pro 


improprie primitivis 'positivis) simili modo probatur, rem 
vel codeul modo se habere ut in proprie primitivis; vel contrario, prout D= 1 
vel =5 (mod. 8). Nam in casu priori erit etiam D'^'l (mod. 8), unde-faoile 
concluditur, inter numeros a, b, e etc. vel nullum rfnmerum formae ■ 8n-f-3 et 
8 «-(-5 rejieriri vel duos vel quatuor etc. scilicet productum ex qnotcmiqae nu- 
meris iiupfribus, inter quos numeri formae Sn-j-l et Sn-l-o coniunctiift multi- 
tudinem imjmrem efficiunt, semper evadit vel =3 vel =5 (mod. 8,, productum 
autem ex omnibus a, b, ce te. aequale esse debet vel ipsi D’ vel ipsi hinc 

patet, characterem integrum formae (1,^1; • ’ involvere vel nullum cliaracte- 
rem particularem eV U. vel. duos vel quatuor etc., adeoque pertinere ad P. Tam 
quum quaevis forma improprie primitiva (positiva) determinantis '£> spectari possit’ 
tamquam composita ex (2, 1, ' ~ — ) atque proprie primitiva (positiva) eiusdem de- 
terminantis, perspicuum est. nullam formam improprie primitivam (positivam) 
characterem ex- Q in hoc casu habere passe. In casu altero. -£)== 5 (mod; s), 
omnia contraria sunt, scilicet D ’ ", qui etiam erit —5, certo multitudinem im- 
parem factorum formae 8 «+3 atque 8« +5 implicabit, unde.copcluditur, 
characterem formae (2,1, atque- hinc etiam, characterem cuiusvis formfce 

improprie primitivae (pos.) det. I) jxjrtihere ad. Q, adeoque nulli characterum 
P genus impt. pritn. pos. respondere posse. •• •• • . 


'IH. ’ Deiliquc pro determinante negativo- genera improprie primitiva nega-* 

' tiva rursus contraria sunt generibus improprie primitivis positivis, scilicet illa non 

■ - # , • 

poterunt habere characterem ex P velox. Q. prout £>= 1 vel =f> iinod. S),. 
sive prout — D , est formae H « -f- 7 ' yel n-f- 3. Hoc uullo negotio deduoitur 
inde. quo<l ex compositione formae ( — 1,1), D), cuius character est ex Q, eum 
formis improprie primitivis negativis eiusdem determinantis formae iniproprieprii- 
miti vae positivae proveniunt, adeoque, quando ab his exclusi sunt characteres Q. 
necOssario ab -illis exclusi esse debent characteres P, et contra. •• 
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.Methol ut peculiarie , numerat primot in duo quadrata dtcnmponendi. 

265. 

Ex disquisitionibus artt.. 257, 258 supra multitudine classium ancipitum, 
quibus omnia praecedentia sunt superstructa, multae, aliae conclusiones atten- 
tione perdignae 1 deduci possunt, quas brevitatis caussa supprimere oportet; se- 
quentem tamen, elegantia sua insignem, praeterire non possumus. Pro determi- 
nante positivo p, qui est numerus primus formae 4w-J- 1 , unicam tantummodo 
classem ancipitem proprie pfimitivrqn dari ostendimus; quapropter omnes formae 
ancipites proprie primitivae talis determinantis proprie aequivalentes erunt. Si 
itaque b e(st numerus integer positivus proxime minor quam p, atque p — bb 
= «', iormae (1,6, — a), . { — 1,6, a), proprie aequivalebunt, adeoque, quum utra- 
que manifesto sit forma reducta, altera in alterius periodo erit contenta. Tribuendo 
formae priori in periodo sua iudicem 0, index posterioris necessario erit impar (quo- 
niam termini primi buram duarum formarum signa opposita habent) ; ponatur ita- 

0 * 

que — 2» -f* 1 . Porro facile perspieitur, si formae indicum 1,2.3 ete. resp. sint 

• I • 

(— 0,6',«"), {a, b", —a”), b”, <T) ete. 

. ... % 

indicibus 2 m, 2 m — 1 , 2 m — 2, 2 «i — 3, ete. responsuras esse fornms 

• («', J, — 1), (—a", 6',«'}, (a”, 6' —a”), 6"', <**) ete. 

# • » 

i: line colligitur, si forma indicis m sit (,4, B . C ), eandem fore ( — .C, B, — A), 
adeoque C—— A et p = BB-\-AA. Quare quivis numerus primus formae 
4 n -{- 1 in duo (giadrata decomponi potest (quam propositionem supra, art. 182, 
c prjncipiis prorsus diversis deduximus) , et ad talem decompositionetn pervenire 
possumus per methodum simplicissimam et omnino uniformem, scilicet per evolu- 
tionem periodi formae redilc(ae,- cuius determinans est ille numerus primus et cu- 
ius terminus primus l, usque ad formam, cUius termini, e%tcrni magnitudine sunt 
aequales, signis oppositi. Ita e.g. pro.p = 238 habetur (1, 15, — 8), ( — 8,9,19), 
(19. 10, — 7.), (^7, 14,1«), (16,5, —13), (—13,8,13), atque 233 = t>4-f 169. 
(Jeternm patet, A necessario fieri imparem .quoniam (A, B, — ,4) debet esse 
forma proprie primitiva),, et proin B parem Quum pro determinante po- 

sitivo p, qui est numerus primus formae 4 « -f- 1 , etiam in ordine improprie pri- 
mitivo unica tantum classis anceps contineatur, perspicuum est, si g sit numerus 
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impar proxime minor quam y lp, atque p — 99 — 4 A, formas reductas impro- 
prie primitivas '2, g , — 2 A), ( — 2, 9 , 2 / 1 ) proprie aequrvalere, adeoque ajtoram 
in alterius jieriodo contentam esse. Hinc per ratiocinia praecedentibus omnino 
similia concluditur , in periodo formae (2, </, — 2 A) re per iri formatu , cuius ter- 
mini externi magnitudine aequales sint, signa habeant opposita, ita ut discerptio 
numeri p in duo quadrata etiam hinc peti possit. Patet nutem , terminos exter- 
nos huius formae fore pares, adeoque medium imparem; et quum constet, nume- 
rum primum unico tantum inodo in duo quadrata dccomponi posse, forma per 
hanc posteriorem. methodum inventa erit vel B, + .4,, — B) vel (— B, Hr A. B). 
Ita in exemplo nostro pro p=233 habetur (2,15, — 4), ( — 4,13,16), (16,3, — 14 , 
i—14, 11, 8), (8, 13, — S), et 233 = 169 + 64 ut supra. 

/ • 

• .* • ■ • . , V’ 

DWRESSiq CONTlXElfS TRACTATUM de FORMIS TERNARIIS . 

. ' 266. . 

Hactenus disquisitionem nostram ad tales functioues secundi gradus re- 
strinximus , quae duas indeterminatas implicant, neque opus fuit, denominatio- 
nem jjiecialem ipsis tribuere. Sed manifesto hoo argumentum tamquam sectio- 
nem maxime particularem disquisitionis generalissimae de functionibus algebraicis 
rationalibus integris k u mugen eis plurium indeterminatarum et plurium dimensionum 
considerare, talcsque functiones secundum multitudinem dimensionum in formas 
secundi, 'tertii, quarti gradus etc., secundum, multitudinem indeterminatarum au- 
tem in formas binarias . ternarias, quaternarias ete. commode distinguere possu- 
mus. Formae itaque, hactenus simpliciter sic dictae, vocabuntur formae bina- 
riae secundi gradus ; tales autem functiones ut 

Axx -\~ 2B.vy -\-fiyy 2 Dxs-\- 2 'Egi-{- Fzz 

denotantibus! A, B, C. D, E, F integros datos; dicentur formae ternariae utcundi 
gradus et sic porro. Proxime quidem Sectio praesens solio formia binariis secundi 
gradus est dicata; sed quoniam complures veritates ad has spectantes, eaeque pul- 
cherrimae, adhuc sui>ersunt, quarum fons proprius iu theoria formarum ternaria- 
rum secundi gradus est quaerendus,. brevem ad hanc theoriam digressionem liic in- 
tercalamus in qua ex primis eius elementis ea trademus, quae ad perfectionem 
theoriae formarum binariarum 'sunt necessaria.’ quod geometris acceptius fore spe- 
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ramus, quum si illas vel supprimeremus, vel per methodos miuus genuinas erue- 
remus. Exactiorem autem de hoc argumento gravissimo disquisitionem ad aliam 

. V * • 

occasionem nobis reservare debemus, tum quod ipsius ubertas limites huius ope- 
ris i;un nunc longe egrederetur, tum quod spes est, luculentis adhuc incrementis 
eam in posterum locupletatum iri. Formae vero tum quaternariae, quinariae etc. 
secundi gradus, tuin omnes superiorum graduum hoc quidem loco ab instituto 
nostro penitus excluduntur *) , sufticintque hunc campum vastissimum geometra- 
rum attentioni. commendavisse, in quo materiem ingentem vires suas exercendi. 
Arlthmetictunquo sublimiorem egregiis incrementis augeudi invenient. 


267 . 

Ad perspicuitatem multum proderit, inter tres indeterminatas, in formam 
ternariam iHgredientes, simili modo ut in formis binarjis, ordinem fixum stabi- 
lire, ita ut indeterminata prima, 'secitnda et tertia ab invicem distinguantur; in dis- 
ponendis autem singulis formae partibus hunc ordinem semper. observabimus, ut 
primum locum obtineat ea pars quae quadratum indeterminatae primae implicat, 
in sequentibus eae quae implicant quadratum indeterminatae secundae, quadra- 
tum tertiae, productum duplum secundae in tertiam, productum duplum primae 
in tertinnj , productura duplum primae in secundam, deinceps sequantur; -denique 
numeros integros determinatos per quos hncc quadrata et producta dupla multi- 
plientn svuit, eodem ordine coeficientem primum, secundum, tertiam, quarttap, quin- 
tum , sextiun; vocabimus. •• Ita ; ; - .* • . . 

* • , « 

«xj; -f « w-f #y/-f 2/>.r'.r”-|- 2b'xxf-\- 2 b"xx' 

erit forma ternaria rite ordinuta, cuius iudeterminata prima x, secunda ter- 
tia x", coefficieus primus* a e te., quartus b etc. Sdrl quoniam ad brevitatem nnd- 
tum conferet, si uon seniper necesse est, indeterminatas formae ternariae per li- 
terns peculiares denotare, eandem formam, quatenus ad indeterminatas non re- 
spicimus , etiam -hoc modo ‘. • ’ • * t’ 

/ a ’ a ’ \ • '••••■ 

' • . - V6, b, b\) • 

designabimus. • .• • •. • . - 

*) Propter hanc rationem formac^hinariac Tul terittirine 'Vcjwwtf grudus in Miquentibu» semper sunt intel* 
iigvnrtae, quoti e» de talibus forjnis «riiypljciter ihquemur. • * * 
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Ponendo 


bb — da" — A , 
ab — b'b" = B, 


b'b' — a a" — A'. 
db'—bb" = B', 


b"b" — ad = 4" 
dV—bb' = B" 


oritur nlia forma 


quam formae 


A. A", A” 

B, B'. 1 

a, a, a 


"■) 


. F 


( a ' ' V 

Vi. b\ b"J ■ J 


b, b\ b " 

adiunctam dicemus. Ilinc rursus. invenitur, denotando brevitatis' caussa numerum 

abb-\- alib’ -f- a"b"b" — ada" — 2 bb’b" per I) 

BB — A'A"=aD, B'B'—AA"=dD, B"B"—AA'=a"D . 

AB — B'B' — bD. AB ' — BB" = b'D . 4'7T — B IT— b"D 

unde patet, formae F adiunctam esse formam 

/ al ) , a.D , a"D \ 

KbD. b’D. b’D) 


Nuinerum I ) , a. cuius .indole proprietates formae ternariae f imprimis pendent, 
determinantem huius formae ‘vocabimus;- hoc modo determinans formae F iit 
— I)B , sive aequalis quadrato determinqutis formae f, cui adiuncta est. 

It st f formae ternariae ( w ) adiuncta est utrius-* 

que determinans == 1 . • • » ' 

Formae ternariae deteifh i nantis Oab investigatione sequetite omnino exclu- 
dentur. quippe quae, ut in formarum ternariarum theoria, alia occasione uherius 
tradenda, ostendetur, specie tantum sunt ternariae, ' reveraque binariis aequi- 
pollcntes. 


* 2i>8. 

Si forma aliqua tertiaria* f determinantis I) , • cuius indeterminatae sunt 
■i\ x" puta prima —.rete.) in formam, ternariam ' g determinantis E. cuius 
indeterminatae sunt y . y’, y" transmutatur jier substitutionem talem 
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m 

•r = oy + gy + y/ 

, x' — dg 4- fijr' + y>" 

* = «>+ry+ r y 

ubi novam copfticientes a, f> etc. omnes supi>onuntur esse numeri integri, brevi- 
tatis caussa neglectis indeterminatis simpliciter dicemus, f transire in g per sub- 
stitutionem (S, 

a, 6, y 
a, tf', y' 
a", 6“, y " 

atque f implicare ipsam g . sive g sub f contentam esse. Es tali itaque suppo- 
sitione sponte sequuntur sex aequationes pro sex coGfficientibus in g. quas appo- 
nere non erit neceasarinm; hinc autem per calculum facilem sequentes conclusio- 
nes evolvuntur: 

l. Designato brevitatis caussa numero 
< • 

a f»'Y”-4- f> Y’a"+ 7 al >' — ffioC — ay'(j" — tiay’ per k 

invenitur post debitas reductiones E — kkD, unde patet , I) metiri ipsuiu E 
et (luotientem esse quadratum. Patet itaque , numerum k pro. transformationi- 
bus formarum ternariarum simile quid esse, ac uumerum a <5 — b ' y .in art. I 57 
pro transformationibus formarum, binariarum , puta rudicem quadratam ex quo- 
tiente determinantium , unde contecture possemus , diversitatem signi ipsius k 
etiam hic stabilire differentiam essentialem inter transformationes atque implica- 
tiones jnoprias et Improprias. Sed rem propius confbmplando perspicuum est. t f 
transire in g' etiam per hanc substitutionem 

— a, — f>. — y . 

• — 0', —Y 

-«*, -6". -Y" 

ponendo autem in valore ipsius k pro a , — a , jtro f! , — b’ etc. prodibit — k, 
quare haec substitutio substitutioni dissimilis foret, et quaevis forma ternaria, 
altam uno modo implicans . eandem etiam .altero modo implicaret. Talis itaque 
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distinctio, quoniam in formis ternariis nullum usum habet, hic omnino pro- 
scribetur. 

II. Denotaudo per F , G formas ipsis f, g resp. adiunctas, determinan- 
tur cocfficientes in F per coefficientes in f, eo§fficientesque in G per valores 
coC Sidentium formae g ex aequationibus quas suppeditat substitutio S notos. 
Exprimendo coefficientes formae f per literas , ex comparatione valorum coefft- 
cientium formarum F, G nullo negotio confirmatur, F implicare formam G at- 
que in eam transmutari per substitutionem (S') 

fi'y” — fi"y\ ya" — y"a', aS" — d%' 

fi"y — 6 y", y"a — ya, a"fi — a fi" 

fiy' — 6'y, ya' — y'a, ai ? — «'6 

Calculum ipsum nullis difficultatibus obnoxium non adscribimus. 

III. V orma g per substitutionem (8") • 

• 1>y" — 6*y', 6”y — fi y", fiy' — 1>y , 

y'a “ — y"o', y" a — yaC, y ai — y' a 

a' fi" — a"fi\ a”fi — «fi", a fi* — a'fi 

manifesto in eundem formam transmutatur, in quam f transit per hanc 

k, 0, 0 

* 0, k, 0 

0, 0. k 

sive in eam , quae oritur multiplicando singulos coefficientes formae f per kk. 
Hanc formam designabimus per 

IV. Prorsus simili modo probatur, formam G per substitutionem (S’”) 


a&f' 


a, a, a 
IS, fi', fi” 
y - . y'. y” 
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transire in formam, quae oritur ex F, multiplicando singulos coPfficientcs per /ck 

• Liane formam exprimemus per F'. 

Substitutionem 8'" oriri dicemus per transpositionem substitutionis 9; 
tunc manifesto 8 rursus prodit ex transpositione substitutionis S'“ ; atque S', S“ 
altera ex alterius transpositione. Substitutio 8' commode appellari potest 
substitutioni 8 odiundu, unde substitutioni S‘" adiunc-ta erit S". 

% 209 . 

Si non modo forma f implicat ipsam g, sed etiam haec illam , formae f, g 
aequivalentes vocabuntur. In hoc itaque casu non modo D ipsum E metietur, 
sed etiam E ipsum D , unde facile concluditur, esse debere D — E. Vice 
versa autem, si forma f implicat formam g eiusdem determinantis, hac duae 
formae erunt aequivalentes. Erit enim (adhibendo eadem signa ut in art. prnec. 
excipiendoque casam ubi I)— 0) A - =; + l, ndeoquc forma f. in quam transit 
g |*cr substitutionem S*. cum / ideutica, site f sub g contenta. Porro patet, 
in hoc casu etiam formas F, G ; ipsius f, g adiunctas , inter se aequivalentes 
fore, posterioremqnc in priorem transire per substitutionem 8"'. Denique vice 
\brsa . si formae F , G aequivalentes esse supponuntur , atque prior transit in 
posteriorem per substitutionem T . etiam formae f, g aequivalentes erunt, trans- 
ihitquc f in g per substitutionem ipsi T adiunctam, atque g in f ]>er eam. 
quae oritur ex transpositione substitutionis T. Nam per has duas substitutiones 
resp. transit forma ipsi F adiunctn in formam ipsi G adiunctam atque haec in 

* illam; hae duae formae autem oriuntur cx f, g multiplicjjndo singulos cnefii- 
cientes per D. undo nullo negotio concluditur, per easdem substitutiones transire 
f in g . atque g in f resp. 


. 270 . f$6} • * ’ 

Si forma ternaria f formam ternariam f' implicat, atque liaec formam f : 
implicabit -etiam f ipsam f". Facillime enim perspicietur, si transeat 


f in f' jK?r 

substitutionem 

r i» r 

l>er 

suhstitutionen 

a. 

6, r 

4 - 

l. 

®. i 

a\ 

* n 

a . 

i \ :■ 

v, r 

fi « ^ 

r. 

,• • * 

; 5. v 

t . r <* 


Digitized by Google 


I 


* 




I» 

* 


FORMAE TERNARIAE. 


305 


f transmutatum iri per substitutionem . 

«8 +$c' + 7 <T. ae -t-tfe' -l-ys', a£ -Ft>£'-f-y£' • ' 

ad +y'o", «'e+SV + yV, a’C-+-6' C'ify'S* 

a"o-4-6'"c'+ 7 "a", aV+f)'V+ yV, 

*' ■ :.X V 

111 eo itaque casu, ubi / aequivalet ipsi f, atque /' ipsi forma f etiam 
formae f aequivalebit Ceterum sponte manifestum est, quomodo haec theo- 

remata ad plures formas sint applicanda. 

271 . 

Hinc iam patet, omnes formas ternarias, perinde ac binarias, in (lasses 
distribui posse, referendo ad classem eandem formas aequivalentes, non-aequiva- 
lentes ad diversas. Formae itaque determinantium diversorum certo ad classes 
diversas pertinebunt, et proin classes infinite multae formarum ternariarum da- 
buntur; formae autem ternariae eiusdem determinantis modo minorem modo ma- 
iorem classium numerum efficiunt; quod vero tamquam proprietas palmaris harum 
formarum est considerandum, omnes formae eiusdem determinantis dati semper con- 
stituunt classium multitudinem fini ta m. Evolutioni uberiori huius gravissimi theo- 
rematis praemittenda est explicatio sequentis differentiae essentialis, quae inter 
formas ternarias obtinet. 


Quaedam formae ternariae ita sunt comparatae, ut per ipsas sine discrimine 
repraesentari possint numeri positivi et negativi, e.g. forma xx-fyy — zz. quam- 
obrem formae indefinitae vocabuntur. Contra per alias numeri negativi reprae- 
sentari nequeunt, sed (praeter cifram qnae prodit, ponendo singulas indeterminatas 
= 0 ) positivi tantum, ut xx-\-yy-\-zz, quare formae positivae dicentur; deni- 
que per alias numeri positivi repraesentari nequeunt, ut — xx — yy — zz. unde 
appellabuntur formae negativae-, formae positivae et negativae nomine communi 
formae definitae dicentur. Ecce jam criteria generalia , per quae haec formarum 
indoles discerni poterit. 

Multiplicando formam ternariam 

f axx-\-dx!x'-\-ax"x"-\-1bxx"-\-2l>xx-\-lb''xx' 

* \ M 

39 
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determinantis D per a, denotandoque codffieientes formae ipsi f adiunctae 
perinde ut in art. 267 per A, A, A", B, B', B", prodit 

(a*+6V-f* b'x ")* — A"x'x — 2 J5 xx " — Ax"x" = g 

multiplicando dcnuo per A, provenit 

A' (a x-\- b"x' -J- b'x" )* — [Ax " — Bx')*-\-aD> xx' — h 

Ilinc statim concluditur, si tum A' tum a I) sint numeri negativi, omnes valores 
ipsius h esse negativos, unde manifesto per formam f tales tantummodo numeri 
repraesentari poterunt, quorum signum oppositum est signo ipsius a. i’, t. e. iden- 
ticum cum signo ipsius a , sive oppositum signo ipsius D. In hoc itaque casu f 
erit forma definita, et quidem positiva vel negativa, prout a est positivus vel 
negativus . sive prout D est negativus vel positivus. 

Si vero vel vterque a D, A' est positivus, ve] alter positivus alter negativus 
(neuter = 0), facile perspicietur, h. per debitam quantitatum x, x, x’ determi- 
nationem valores tum positivos tum negativos nandisci posse. Quare in hoc casu 
f valores tum eodem signo affectos ut a A tum opposito obtinere poterit, eritque 
adeo forma indefinita. 

Pro eo casu , ubi A — 0 , neque vero a = 0 , fit 

g — ( a j: feV-)- b'x“ 'f — x\A“x — 2 Bx") 

Tribuendo ipsi x valorem arbitrarium (qui tamen non =0), accipiendoque x“ 
ita ut YJf — signum idem obtineat ut Bx (quod fieri posse facile perspicitur, 
quum B nequeat esse =0, hinc enim foret B B A A" = aD =0, adeoque 
etiam D = 0 , quem casum excludimus) , erit x[A'x — 2 Bx") quantitas positiva, 
unde facile patet, x ita determinari posse, ut g obtineat valorem negativum. 
Manifesto' hi valores etiam ita accipi poterunt , ut, si desideretur, omnes sint 
integri. Denique patet, si ipsis x, x" valores quicunque tribuantur, ipsum x 
tam magnum accipi posse , ut g fiat positivus. Hinc concluditur, in hoc casu 
fbrtnam f esse indefinitam. 
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Denique si a = 0 , erit 

f — a' x x'-\- 2 b a" x"x"-\- 2 x ( b V + b'x * ) 

Accipiendo itaque x , x" ad lubitum, ita tamen ut b"x'-\-b'x" non sit =0 (quod 
manifesto fieri poterit, nisi simul b' et b" sint =0; tunc autem foret D — 0), 
nullo negotio perspicitur, x ita determinari posse, ut / obtineat valores tum 
positivos, tum negativos. Quare etiam in bocce casu f erit forma indefinita. 

Eodem modo, ut liic ex numeris aD, A' indolem formae f diiudicavimus, 
etiam aD et A " adhiberi possunt, ita ut f sit forma definita, si tum aD tum 
A” sit negativus; indefinita in omnibus reliquis casibus. Nec non prorsus simili 
modo eidem fini inservire potest consideratio numerorum aD et A, vel horum 
aD et .4”, vel horum a'D et A, vel denique ipsorum a"D et A'. 

Ex his omnibus colligitur , in forma definita sex numeros A , A, A", 
aD, aD, aD esse negativos, et quidem in forma positiva a, a, a" erunt positivi, 
D negativus; in negativa autem a, a, a" erunt negativi, D positivus. Hinc 
patet, omnes formas ternarias determinantis dati positivi distribui in negativas 
et indefinitas; omnes autem determinantis negativi in positivas et indefinitas; 
denique formas positivas determinantis positivi , seu negativas determinantis ne- 
gativi omnino non dari. Indidem facile perspicitur, formae definitae semper 

adi unctam esse definitam et quidem negativam , indefinitae indefinitam. 

Quum omnes numeri per formam ternariam datam repraesentabiles mani- 
festo etiam per omnes formas huic aequivaleutes repraesentari possint: formae 
ternariae in eadem classe contentae vel omnes erunt indefinitae, vel omnes positi- 
vae, vel omnes negativae. Quamobrem has formarum denominationes etiam ad 
classes integras transferre licebit. 

272. 

Theorema in art. praec. propositum , quod omnes formae ternariae deter- 
minantis dati in multitudinem Jinitam classium distribuuntur, per methodum ei 
qua in formis binariis usi sumus analogam tractabimus , scilicet ostendendo, 
primo, quo pacto quaevis forma ternaria ad formam simpliciorem reduci possit, 
dein. formarum simplicissimarum (ad quas per tales reductiones perveniatur) 
multitudinem pro quovis determinante dato esse finitam. Supponamus generali- 

39 * 
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ter, propositam esse formam ternariam f = (“■ ®; “”) determinantis I) (a eifra 
diversi) , quae per substitutionem (S) 

a, d, 7 
a, d\ y' 

• n #>i* » 

a , 6 , y 

transeat in aequivalentein g = (’"■ Y' versabiturque negotium nostrum in 
eo, ut a, 6, y etc. ita definiantur, ut forma g simplicior evadat quam f . Sint 
formae ipsis f g adiunctae resp. jf»)> quae designentur per 

F , G. Tunc per art. 209 F transibit in G per substitutionem ipsi S adiunc- 
tam , G autem in F per substitutionem ex transpositione ipsius S oriundam. 
Numerum 

a fTy"-}- a'd"y -(- a"dy' — a°fjy — a d*y' — a'dy” 

qui esse. debebit vel = -f - 1 vel = — t, denotabimus per k . Quibus ita factis 
observamus 

I. Si fiat y = 0, y' = 0 , a“ = 0, (f' = 0 , y" = 1 , fore 

m = aaa-\- 2 b" a d -f- dad, m = a d d 2 b“f> d' -f - dffff, m = a" 
n = b tT — |— fc'd , n=bd-\-b'a, n' — aad-f-6"(etd '-|-da') + a'a'd' 

Praeterea esse debebit a (f — d a' vel = -(-I vel = — 1. Hinc manifestum est, 
formam binariam (a, 6 ”, a), cuius determinans est A",, transmutari per substitu- 
tionem a, d, a', d' in formam binariam [m, n", m ) determinantis M“, et proin 
ipsi aequivalere propter a (f — d a' = + 1 , unde erit M" = A", quod etiam di- 
recte facile confirmatur. Nisi itaque (a, b", d) iam est forma simplicissima in 
classe sua, ipsos a, d, d, d' ita determinare licebit, ut (m, n", m ' ) sit forma sim- 
plicior; et quidem c theoria aequivalentiae formarum binariarum facile concludi- 
tur, hoc ita fieri posse, ut m non sit maior quam y ' — j . 4 ", si A’ fuerit negati- 
vus, vel non maior quam y.T, si .T fuerit positivus, vel m = 0, si . 4 ”= 0, ita 
ut in omnibus casibus valor (absolutus') ipsius m certe vel infra vel saltem usque 
ad } A" deprimi possit. IIoc itaque modo forma f ad aliam reducitur coi ! f- 
fieientem primum, si fieri potest, minorem habentem, et cuius forma adiuueta 
coSfficientem tertium eundem habet ut forma F ipsi f adiuncta. In hoc consistit 
reductio prima. 
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II. Si vero fit a = 1 , 6 = 0. y — 0, a = 0. a" — 0, erit 
k = 6'y" — fTy' = + 1 ; substitutio itaque ipsi S adiuncta erit 

+1, 0, 0 
0, y", — 6' 

o, — y’, 6' 

}>er quam F transibit in G . Habebitur itaque 

m — a, n = b'y" -\-b’y, n — 

i ri = — f— 2 A tT fT' — (— a"6'(T 

m" — - a'y'y' + 26 y'y" -f- a 'y"l" 
n = a'(T y' + 6 ( 6'y” -f- y'(T) -f- a’(T y” 

A/' = j4'y"y” — 2 B y'y’+ ,4"y'y' 

iV = — *4'6"y'+2?(lTy'+y'(r} — 3'ff y' 

Ar= +6"eT— 22J6'(r++'lf(f 

Hinc patet, formam binariam (.A", J3, A'), cuius determinans est Da, transire 
per substitutionem 6*, — y', — tT, y' in formam (3/", N, M') determinantis Dm. 
adeoque (propter 6'y” — y'6” = + 1 , vel propter Da = Dm) ipsi aequivalere. 
Nisi itaque {A' , B , A) iam est forma simplicissima classis suae, conficientes 
6', y', 6", y' ita determinari poterunt, ut ( M" . N, M') sit simplicior, et quidem . 
hoc semper poterit fieri ita, ut M " sine respectu signi non sit maior quam 
\J-\-jDa. Hoc itaque modo forma f reducitur ad aliam coefficienteni primum 
eundem habentem, sed cuius forma adiuncta co&fficientem tertium si fieri potest 
minorem habeat quam forma F ipsi f adiuncta. In hoc consistit reductio 
secunda. 

* 

III. Si itaque f est forma ternaria, ad quam neque reductio prima neque 

secunda est applicabitis , i. e. quae per neutram in formam simpliciorem trans- 
mutari potest : necessario erit tum aa< vel = J A', tum A' A" <( vel =faD 
sine respectu signi. Hinc a 1 erit <[ vel = l t * A" A", adeoque a*<( vel =f \aD, 
a’ <1 vel -= 1 1 D, et a <( vel = } y 'D\ hinc rursus AA" <( vel = \ D' atque 

**!"< vel = J $D~. Quamobrem quamdiu a vel A‘ hos limites adhuc superant, 
necessario una aut altera reductionum praecedentium ad formam- f ajiplicari 
poterit Ceterum haec conclusio non est convertenda, quum utique saepius 


- • 
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accidat, ut forma ternaria, cuius copfficiens primus, atque coefficiens tertius for- 
mae adiunctae iam sunt infra illos limites, nihilominus per unam alteramve re- 
ductionem adhuc simplicior reddi possit. 

IV. Quodsi vero ad formam ternariam quamcunque datam determinantis 
D alternis vicibus reductio prima et secunda applicantur, ». e. ad ipsam prima 
vel secunda, ad eam quae hinc resultat secunda vel prima, ad eam quae liinc 
provenit iterum prima vel secunda etc. , manifestum est, tandem necessario ad 
formam perventum iri, ad quam neutra amplius applicari ]>ossit. Quum enim 
magnitudo absoluta tum coEfficicntium primorum formarum hoc modo prodeun- 
tium, tum cofifficientium tertiorum formarum illis adiunctarum continuo alternis 
vicibus eadem maneat atque decrescat , hic progressus necessario tandem alicubi 
finietur, quia alioquin duae series infinitae numerorum continuo decrescentium 
haberentur. Hinc iam nacti sumus egregium theorema: Quaevis forma ternaria 
determinantis D reduci potest ad aliam aequivalentem , cuius coifficiens primus non 
sit maior quam J \1 ) , • atque coVfficiens tertius formae ipsi adiunctae non maior quam 
i vD* sine respectu signi , siquidem forma proposita his proprietatibus ipsa nondum 

est praedita. 1 Ceterum loco coefficientis primi formae f atque tertii formae 

ipsi f adiunctae prorsus simili modo tractare potuissemus vel cocflieicntem pri- 
mum formae ipsius et secundum adiunctae; vel secundum formae ipsius et pri- 
mum vel tertium ‘adiunctae; vel tertium formae ipsius et primum vel secuudum 
adiunctae . quibus viis perinde ad finem nobis propositum perveniremus : sed e 
re est, methodo uni constanter adhuererc, quo facilius operationes huc perti- 
nentes ad algorithmum fixum reduci possint. Denique observamus, duobus 
coeflicientibus, quos infra limites fixos deprimere docuimus, limites adhuc minores 
constitui posse, si formae definitae ab indefinitis separentur; hoc vero ad institu- 
tum praesens non est necessarium. 

273. 

Eccc iam quaedam exempla, per quae praecepta praecedentia magis illu- 
strabuntur. 

Et, l. Sit /= (”; «; ••). erit F = (-«*; D == — 1 . 

Quum (19, 1,21) sit forma binaria reducta, cui alia, termini primi minoris quam 
1 9 , non aequivalet, reductio prima hic non est applicnbilis ; forma binaria 
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(A‘, Ii, A') =.( — 39$, 257, — 160) autem per theoriam aequivalentiae formarum 
binariarum in simpliciorem aequivalentem ( — 2, 1, — 10) transmutabilis invenitur, 
in quam transit per substitutionem 2, 7, 3, 1 1 . Faciendo itaque 6'— 2, y'— — 7, 
6’" = — 3, y" = 11, applicanda erit ad formam f substitutio jn! *J per 
quam invenitur transire in hanc ( ‘J* ”JJ) . . .f. Cofifficiens tertius 

formae, huic adiunctac, est — 2, quo respectu f simplicior est censenda quam f 

Ad formam /' applicari potest reductio prima. Scilicet quum forma bina- 
ria (19, — 82, 354) transmutetur in (1, 0, 2) per substitutionem 13, 4, 3, I : 
applicanda erit ad formam f substitutio •) * 3 * I u { per quam transit in hanc 

f 0. O . 1 ) 

/ » t 7, 476«\ f 

1 — »5, 15, 0 ' * * ' J * 

Ad formam cui adiuncta est ("l. 5 ”’ denuo applicari potest 

reductio secunda. Scilicet ( — 2, — 95, — 4513) transit per substitutionem 

47, 1, — 1,0 in ( — 1, 1, — 2): quamobrem ad f" applicanda erit substitutio 
| ii » *- — 1 | per quam transit in ( J’ ,J) • • • f" ■ Huius cofifficiens primus per 
reductionem primam amplius diminui nou potest, neque formae, ipsi adiunctae. 
tertius per secundam. 

.Er. 2 . Proposita sit forma CJ’ *J’ J) ♦•♦/» cui adiuncta est (~J* ~!J’ — 
et cuius determinans = 2 . Hic successive reperiuntur , applicando alternatim 
reductionem secundam et primam , 


substitutiones 

per quas transit 

in 

m-ui 

f 

v — 1 , 0 , — « ' J 

IFi: il 

f' 

(*• 2 )‘ = r 

'i, — 1 , o* j 

!•:-!: Jl 

r 

\-7, 1, -7> J 

IM: il 

r 

f 0, 7, 7 \ S'" 

' — 2, —1,0' J 


Forma f"“ per reductionem primam vel secundam ulterius deprimi nequit. 

274. 

Quando forma ternaria habetur, cuius cofifficiens primus, atque formae ad- 
iunctae tertius, quantum fieri potest per methodos praecedentes sunt depressi:' 
methodus sequens reductionem ulteriorem suppeditat. 


( f .Ii 


. » 
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Adhibendo signa eadem ut in art. 272, ct ponendo a — 1. a' — 0, ff = 1 , 
a"— 0, 6’= 0, y”= 1, t. e. adhibendo substitutionem 

1 , 6 , y 
0 , 1 , y' 

0, 0, 1 
erit 

m — a, m m" = 2 6y'-(- 2fc'y-}-ayy-}-2A"yy'-|-a'yy 

n = b-\-ay -\-b'1}-\-b’(y-\- {Jy^ + afiy , n' = 6'-f-ay-J-6’y', n'=6"-f-afJ 

praeterea 

M" = A\ N = B — A"y\ N’ = B' — N6—A’y 

Per talem itaque substitutionem coefficientes a , A", qui per reductiones praece- 
dentes diminuti sunt, non mutantur; quamobrem negotium in eo versatur, ut 
]>er idoneam determinationem ipsorum 6 , y , y’ depressiones in cocfficientibus 
reliquia obtineantur. Ad hunc finem observamus primo, si fuerit A" = 0, sup- 
poni posse , esse etiam a = 0 ; ai enim a non = 0 , reductio prima adliuc sc- 
ipel applicabilis foret, quum cuivis formae binariae determinantis 0 aequivaleat 
forma talis (0, 0, A), sive cuius terminus primus =0 (V. art. 215). Prorsus 
simili ratione supponere licet , esse etiam A“ = 0 , si fuerit « = 0 , ita ut vel 
neuter numerorum a. A’ sit 6 vel uterque. 

In casu priori manifestum est, ipsos 6, y, y’ ita determinari posse, ut sine 
respectu signi n, N, N' resp. non sint maiores quam }a, J A", } A". Ita in 
exemplo primo art. praec. trafisibit forma postrema *), cui adiuncta est 

«)• P er substitutionem j«! — '*!-'* j in hanc (J’ J’ J) . . cui 

adiuncta est ( — '■ — !• ” !). 

^ v 0» 0, 0' 

In casu posteriori , ubi a — A" — 0 , adeoque etiam , 6” — 0 erit 


Erit itaque 


m = 0 , m = a, m " = a" — |— 2 i y’ — (— 2 &'y — J— ayy 

n — b -\-a'y-\~b'^ , n = b', n" — 0 

D = a'b'b' — mriri 


perspicieturque facile , 6 et y' ita determinari posse , ut n fiat aequalis residuo 
absolute minimo ipsius b secundum modulum, qui est divisor communis maximus 
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ipsorum a, b', i. e. ut n fiat non maior quatn sein*sis huius divisoris sine re- 
spectu signi, adeoque n = 0, quoties a, b' inter se sunt primi. Ipsis 6, y' 
in hunc modum determinatis, valor ipsius y ita accipi poterit, ut m" non sit 
maior quam b' sine respectu signi; hoc quidem impossibile esset, quando b' — 0 ; 
tunc vero foret D = 0 , quem casum exclusimus. Ita fit pro forma postrema in 
ex. 2 art. praec. n = — 2 — 6 -f- 2 y\ unde statuendo 6 = — 2 , y' = 0 , fit 
n = 0, porro m" — 2 — 2y, et ponendo y = t , m” = 0. Habemus itaque 
substitutionem j i’ 1] !, j per quam forma illa transit in (*• 

275. 

Si habetur series formarum ternariarum aequivalentium /, f, f". /“ e tc., 
atque transformationes cuiusvis harum formarum in sequentem: ex transforma- 
tionibus formae f in formaeque f in f per art. 270 deducitur transformatio 
formae f in f";< ex hac atque transf. formae f" in f" sequitur transf. formae f 
in etc., manifestoque hoc pacto transformatio formae f in quamcunque aliam 
serici inveniri poterit. Et quum ex transformatione formae f in quamcunque 
aliam aequlvalentem g deduci possit transformatio formae g in f ( S” ex 
artt: 208, 269), hoc modo erui poterit transformatio cuiuslibet formae seriei 

r etc. in primam f. Ita pro formis exempli primi art. praec. inveniuntur 

substitutiones 

n, s, o | is, iss, — « | is, — 1«, 1« 

S, J, — T », 37, —3 B, —3, 7 

— 3, — J, II | — 3,-130, 3 | — 3, 1«, — II 

per quas f transit in resp. , et ex subst. ultima haec js. *i|| per 

quam transit in f. Simili modo pro ex. 2 art. praec. prodeunt substitutiones 

I 

1,-1, 1 2» — 3, t — I 

* . —3, 4. —3 3, \, 0 

10, —14. tt 2, 4, I 

per quas resp. transit forma* ('J’ ’*• J) in (•• _ J’ J), atque haec in illam. 

276. 

Theorema. Classium , in quas omnes formae ternariae determinantis dati dis- 
tribuuntur . multitudo semper est finita. 

40 


t- 
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,Dem. I. Multitudo»mnium formarum (?' “„) determinantis dati D, in 

quibus a .= 0 ; b” = 0 , b nou maior quam «emissis divisoris comm. max. nume- 
rorum a, b d' non maior quam b', manifesto est finita. Quoniam enim esse 
debet db'b' — D . pro b’ alii valores accipi nequeunt , quam — (— 1 , — 1 atque 
radices quadratorum ipsum D metientium (si quae alia praeter I dantur) signo 
positivo et negativo affectae, quorum valorurn multitudo finita est. Pro singulis 
autem valoribus ipsius b' valor ipsius d est determinatus, ipsorumque b, a" va- 
lores manifesto limitantur ad multitudinem finitam. 

II. Simili modo finita est multitudo omnium formarum determi- 

nantis D, in quibus a non =0, neque maior quam 4V + D; b"b“ — ad = .4" 
non =0 neque maior quam |v'Z) s ; V non maior quam ja; ah — h'b" = B et 
ab'—bb" = B' non maiores quam { A". Nam multitudo omnium combinationum 
valorem ipsorum a, b ", .4”, B, B' finita erit; his vero singulis determinatis, etiam 
formae coofficientes reliqui d. b, b\ a", cocfficientesque formae adiunctae 

bb — da" = A ', bb' — aa" = A\ a"b" • — bb' — W 

determinati erunt per aequationes hasce: 

, b"b" — a" j, /(/? - a i> ^ irn — a n jp mr + i'D 

a 1 A " * A " * A M 

} AB — BB" _ Ba' -f B b" AB —BBT _ Bb” + B’a 

0 — — A „ - . 0 D A .v 

» ___ Vb' — A' b b — A bb* ^ B” • 

a a’ b” 

iam quum omnes illae formae obtineantur, eligendo e cunctis comblnatiouibus 
valorurn ipsorum a, b", .4", B, B' eas, e quibus etiam d, a", b, b' valores integros 
nanciscuntur, illarum multitudo manifesto erit finita. , 

III. Cunctae itaque formae in I et II multitudinem finitam classium con- 
stituunt , quae etiam formarum ipsarum multitudine’ minor esso poterit , si quae 
ex ipsis inter se sunt aequivalentes. l,am quum per disquisitiones praecedentes 
quaevis forma ternaria determinantis D alicui ex illis formis necessario aequiva- 
lcat. i. e. ad aliquam e classibus, quas hae formae constituunt, [>ertineat: hae 
classes omnes formas det. D complectentur , «'. t. omne* formae ternariae det. D 
in multitudinem finitam classium distribuentur. Q. E. D. 
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• • . 277 . * 

Regulae, |>er quas omnes formae in I et 11 art. praec. erui possunt, ex 
ipsarum explicatione sponte defluunt; quare sufficiet quaedam exempla apposuisse. 
Pro D -= 1, formae 1 hae sex (per ambiguitatem signorum} prodeunt 


' 0 . 4 - 1 . ©' * 


/», >. ±M 

‘0, ±1, 0' 


'o, ±i, *' 

in formis II a et A" alios valores quam -f- 1 et — 1 habere nequeunt, pro sin- 
gulis quatuor combinationum hinc oriundarum b", B et B' poni debent — 0, 
unde emergunt quatuor formae 


/1, — 1, 1, / — I, i, ix /i. /— i,— i, 

'0, 0, 0' ' ' o, 0, 0' ' '0, o, * ' 0, o. 


Simili modo pro D = ' — 1 sex formae I quatuorque II habentur, 

(». -'.‘«I /•,-!, +11. /l,-l, -1\ f— 1,1, -ll i 1 ’*’ 1 ) 

V 0 , ±t, 0' * 0^ * '0, D, 0* * * 0, 0, Q* * 0, 9, 0' ' '0, 0, 0' 

Pro D — 2 sex formae I proveniunt 

(o, i, ,i /», *, ±iy 

' o , +i, ’ 'o, ±i, »' 

octoque formae II * • 

* /1, — 1,11 /— I, 1, 1\ M, 1,-11 /-1,-1, -11 

0, tt'* ' 0,0,0'* '0,0, 0'* v o, o, 0' 

(1,-1, 11 (-1,1, n .(1,1, -11 (-1,-1, -11 

v », o, «' i o, e, »' 'e,*, o' ' ®, ». • ' 

* • 

Ceterum multitudo classium ex his formis in his tribus casibus prodeuntium 
formarum multitudine multo minor est. Scilicet facile confirmatur 


I. Formam transire in 

' 0, 1, 0 ' ■ * 

*-i, o>' V», +1, #'•’ ». • ' 

resp. per substitutiones 

i, #. —i 
i. i. —i 
0, — I, 1 

formam i 1 * *• — autem in (*• — ■* 'V f -1 * *> M per solam indeterminatarum per- 

•> ®, o' o, o' ' o. o, o' r 

mutationem. Quare illae decem formae ternariae det. 1 ad has duaB reducuntur 

40 * 


1, 0, 0 

o, 0, 1 

0, 0, .1 

0 , j/ o 

0,*l, —1 

0/ i, i 

0, 0, — t 

±1. 1. 0 

±i, — 1. “1 
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(*’ !’ *) * o’ _ o' — «)’ P r0 P r * or i’ s * ma gi s arridet, etiam liaec <J’ J’ “) accipi 

potest. Quum forma prior indefinita sit, posterior definita, manifestum est, quam- 
vis formam ternariam indefinitam det. 1 aequivalere formae .cx-f- 2yr, quamvis 
definitam huic — xx — yy. — zz. 

II. Prorsus simili modo invenitur . quamlibet formam ternariam indefini- 
tam determinantis — .1 aequivalere formae — x.r-f- 2yz , quamlibet definitam 
huic *»-f-yy + z*- 

III. Pro determinante* 2 ex octo formis (II) statim reiici possunt secunda, 

se^ta et septima , quippe quae ex prima per solam indeterminatarum permutatio- 
nem oriuntur, similique ratione etiam quinta quae e tertia, et octava quae e 
quarta perinde proveniunt; tres reliquae cum sex formis I, tres classes consti- 
tuunt; scilicet (“• *’ J) transit in (J* ') per substitutionem j 'o'. V. # j formaque 

(*• '* — *) in 
e, o* 

/•,3, ix [«, i, iv », j, — 1\ i-».' n . ,1,-1, i 

•'* '0,— 1,0'’ '0,1, 'o, — 1,. », 0' 

resp. per substitutiones • 

i, o, 1 i, o, — i i, o, o | i, o, 0 [ i, a, o 

I, 3, 0 I, 2, 0 I 1, 2, —1 i 1, 1, 1 0, I, 2 

I, I, 0 1,1,0 |, I, — I I I, I, I I 0, I, 1 

Quaevis itaque forma ternaria determinantis 2 ad aliquam ex his tribus est redu- 
cibilis 

loco primae, si magis placet, etiam (J' J) accipi potest. Manifesto autem quaevis 
forina ternaria definita necessario aequivalebit tertiae — xx — yy — 2 zz, quum 
duae priores sint indefinitae; quaeris indefinita primae vel secundae, et quidem 
primae 2xx-\-2yz, si ipsius co£fficiens primus, secundps'et tertius simul sunt 
pares (quoniam facile perspicitur, talem formam per substitutionem quamcunque 
in similem formam transire, adeoque formae secundae aequivalere non posse), 
secundae xx-\-yg — 2 zz autem, si ipsius coSfficiens primus, secundus et ter- 
tius non simul pares silnt, sed unus, duo oumcsve impares (in talem enim for- 
mam ex simili ratione forma prima 2xx-\^i yz per.nuljam substitutionem trans- 
formabitis esse poterit). 


1, 1\ 

' <1. I. o / * i» ' 1 


' 0, o, o' 
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• . 

Quod igitur in^cxemplis artt. 273, 274 evenit, ut forma definita *•) 

determinantis* — 1 ad hanc xx-\-yy-\-zt x atque forma indefinita ( l J> ’*• J ) dete% 
minantis 2 ad Ixx — Igz si.ve (quod eodem redit) ad 1xx->r reduceretur, 
per disquisitiones praecedentes a priori praevideri potuisset. 

278. 

, Per formam ternariam , cuius indeterminatae sunt x, x f x", repraesentantur 
tum numeri, tribuendo ipsis a.’, x', x " valores determinatos, tum formae binariae 
per huiusmodi substitutiones 

x — mt-\- n u , x' — mt-Jf-nu, x“ — 

designantibus m, n, m' etc. numeros determinatos; t , u indeterminatas formae 
repraesentatae. Ad theoriam itaque completam formarum ternariarum require- 
retur solutio sequentium problematum : I. • Invenire omnes repraesentationes 

numeri dati per formam ternariam datam. II. Invenire omnes repraesentationes 
formae binariae datae per ternariam datam. III. .Diiudicure, utrum duae formae 
ternariae datae eiusdem determinantis aequivalentes sint, necne, et in casu priori 
omnes transformationes alterius in alteram invenire. IV. IJiiudicare utrum 
forma ternaria data aliam datam determinantis maioris implicet, necne, et in 
casu priori omnes transformationes illius, in hanc assignare. De, quibus proble- 
matibus longe difficilioribus quam analoga in formis binariis alio loco pluribus 
agemus: hic disquisitionem nostram restringimus ad ostendendum, quomodo 
problema primum ad secundum secundumque ad tertium reduci possit tertium 
vero pro casibus quibusdam simplicissimis .formahunque binariarum theoriam im- 
primis illustrantibus solvere docebimus; quartum hic omnino excludemus. 

t * * • f 

278. . . 

Lemma. Propositas tribus numeris integris quibuxeunqtte a , a': a" ( qui tamen 
non omnes simul =0); invenire sex alios fi, B\ II" . C. C, C" ita comparatos ut Jiat 

B'C — B"C' = a, B"C — BC" = d. B C‘— B'C — a" 

Sol. Sit a div. comm. max. ipsoriim a, d, a", aecipianturque integri 
A , A, A" ita ut fiat 

Au -p A'd-\~ A a" -= a 
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Porro accipiantur tres integri (5, 6 . G" ad lubitum ea sola conditione, ut tres 
juniori <&'A“ — S“A', Q"A -r- S A", S/l' — 6 VI, quos resp. per b, V, b" ipsorumque 
divisorem communem maximum per 6 designabimus, nou fiant simul = 0. Tunc 
ponatur 

ab " — a"b‘ — atiC, a”b — ab" = a6C', a b ' — ab = a t> C" 


patetque, ipsos C, C\ C fore integros. Denique accipiendo integros 33, 33', 33" 
ita ut fiat 

ponendo 


"8«+»v-f ara" — h 


et statuendo 


B = a8 — hA, B' — hA', B" = a3T — hA" 


hi valores ipsorum B, B, B ', C, C', C " aequationibus praescriptis satisfacient. 
Invenitur enim 

aB+aB'+a'B" == 0 ‘ 

bA + b'A'+ b“ A" = 0 untle bB + b'B'+ b"B" = a 

V ' • 4 

lam ex.valoribus ipsorum C', C" fit . 

a6{B'C"—B"C') = ab'B'— a'bB f — a"b B"-\- a VBT 

— a\b B + 6' B' -J-6" B") — b{a B a! B' a B”) = nlJ a 

adeoqne B'C" — B"C' — a\ similique modo invenitur 2TC — BC" = 

B C' — B'C — a". Q. E. F . — Ceterum analysis per quam haec solutio inventa 
est. nec non methodus ex una solutione omnes inveniendi, hic sunt suppri- 
mendae. 


Supponamus, formam binariam 


280 . 


att-+-2btu-\-cuu...y 
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cuius determinans = D , repraesentari per formam ternariam /, cuius' indeter- 
minatae x, x\ x", ponendo • a 

x = mt -\-nu , = x" = mt-\-nu 

ipsique f adiunctam esse formam F , • cuius indeterminatae X, X', X“. Tunc 
per calculum facile confirmatur (designando coCfficicntes formarum f, F per lite- 
ras peculiares) sivp etiam ex art. 263. 11. protinus deducitur, numerum D reprae- 
sentari per F ponendo 

■X — irin — iriri, X' — m"n — m ri’ , X" — m / — irin 

quae repraesentatio numeri D repraesentationi- formae 'f per f adiuncta com- 
mode dici potest. Si valores ipsarum X, X', X" divisorem communem non 
habent, brevitatis caussa hanc repraesentationem ipsius D propriam vocabimus, 
sin secus, impropriam , easdem denominationes- etiam repraesentationi formae <f> 
per /, cui illa repraes. ipsius D adiuncta est, tribuemus. Iam inventio 'omnium 
repraesentationum propriarum -numeri D per formam F sequentibus momentis 
innititur : 

» • 

I. Nulla repraesentatio ipsius D per F datur, quae non ex aliqua reprae- 
sentatione alicuius formae determinantis D per formam f deduci possit, i. e. tali 
repraesentationi adiuncta sit. 

Sit enim repraesentatio quaecunque ipsius D per F haec : X — L. 

X' — L', X” accipiantur per lemma art. praee. m . ni, m". n. ri, ri' ita 

ut fiat . > . ' . 

m'n—m"ri L, m"n — mri — L', m ri — mn = L " 

transeatque / per substitutionem ' •• 

x — «Frf- n m , x'~r=: m't-\-riu . x' =. rrit-\-riu 

in formam binariapi cp — n f t-{- 2 6/« -f- c m k ; Tunc facile perspicietur, D fore 
determinantem formae 'f ipsiusque repraesentationi per f repraesentationem pro- 
positam ipsius D per F adiunctam. 

Ex. Sit f —xx-\-xx-\-x"-tf', adeoque F— — XX— X'X' — X'X”; 
T) . —269; ipsiusque repraesentatio per F haec X *= 1. X'= 8. X"= 12; 
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hinc inveniuntur valores ipsorum m, m', m", hi — 20, 1, 1, — 12, 0, 1 

resp., atque 9 = 402 tt-\- 4S2 tu 1 45«« . 

II. Si 9, y sunt formae binariae proprie aequivalentes , quaevis reprae- 
sentatio ipsius D per F alicui repraesentationi formae 9 per f adiuncta, etiam 
alicui repraesentationi formae y j>er f adiuncta erit. 

Sint p, q indeterminatae formae y; transeat 9 in y per substitutionem 
propriam f,— ap -\-^q , u ~ yp-f-Sq , sitque aliqua repraesentatio formae 9 
per f haec 

= x — mt -)-«'« . x" — tn"l-\-n"u . . . (R) 

Tunc nullo negotio perspicitur, si ponatur 

dm-\-yn=g, a m-f-7 n' = g, am-{-yi( = g". 

h, — h', — h" 

formam y repraesentatum iri per f statuendo 

x — gp-^hq, x— g'p-\-h'q, x" — g"p + h"q . ,.(R') 

• * 

calculoque facto invenitur (propter a 8 — = esse 

gh" — g"K = m'n " — m ri, g"h — g h" — m"n — m h", gh'— gh == m «' — mn 

i. 'e. repraesentationibus R, R' eadem repraesentatio ipsius D per F adiuncta est. 

Ita in ex. praec. formae 9 aequivalere invenitur y = 1 3 pp — l0pq-\- 18 qq, 
in quam illa transit per substitutionem propriam t = — 3 jt> — |— , « — bp — 2^; 
hinc invenitur, repraesentatio formae y per f haec, x == \ q, x — ',\p -f- q, 
x" — 2 p — q, ex qua eadem numeri — 209 repraesentatio deducitur, a qua pro- 
fecti eramus. 

• - ft 

III. Denique si duae formae binariae 9, y determinantis D, quarum in- 
determinatae sunt /, u; p. q , per f repraesentari possunt, alicuique repraesen- 
tationi unius eadem repraesentatio propria ipsius D per F adiuncta est, atque 
alicui repraesentationi alterius, illae formae necessario erunt proprie aeqtiivalen- 

' tes. .Supponamus 9 repraesentari per f ponendo 

x — mt~Fnu, J y — m’t-\-nu 
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y Tero statuendo * s • 

x ~gp-\-hq, v — gp +• Kq , x = g“p^k"q ’ 

* * ► * * * ; * 4 , .* * * » 

atque esse . * 

i mn " — «V — q'H ~ L » 

1 m'n — mn" — g"h — g h’ — X' .. . ’ i • 

• f« n' — m'« =z gK — gh z=z L" ‘ \ ■ \ 

Recipiantur integri ita. ut fiat Ll-\- Ifl" , ponaturque 

h'1 " — ni' — M, > n"/ — ni" — M\ n V— nl — 3/" - . 

/’m" — rm' —'N, im — Im" ,= N', Im — l'm — JV" 

di-nique statuatur •• • .• • . v 

. •• g M+gM'^-g"M" = a,. AM+Or+Or == 6 

.r/A^/A^-f/A 7 " = y , A AT + A' A 7 ' ! + A" AT" = i\' 

Hinc facile deducitur . . 

' ; a m -f y» = g — l(g L -\-g'L-\-g%") = g 
•* (>m+£n = Ar-1(A J L+ 1 AX'+-Wj == * ' '* 

similique modo . . . v . . . • , 

a m'-\- y n = g, iS =f' K, .« m’-|- y n = g"‘ f> ui-j- £ n" = A’ 

, « „ • . • . * "• 

Hinc patet, mt-rl-nu, mt~\--nu , fn"t-^~n”u transire per substitutionem 

. .• .. ./ . . . 

t‘= ap-\-6q, u = yp-\-Bq ..■[&) 

in gp~\~ fyq gp -f- A<? . hq resp. , unde manifestum est, ’f transire per 

substitutionem 8 in eaqdem formam . in quam f transeat pqnendo . , . • , 

/4? ='gf^h<{, . x = g’p + Kq\ j? = gy + Kq ’ • 

adeOque in forinam y, cui. itaque aequiyalet: Denique per substitutiones debjta-s 
facile mvenitur .* ‘ \ ■ .•»■ , • .. ■ 

' ■? « ^(u+tiY+LVf V 1 . •' ' •' 

» , k • 

quocirca substitutio -8 est propria, fonnaeque <p, y proprie aequi vuloiUe». 

41 
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Ex }ii s observationibus- derivantur regulae sequentes ad inveniendum omnes 
repraesentationes proprias ipsius D per F: Evolvantur Omnes classes formarum 
binariarum determinantis D, et ex singulis una forma ad libitum eligatur; quae- 
rantur omnes repraesentationes propriae singularum harum formarum per / (re- 
iectis iis, ,quae forte per f repraesentari neqiieunt); et ex singulis hisce re(»raesen- 
tationibus deducantur repraesentationes numeri D per F. Ex I et II manife- 
stum est, ‘hoc modo omnes repraesentationes proprias possibiles obtineri, ndepquc 
solutionem esae completam; ex III, transformationes formarum c classibus di? 
versis certo producere repraesentationes diversas. 

. 2SK 

Investigatio repraesentationum, impropriarum numeri dati D per formam F 
ad casum praecedentem facile reducitur. Scilicet manifestum est, si D per nilllmn 
quadratum (praeter 1 )• divisibilis sit, tales repraesentationes omnino non dari; 
sin secus, metientibus ipsum D quadratis XX, pp, vv ete: , omnes repraesenta- 
tiones improprias ipsius D per. F •inveniri , si omnes repraesentationes proj>riae 
ntanerorum ^ etc. per eandem formam evolvantur , indetermina tarumque 

valores per X, p, s etc. resp. multiplicentur. ,, • . , ■ 

Hoc itaque modo inventio omnium repraesentationum numeri- dati per for- 
mam ternariam datam, quae alicui formae ternariae adiuuetu est, a problemate 
secundo pendet; ad hunc vero casum, qui primo aspectu’ minus lato patere rideri 
posset, reliqui ita' reducuntur. Sit D numerus repraesentandus ]>er formata 
(J' ][.,}, cuius determinans X, et cui adinneta est forma = f. Tunc 

huic rursus hdiuncta erit ^ ^„) — F. patetque, 'repraesentationes numeri 
XI) per F (piarum investigatio a praeco. |>endet) omnino identicas. esse cUm 

repraesentationibus numeri D per formam proj^isitam. Cetentfn quando 

omnes cogfficientcs .formae f divisorem -communem p habent, perspicunm est, 
omnes coCfficienfesTornjae F divisibiles esse j>er pp, quggirea etiam XI) per pp 
divisibili? esse debebit (alioquin nidlae repraesentationes durentur); repraescuta- 
tionesquo nnineri D per formam propositam coincident cuin repraesentationibus 
numeri pdr formam, quae oritur ex' F ,- dividendo singulos 'cogfficientcs per 
pp, quae forma adiuncta erit ei, quae. oritur ex /, dividendo singulos eoPifieieri- 
tes per! p. • * . . ■ 

Denique observamus, hanc problematis primi solutionem in unico casu, ubi 
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D — 0 , non esse applicabilem : hic enim omnes formae binariae determinantis 
D in multitudinem finitam classium non distribuuntfir; infra autem huhc casum 
ex aliis principiis solvemus. . . ■ ' • ■ 


• 2S>2. ... ■ . 

Investigatio repraesentationum formae binariae datae, cuius determinans 
non =0*), per ternariam datam pendet ab observationibus sequentibus: • 

■ * • - » . 

I. Ex quavis repraesentatione propria fprmae binariae [p, q, r) «= 9 deter- 
minantis D per ternariam f determinantis A' deduci possunt integri B. B' 
tales ut sit - 

BB=ilp, BB' = -^Aj, # J¥B' E Ar (mod.IT) 

i. e. -valor exprqxsionis y/A [p, — q, r) ( mod. ZJ), - Habeatur repraesentatio propria 
formae <? per f haec • • ' . 

x at+tiu, ■ x' = 8V, x" = 

«•* . * * »•*.'* * ' ’ * * ' 

(designantibus ,r,' x,-x"\ t. h- indeterminatas fptmarum /,<p)< dccipiqutur integri 
y, y\ yC ita ut . • • . * 

of'8')'y-{-{tt"8 — * 8“) 7 + ( a & — ct'8) y“ • . 

= k. fiat vel = -f* 1 vel =» — 1 , transcatquc f per substitutionem . 

• • • ‘ e f 

a, 6, y. ■ 

a, 8-', y' • ‘ . 

. ' . a", 8". f '• • ' . • . \ 

in formam (£• “■ £() t= g, cui adiuncta sit ■£,} = G. Tunc manifestum 

est, fore a = p, b" =5 q. d — r. A” = D. atque A determinantem formae g\ 
unde ' . • 

BB = Ap.+ 4 'D, J 3 U\— — A 9 -f B"D- BB’ = br + AV * 

Ita c.y. forma 1 9 < r — f— ti f « — 4 1 uu repraesentatur per xx-\-\ ! d-\-a/'x’ ponendo 
x — 3 f+ 5 .« , x' —Zt — 4 «, x" — t; unde statuendo y — — 1 , y'= l, y' — < l . 

*) Huno ca«um per mcthoduip aliquantum diversam tractaudum hoc loco brevitatis cauma praeterimus. 

41 * 
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eruitur B =* — t'34v B'=-27„ .sive valot (-r^ 171, 17) expr., y — 1(19. — 3,41) 
(mod..770).‘ • ; . . - - - • 

Hinc iam sequitur, si A — q, r) non sit residuum quadratum ipsius D. 
tp per nullam formam ternariam determinantis. A proprie repraesentabilem esse 
posse; in co itaque casu, ubi A, D inter «e primi sunt, A numerus characteristi- 
cus- formae «p esse debebit " . • * 


11. ' Quum, y, y, .y? infinite multis modis diversis doterminari possint, 
etiam alii atque alii valores ipsorum B , li' inde prodibunt, qui quem nexum 
ititer se habeant videamus. -Ponamus,- etiam S, ?,'o” ita comparatos esse > ut 
(ct'6"-ra”6')d-t- — a6")£'^-(alr — = f- fiat vel = + 1 vel — — t, 
formamque f transire per snjjstiuitiqnem . 


o,-. 6. c 

a, ' 6'.- «' • 
6 * 6 " 


in (*; ® • •") = g, cui adiuiieta (*■ ®,- *») = ©. Tunc g, g erunt aequivalerites, 
adeoque etiam G ct .©, et per applicationem ptaeceptorum-in artt. 269, ?70 tra- 
ditorum *) invenitur, si statuatur • . . 

* * • - 

(r'?'r f “)« + (r"a - r a ') *'+ (r - r’«! =■ f ' : 

• ‘ **''*.*• ' 

formam © transite in ■(?. per' substitutionem ' • , • 

k, 9, O 

, - 0 , k , 0 • / 

. _ C/ n-. * 

HinC erit ' • • • ‘ * 

\ * . £=ijfD+M»„ B' = A-99' 

.adeoque, propter fA = + 1 , vfel B = ©i B' s 8', vel B ~ — ®, 'U' = — 93' 
(mod. D)'. In casu priorr valores' (B, B'), (93, 93') aequivalentes .vocamus, in 
posteriori oppositos; repraesentationem formae f autem ad quemlibet vujorem 

*) Eruendo ex transf. formae' / in g, transformationem formae g in /; ex hac atque traW. ffrrtnar / 
in Q,- Irauaf. formae g in % , demique e* -hac, per transpositionem, transf. formae & in (i . 
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expr. \&{}K — q, r) [mod. D ) qui .ex ipsa per methodum ip f deduci potest, /xr- 
tintre dicemus.’ Hinc omnes valores, ad quos, eadetn repraesentatio pertinet, -vel 
aequi valentes erunt vel oppositi. 

III. Mce versa autem, si ut ante in I repraesentatio formae f [>er / haec 
j = a< + 6«etc. ad valorem -(B, B‘) pertinet, qui. inde deduritOr adipmento 
transformationis - , ■ . • • • . • 

. ‘ rt, (i. ■ y ; • . ' ' . 

", -.»-•* • . ' Aot**-*’ - •: * . ' ’ • • 

6". f ‘ • 

eadem quoque ad quemvis alium valorem (0,- 5T) pertinebit. <]Ui illi vel. aequiva- 

letis est- vel oppositus ; i. e. loco ipsorum y, V; y' alios integros e Cr, o" accipere 
, ' . ..,*..** * * *. ' ; • • ’ •. 
licebit, pfo quibus nequatiq. (QX ’ baete 

+ . a l>")V+[<tli'— a’6)c" *= rir t 

. ' ' • • .. . • , • . yj”* , • • « , 

locum habeat, et qui ita comparati sint, ut coefficiens 4 et 5 in forma ei aHiunfta 

in quam f per substitutionem {$) 

' • a , 6 , 8 . . ' 

• . 1 a\ . 

• ' . •' ’ -.a’, i", S' h •- ’ • .’ . 

* * • • 

transit, resp. fiant ^ ®\ 0'. . Statuatur enim-' ‘ 

' ±B = ‘$ + qZ), ±B'^$'+CD 

(accipiendo hic et ppstea signa superiora vel inferiora, prout valores B. 'B'). 
(®, ©') aequivalontes sunt vel oppositi), unde C, q erunt integri, tr&nseatque y 
per substitutionem • k • • • ..••••**• 

* 1, 0, C 


0, 1,‘ • q 

o' 




' ' ‘ ' • * • • . . . 
in 'forniam g , .cuius determinantem esse A , in ibrma adiuncta vero co£flicientefi 

4 et b .resp. fc= ©, ®’ fieri facile perspicietur. ' Fdciendo autem 

' • t ‘ at+*q±7 = d,- «’4ri-6'q±y s\. ■ a"C + S"n± 7" — • 
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• «Ii . • 

nullo negotio patebit . / per substitutionem (8) transire in g, atque aequationi 
(Q) satisfactum esse. • <3- E. 

• ' . 2S3. 

Ex, his principiis deducitur methodus sequens, omnes repraesentationes 
propriqs forniae binariae • 

=x. ptt-\-2qtu-\-ruu 

determinantis 'D ■ per ternariam /determinantis A inveniendi. 


I. Eruantur omnes valores diversi (i. e. non-aequivalentes) expressionis 
— j,,»*)(mod. D ). , .Hoc problema 'pro eo. casu. Ubi <p est forma primitiva 

atque A ad 'D primus supra (art. 283) solutum- est, casusque reliqui ad hunc 
facillime reducuntur, quam tamen rem fusius hic explicare brevitas non permittit.. 
Observamus tantummodo, quoti Cs A ad D primus sit, expressionem A [p, — q, r) 
residuum quadraticUBi ipsius D esse non posse, pisi <f fuerit forma primitiva. 
Supponendo enim 

A/> = BB — DA, —\q = BB — DB" } \r=^EB'—DA 

fit ' . . * 

{DB’—dq)*?3.tDA'+\p){DA-\-±r) 

• , » t 

hinc, per evolutionem et substituendo qq — pr pro £>., fit 

| qq — pr) (B”B”—AA)—& (.dp-f- 2B''q-\-A'r)-{^h& =. 0 

unde facile concluditur , sr p, q, r divisorem communem haberent, hunc etiam 
ipsum A A metiri ; tunc vero 1 ad D primus esse non posset. Quare p, q. r 
divisorem communem habere nequeunt, sive <p erit forma primitiva. 

II. Designemus multitudinem horum valormn per ■ w„ supponamusque, 
inter eos reperiri n vaLores; qui sibi ipsis opftositi sint (statuendo »—■«>, quando 
tales non adsunt). Tunc manifestum est, ex m — » reliquis valoribus binos 
semper oppositos fore (quoniptn cuncti valores Complete haberi supponuntur); 
reiiciatur e binis quibusque valoribus oppositis unus ad libitum . remanebuntque 
omnino valores ffm + n). Ita e. g. ex octo valoribus expr.. ^ — -I -( 1 », — 8.4 1) 
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(mod.770) his- (39, 23 7.}, (171,"— 27), '(269, — 83), (291, — 127). (—39, —237), 
(—171, 27); ( — 269, 83), ( — 291, 127), quatuor posteriores sunt reiiciendi, tam- 
quam quatuor prioribus oppositi. Ceterum .perspicuum est , si (B,'B’) sit valor 
sibi ipsi oppositus, 2 B, '1B' et. proin etiam 2 Ap, 1\q,2\r per D divisibiles 
fore; quodsi itaque A, D inter ste prinii sunt, etiam 2 p, 2 q, 2r j>er D divisi- 
biles erunt, et quum, per I, in hoc casu. etiam p, q, r divisorem communem 
habere nequeant, etiam 2 per D divisibilis esse debebit, quod fieri nequit nisi 
D vel — + 1 , vel = + 2» Quamobrem pro omnibus valoribus ipsius D maio- 
ribus quam 2 semper erit » = 0,- si 1 ad D est primus. ' 

*• « , ■* 

III. Ilis ita factis manifestum est, quamvis repraesentationem propriam 
formae 9 per / necessario ad aliquem e valoribus remanentibus pertinere debete, 
et quidem ad unicum tantum. Quare hi valores successive sunt percurrendi, ce- 
praesohtationesque ad singulos pertinentes investigandae. • Ut inveniantur reprae- 
sentationes ad valorem datum ( B , B') pertinentes, primo determinanda est forma 
ternaria y = (?• J»), cuius- determinans 5 = A' e,t in qua «=p, b" =^-q, a'c=r. 

ab — b'b” — B. a'U — bb” = B'', valores ipsorum b, b' hinc inveniuntur adiu- 
mento aequationum in II art. 276, ejs quibus facile perspicitur, in eo casu, ubi 
A, D inter se primi sint, b, b' a . necessario fieri integros (nempe quoniam hi tres 
numeri , multiplicati tum per D tum per 4 integros -producunt). Iam si vel 
aliquis cogfficientiuju b, b', b" fractus est, vel formae / g non sunt aequi valentiis ; 
nullae repraesentationes -formae 9 per /.ad ( B. B'} pertinentes dari possunt; si 
vero b, b', a" sunt integri , formaeque / g aequi valentes , quaevis transformatio 
illius in hanc, ut'. •“ .* • ' * 




» x 


it, fi , 

V. 6", 




f 



talem repraesentationum Suppeditat , puta . ' ' ' ’ 

x = • ti = (jt -f- 15 'm-, b’ = s a*t- 

inauifcstoque nulla hiiiusmodi repraesentatio exstare poterit, quae non e* aliqua 
transformatione deduci posset. Hoc itaque modo ea problematis secundi pars, 
quae investigat repraesentationes proprias, ad proldema tertium iam est reducta. 


« 

o 
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, IV.' Ceterum transformationes diversae formae f in ff semjier producunt 
repraesentationes divertat, eo sofe> casu- excepto, ubi valor (B, B') sibi ipsi op- 
positus est, in quo binae transformationes unicam seinpor repraesentationem sup- 
peditant. Supponende enim, f tran-sire in g etiam per substitutionem 


a, 

'a,. 

a", 


b\' 

6 "! 


S 

S' 


quae eandem repr. praebet ut transf. praCc.) , denotandoque per k, f . £ , q nu- 
meros eosdem ut in 11 urt. praec. , erit > 

,B ; = klB+.^lD, B' ■= MB^iin 

\ * * * % • * •• 

si .itaque vel uterque k. t supponitur .==•-)- f ,. vel uterque — — 1', erit (quia 

casum ‘D — Q enclusimtisj £ s= 0. ij_= 0. uilde facile sequitur 0 = y, £'’== y\ 
6" y': quare illae duae transformationes iit ea solo cusu diversae esse possunt, 

ubi alter numerorum i ,!• est +1, alter — l ;' tunc erit B =5 — B. B'~ — B'. 
(mod. D)\ sive valor t B- B') «ibi ipsi oppositus. , ]• 

• . V. Kx iis, quae supva (art. 271) de criteriis formarum definitarum et inde- 
finitarum tradidimus, 'facile sequitur, st- A sit positivus, D negativus, atque 'f. 
forma negativa, g- fleri firmant definitam negativ/un; si vero A sitqrosijtivu», at- 
que vel D poritivvps, vel D negati.tus et 'f forma positiva, g evadere formatu 
indefinitum. latu quum f, g certo aequivaleutes esse nequeant, nisi respectu 
huius q utilitatis similes sint, manifestum eat, 'formas binarias determinantis posi- 
tivi nec non positivas, per ternariam negativam proprie repraesentari' non posse, 
neque formas binarius negativas per ternariam indefinitam determinantis positivi ; 
sed- per formam ternariam prioris posteriorisvq speciei unice binarias posterioris 
priorisve resp. Simili modo concluditur, per formam ternariam determinantis 
negativi definitam' (i. e. positivam) unice repraesentari binarias positivas-, per in- 
definitam unice negativas et formas det. positivi. _ 


. 28 f. • 


» » • , 
Quunr repraesentationes impropria* formae . binariae 9 determinantis B 

}>er ternariam f, cui adiuncta est F, eae sint.: e* quibus repraesentationes 
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impropriae numeri D |>er formam F sequpntur, 9 per / manifesto nequit im- 
proprie rgpraeseitjpri. nisi D faetores quadratos implicet. Ponamus, omnia qua- 
drata ipsum D metientia (praeter 1) esse ee, et, e'* e" etc. (quorum multitudo fi- 
nita erit, quia supponimus, non esse D == o), praebebitque quaelibet repr. impr. 
formae 9 per f repraesentationem numeri D por F, in qua valores indetermina- 
tarum aliquem e numeris e, e, e" etc. pro divisore communi maximo habebunt; 
hoc respectu brevitatis caussa quamvis repr. impr. formae 9 ad divisorem quadra- 
tum ee vel e e vel e' e etc. pertinere dicemus. ‘Iam omnes repr. formae 9 ad eun- 
dem divisorem quadratum datum ee (cuius radicem e positive acceptam supponi- 
mus) pertinentes per regulas sequentes inveniuntur , ex 'quarum demonstratione 
synthetica, pi^pter brevitatem hic praeferenda, analysis per quam evolutae sunt, 
facile restitui poterit. '• • • •. • * • 

Primo eruantur omne§ formae binariae determinantis , quae in formam 9 
transeunt per substitutionein propriam talem T — xt-\-Xu, U — p«, designan- 
tibus T, U indeterminatas talis formae; t, u indet, formae 9; x, p integros 
positivos (quorum productum itaque =e); X integrum positivum minorem quam 
p (sive etiaiu citram). Hae fotmae, cum transformationibus respondentibus,, ita 
iflvcnluntur : • . . 

• Aequetur x successive singulis divisoribus ipsius e positive acceptis (inclu- 
sis etiam I et e), fiatque p — ; pro singulis valoribus determinatis ipsorunr x, 

p tribuantur ipsi X omnes valores -integri sv 0 usque ad p — I , quo pacto omnes 
transformationes eerto habebuntur. Iara forma, quae per quamvis substitutionem 
T xf-+~Xw, U = p» in 9 transit, invenitur investigando formam, in quam 9. 
transit per hanc t = -j- T — ~ V , . « = ^ U\. §ic formae singulis transformationi- 
bus respondentes obtinebuntur; sed ex omnibus his formis eae tantum retinendae 
sunt . in quibus omnes tres cotffficienfes evadunt integri # ). 

• ' 

> .’ Secundo ponamus <t> esse aliquam ex hisce formis, quae in 9 transeat per 

subst. T = xf-(-Xu, U p«; investigentur omnes repraesentationes propriae 

% • 

' •“ • ~ . • I * . 

*) Si de hoc problemate fusius agere hic licertJt , solutionem admodum contrahere possemus. Id statiiri 
ohyipm est. pro x alios divisores ipsius r accipere non esse necessarium, nisi quorum quadratum metiatur 
exefficientem primum formae 9. Ceterum hoc problema, ex quo etiam solutiones simpliciores probi, artt. 2 »3, 

214 deduci possunt, alia occasione idonea resumere nobis resetvamu*. 

42 
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fomiiie <t> j>er f (si quke dantur) , exhibeanturque indefinite per 

• x => a T+©t7, x = sr r+S'£7, x r = WT+ &u . . .*(#) 


denique ex singulis (SR) deducatur repraesentatio 

,r==at-|-fiM, x' — a't-\- 6'», af = (p) 

• * • 

. per aequationes 

ct ;=.xSl, a' = x8f, a' = x«r (B) 


fi'=X3l-4-|i©, fi' = XST+p©', fi” = X3T-f p.©" 

Eodem prorsus modo , ut forma 4> , tractentur formae reliquae per regulam pri- 
mam inventae {si plures adsunt) , ita ut ex singulis cuiusque repraesentationibus 
propriis aliae repraesentationes deriventur, dicoque,.hoc modo prodire cunctas 
repraesentationes formae, -p ad divisorem e e pertinentes , et quidem quamlibet 
semel tantum. • ■ * 

Dem ; I. Formam ternariam f per quamvis substitutionem (p) revera 
transire in <f, tam obvium est, ut explicatione ampliori non opus sit; quam- 
libet autem repr. (p) esse impropriam et ad divisorem e e pertinere, inde patet, 
quod numeri ot'g" — a.''fi', a"fi — ag", ag' — a'g resp. fiunt = e(8'©" — 31"©'), 

e (31"© — 3t©"), e(3t©' — 3T©), unde illorum divisor comm. max. manifesto erit 
< * 
e (quoniam (91) est repraesentatio propria)). • 

IT. Ostendemus, ex quavis repraesentatione data (p) formae -^, inveniri 
posse repraesentationem propriam formae determinantis — , inter formas per re- 
gulam primam inventas contentae, sive ex valoribus datis ipsorum a, a, a", g, fi', fi" 
deduci posse valores in tegros ipsorum x, X, p, conditionibus praescriptis , atque 
valores ipsorum 31, 31', ST, ©, ©', ©", aequationibus (B) satisfacientes, et qui- 
dem unico tantum modo. Primo statim patet ex tribus aequ. primis in (B) , pro 
x accipi debere divisorem communem maximum ipsorum a, a', aC signo positivo 
(quum enim 3f©" — 31"©’, 3T© — 31©”, 31©' — 31'© divisorem communem non 
habere debeant, etiam 31. 31', 31" div. comm. habere nequeunt); hinc etiam 
31, 31', 31" determinati erunt, nec non p. = ^ (quem necessario integrum fieri 
ft»cile perspicitur). Ponamus., tres integros a < a', a" ita acceptos esse , ut fiat 
o$l + a : Sr+a"8r = t, scribamusque brevitatis caussa fc . pro a © a'©'-f- o"©". 
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Tunc ox tribus ultimis aeq. (ii) sequitur, esse debere fl E»— J— a't>'— )— q" 6" = X-)- (jut. 
unde . statim patet, pro X unicum tantummodo valorem inter limites 0 et p — 1 
situm dari. Quo facto quum etiam 10, 3)', 33" valores determinatos nanciscantur, 
nihil superest , nisi ut demonstremus , hos semper hinc integros evadere. Fiet 
autem 


33*= i(d — X31) = 1(6(1— o3l) — 9l(a'6'-f-a'6")) + 9U 
= .i(a"(r6 — 916") — Q '(3lg'— 2l'6)) + 2l* 

= 1 (a"{a"6 — a 6") — a'(a 6'— «6)) > 91 k 

critque ailgo manifesto integer, similiterque facile confirmatur, etiam ipsos 50'. 93" 
valores integros nancisci Ex his ratiociniis 'colligitur, nullam repraesentatio- 

nem impropriam formae *p per /, ad divisorem e e pertinentem, exstare .posse, 
quae per methodum traditam vel non vel pluries obtineatur. . . 

Quodsi iatn eodem modo reliqui divisores quadrati ipsius D tractantur, 
repraesentationesque ad singulos pertinentes eruuntur, cunctae repraesentationes 
impropriae formae per f habebuntur. 

Ceterum ex hac solutione facile deducitur, theorema ad finem. art. praec. 
pro repraess. propriis traditum etiam ad improprias patere , ■ scilicet generaliter 
nullam formam binariam positivam det. negativi per ternariam negativam reprae- 
sentari posse etc. ; patet enim, si tp sit forma talis binaria, quae propter illud 
theorema per f proprie repraesentari neqqeat, etiam omheS formas determinan- 
tium ~ etc. , ipsam 'f implicantes per f proprie repraesentari non posse, 
quum hae formae omnes determinantem eodem signo affectum habeant dt f . et. 
quoties hi determinantes negativi sunt, vel omnes evadant formae positivae vel 
negativae , prout rp ad illas vel ad has pertinet. 


285. 

De quaestionibus problema tertium nobis propositum constituentibus (ad 

* • * 

quod duo priora in praecc. sunt reducta) , scilicet propositis duabus formis terna- 
riis eiusdem determinantis^ diiudicare, utrum aequivalentes sint necne, et in. casu 
priori omnes transformationes alterius in alteram invenire, pauca tantum hoc loco 
inserere possumus . quum solutio completa ; qualem pro problematibus analogis 
in formis binariis tradidimus, hic adhuc maioribus difficultatibus sit obnoxia. 

42 * 


Digitized by Google 



[>K FORMIS SECUNDI ORADCS. 


:»2 

Quamobreni ad quosdam casus particulares, propter quos praecipue hqpcce di- 
gressio instituta est disquisitionem nostram limitabimus. 

1 Pro determirante +1 'supra ostensum est. omnes formas ternarias in 
duas classes distribui, quarum altera omnes formas indefinitas, 'altera omnes de- 
finitas (negativas) contineat. Hinc statim concluditur, duas formas ternarias 
quascunque det. 1 aequivaleutes esse, si vel utraque sit definita vel .utraque inde- 
finita; si vero altera sit definita, altera indefinita, aequivalentiam locum non 
habere (propositionis pars posterior manifesto valet generaliter pro -formis deter- 
minantis cuiuscunquc). Simili modo duae formae quaecunque determinantis 

— I - certo aequivalebunt , si vel utraque definita est, vel utraque indefinita. — 
Duae formae definitae determinantis 2 semper aequivalebunt; duac.jndefinitae 
non aequivalebunt, si in altera tres cocfficientes primi omnes pares, sunt, in altera 
vero non omnes sunt pares; in casibus reliquis (si vel utraque tres cocfficientes 

primos simul pares habet, vel neutra) aequivalebunt • Hoc modo adhuc multo 

plures propositiones speciales exhibere possemus, si supra (art. 27-7) plura exempla 
evoluta fuissent. ■ . . 

II. Pro omnibus hisce casibus poterit etiam, designantibus f, f formas 
ternarias aequivaleutes, transformatio una alterius in alteram inveniri. Nam pro 
omnibus casibus \n quavis classe fotinarum ternariarum multitudo satis parva fur- 
inarum supra assignata est, ad quarmn aliquam' per pie thodos uniformes quaevis 
forma eiusdem classis reduci -possit; has omnes ad unicam reducere ibidem docui- 
mus. • Sit I' liaec forma in oa -classe,, in qua sunt f , ■/’, potcruntqne per prae- 
cepta supra "tradita inveniri transformationes formarum f, f'- in F, nec non for- 
mae F' In f, f'. Hinc per art. 270 deduci poterunt transformationes formae / 
in f' fotmaeque f' in f. - •• • . 

III. Superesset itaque tantummodo, ostendere, quo pacto ex una transfor- 
piatione formae ternariae f in aliam f omnes transformationes possibiles derivari 
possint.' IIoc problema pendet ab alio simpliciori , scilicet invenire onuies trans- 
formationes 'formae ternariae f in se ipsam. fjimiriun Si f per plures substitu- . 
tiones (r), (r") eic. in sc ipsam et per substitutionem (f; in • f’ transit, pa- 

tet si ari normam art. 270 combinetur transformatio (f) cum (r), (t'), {~") etc., 
prodire transfbrmationes, per quas omnes f in f transeat; praeterea per calculum 
favile probatur, quamvis transformationem farinae f in f hoc modo deduci posse 

e combinatione transformationis datae (I) formuc f in f’ cum aliqua (et quidem/ ’i 

V. ^ 
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unica) Ipinsformatiohe formae f in se ipsam, adeoque ex combmatione transfor- 
mationis datae formae f in f' eum omnibus transformationibus formae f in se ip- 
sam oriri omnes transformationes formae /in /', et quidem singulas semel tantum. 

* * • f , 

% 

Investigationem omnium transformationum formae / in sd ipsam ad eum 
casuiq hic restringimus, ubi f est forma definita, cuius cogfficientes 4, 5. 6 omnes 
= 0*). Sit itaque f ==’(“> exhibeanturque onmes substitutiones, per 
quas f in se ipsam transit, indefinite per ' ’ 

• a, d, y 

a, S*. ‘ • * 

ft ’V • > 

a , 6 , y 

ita ut satisfieri debeat aequationibus . . ‘ . • 

» J ' • 

a an -\- a a a a a a — a ... (Q) 

a 6 6 + a' 6 ' 6 '-|- a'' 6 ''{T — a . 

«yt'+AY+«Y/ = «' 

a a 6 - f- oW -f- a"a"6" = 0 

a a y + a'a'y'-f- o'et"/ =0 • . ’ 

V 6 y d'ti’y'-\- «”*>’/' = o 

Ium tres casus sunt distinguendi- • , • < 

I. Quando a, a, a" (qui idem signum habebunt) omnes sunt inaequales, 

supponamus a O a, d<^d' (si. alius magnitudinis ordo adest , eaedem' conclu- 
siones prorsus-simili modo eruentur). Tunc aequ, prima in (Q) manifesto requirit, 
ut sit a == d\ => 0. adeoque a = 3 / 1 ; hinc per aequ. 4, 5 erit f> — 0 . y = 0; 
similiter ex aequ. 2 erit S 1 * = 0 , et proin & = +i ; hinc fit, per aequ. fi, 
Y’ = 0. et per 3, 1 , ita ut (ob signorum ambiguitatem indepeudentein) 

omnino habeantur 8 - transformationes diversae. 

II. Quando e numeris u,d,a" duo sunt aequales , e. y- d == o", tertius 
inaequalis , supponamus 

primo a < d . Tunc eodem modo ut in casu pracc. erit a’ = 0 , a" — 0 , 
a — +1, 6 = 0 ,_. y =^'0 ; ex aequ. 2, 3, 6 autem facile deducitur, esse debere 

*) -Casu* reliqui ubi f est forma definita, od hunc reduci possunt ; si vero / est forma indefinita , metho- 
dus omnino divena adhibenda . transformationumque multitudo infinita <*rit. ' 
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vel 8' = 7' = 0, 8" = 0, 7" = ±1, vel 8' = 0, 7' = + 1, 8"$== 4-,l. 

y' = 0. 

Si vero, secundo , a > a', eaedem conclusiones sic obtineatur: ex aequ. 2 , 3 
necessario erit 8 — 0, y = 0, et vel 8' = + i , y' == 0, 6" 0, y“ — 4*- 1, 
vel 8’ = 0, y* = + 1 , 6" = + I ; y' = 0; pro suppositione utraque ex aequ. 
4 , i -erit a' = 0 , a” = 0 , atque ex 1 , a = + 1 . Habentur itaque , pro, utro- 
que casu, 16 transformationes diversae. Duo casus reliqui, ubi vel a — a", 

vel .0 — a, prorsus simili modo absolvuntur, si modo characteres a, a, a" in 
priori eum 8, 8', 8", in posteriori cum y, y', y' resp. commutantur. 

111 . Quando omnes a, a, a aequales sunt,' aequationes 1 , 2,3 requirunt, 
ut e tribus numeris a, a, a", nec non ex 8, 6', 8”, ut et ex y, y', y" bini sint 
= 0. tertius — + 1 . Per aequ. 4 , 5,6 autem facile intelligitur, e tribus numeris 
a. 8, y unum tantummodo = ,4; 1 esse posse, similiterque ex a', 8', y', nec 
non ex a r , 8’, 7*. Quamobrcm sex tantummodo combinatioues dantur . 


a 

a 

a! 

a 

d 

\ a" 

= ±1 


8' 

6" 

8 

er 

8 

6' 

= ±1 

CoSfficienteS seni reliqui = 0 

T* 

Y 

7" 

r 1 

Y 

r 

= ±1 



ita ut ob signorum ambiguitatem omnino 48 transformationes habeantur. _i_ Idem 
typus etiam casus praecedentes complectitur : sed c sex columnis primis prima 
sola accipi debet, 'quando a, a, a" omnes sunt inaequales; columna prima et se- 
cunda, quando d.^d\ prima et terfia, quando a — a\ prima et sexta, quando 

a = a.'. ■ 

Hinc colligitur, si forma fy= axx-\-axx-\-ax!x in aliam, aequi valentem 
f transeat per substitutionem . 


«*• = 4- e/4- 4/. * — 4- e/4- 4/\ * = 2/ 4- £"/4- 4/” 

omnes transf. fonnae f in f contineri sub schemate sequente : 


x 

x' 

x" 


I X 

X 

x’ | .c' 

x" [ 

ff 



, 

X 

X 

m 

x" | tr 

x 

X 

X 

x 1 x 

X 


= ±’(«>+«V4-ty) 

eo discrimine, ut sex columnae primae omnes adiabendae sint, quando a = « — a”; 
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column» 1 et 2, quando a, a" aequales, a inaequalis; 1 et 3, quando a — a; 
t et 6 , quando a = a'; denique columna prima sola, quando a, a, a " omnes 
inaequales. In, casu primo transformationum multitudo erit 48, in secundo, ter- 
tio et quarto 16, in quinto 8. 



QUAEDAM APPLICATIoms AD THEORIAM FORMARUM BlttARIARUM. 


De invenienda forma, e cuius duplicatione forma binaria data generis principalis oriatur. 


Ab hac succincta primorum elementorum theoriae formarum ternariarum ex- 
positione ad quasdem applicationes specialps progredimur, inter quas primum lo- 
cum meretur sequens _ _ • 

. * * • » 

286. . • 

Problema. Proposita forma binaria F — (A, B, C) determinantis D ad 
penus principale pertinente: invenire formam binariam f. e cuius duplicatione illa 
oriatur. ‘ . 

Sol. 1. Quaeratur repraesentatio propria formae ipsi F Oppositae F' = 
ATT — 2 BTU-\-CVU per formam ternariam xx — 2 yz. quaesit 

x=.aTf-6U, y = aT+$'U. z±=a"T+6"U 

quod fieri posse e theoria praec. formarum ternariarum facile colligitur. Quum 
enim F per hyp. sit e genere principali , dabitflr valor expr. ^{A. B, (T) (mod. D), 
unde inveniri poterit fbrrna ternaria f determinantis 1 , in quam [A, — B, Cj tam- 
quam pars ingrediatur, cuius formae coefficietites omnes fore integros nullo nego- 
tio perspicietur. Aeque facile intelligitur. <p -fore formam indefinitam (quoniam 
per hyp. F certo non est forma negativa); unde necessario formae xx — 2 yz ae- 
quivalens erit. Assignari poterit itaque transformatio huius in illam , quae re- 
praesentationem propriam formae F' per xx — 2y z suppeditabit. Tunc igi- 

tur erit 

f A = a a — 2a'o", — B — a6-^a€" — a"6'' C = 66*— 2 6'6'’ 


V * 
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jiorro designatis numeris afi'— «'6, a'6" — ali'. a"6- d6" jier «,4.r resp. 
divisorem communem non habebunt, eritque I) = bh — Ia c. 

II. Hinc adiumento observatiouis ultimae art, 235 facile ^oncluditnr . 
transire per substitutionem 2 6', 6, 6. 6"; 2«', a, a, a" in productum formae 
(2a, — b, c ) in se ipsam, nec non per substitutionem 6', 6, T», 26 "; a, n, a, 2 «" • 
in productum formae (a, — b, 2c) in se ipsam. Iam divisor communis maximus 
numerorum 2 a, 2 b, 2 c est 2; si itaque c est impar, 2 a, 2 4, c divisorem com- 
munem non habebunt, sive (2 a, — 4, c) erit forma proprie primitiva; similiter, 
si a est impar „ (a, — 4. 2c) forma . proprie primitiva erit; in casu priori F ori- 
tur ex duplicatione forfnac (2n, — 4, c), in posteriori ex duplicatione formae 
(a, — 4, 2c), (V. conci. 4. art. 235); unus vero horum casuum certo semper locum 
habebit, tji enim uterque a, c esset par, 4 necessario foret impar; ium facile 
confirmatur , esse 6"a +-6 4 -f- 6'c — 0. . a"a -\-ab-\-ac ■= 0 , aude sequeretur, 
64, ab, adeoque etiam a et 6 esse pares. Hinc autem A et C forent pares, 
quod esset contra hypothesin . secundum quam F est forma e genere principali 

adeoque ex ordine proprie primitivo Ceterum fieri etiam potest , ut tum a 

tum c i pipares sint, in qno itaque casu duae statiin formae habebuntur, e qua- 
rum duplicatione F oritur. 


Kc. Proposita sit forma F — (5. 2, 31), det. —151. Valor expres- 
sionis ^(5,2.31) hic invenitur (55,22)'; hinc- forma ternaria ^ *J* J); 

huic per praecepta art. 27 2 aequivalens invenitur forma ( J- J* — J ) , quae in 
'f transit per substitutionem Hinc. adiUmento transformationum 

in art. 277 traditarum invenitur, ( J* •) transire in <p per substitutionem 

] I; — Ii o{. Fit itaque a = 1 1 ,* 4 — — 17, e = 20; quare quum a sit impar, 
F oritur ex duplicatione formae (11, 17, 40 transitque iri productum huius for- 
mae in se ipsam |>er substitutionem ' — >1, — 7,‘ — 7. — IS; 2, 3, 3, 2. 

. 1 • . " , • '• > • ' 1 • • 

Omnibu* characteribus. praeter e».%, qui in artt. 2«3, 2«4 impnsttibtlei inventi lunt, genera revera re/tpotidenf . 

• ' • 287. 

. Circa problema in art. praec. solutum sequentes adhuc annotationes adii- 
cimus. 

'I. Si forma F }>er .substitutionem p, p, p", p " ; q, q . q", q" in productum 
e duabus formis (A, «. k), |A'. i', k") transformatur, (utraque uti semper supjm- 


p 
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Vtl 

• nimus proprie accepta), linhi 
1 ducendae: ' 

. -m-i * 


u/ 


tui aequationes ex conci. 3 art. 235 facile de- 


p"hn' — pliii — p i n'—i'n) — 0 
(p" — i ’«) — p(fc ii ' — k'n) -(- p" ( h n' — A») — 0 
^ p'ktf — - p"k'n — p" (i n — t'*t) = o 


tresque aliae ex his per commutationem numerorum p, p, p”, p"' cnm q. q, q", q" 
oriundae; ii-.n' sunt radices quadratae positivae e qUotientibus prodeuntibus, si 
determinantes formarum (A, i, A), (A', A") per det. formae F dividuntur. Si 

itaque liae forinae sunt identicae sive « = i»', A — A', i = i', k - k', illae 
aequationes transeunt in lias: ■ > . • 

(/>" — p')hn ■=■ 0. {p" — p' in — 0, {p ’ — p’)kn — 0 

unde erit necessario p' — p", prorsttsque simili modo q' — q". Tribuendo 

itaque formis (A, i, k), [h', »', A') easdem indeterminatas t, «, designandoque in- 
determinatas formae F per T, U, transibit F per substitutionem 


T = ptt+2ptu+p~uu. U = qt t 2q't u-\- q'" u u in {htt-\-2itu-\- kuu)\ 

• . . • • • • • 

II. Sifbrma F oritur e duplicatione formae/, orietur etiam e duplicatione 
cuiusvis alius formae cum f in eadem classe contentae sive classis formae F e 
duplicatione classis formae./ (V. art. 238). Ita in ex. art. praec. (5, ; 2, 31) orie- 
tur etifim c duplicatione formae (1 1, — 5, 16), ipsi (11, 17, 40) proprie aequiva- 
lentis. Ex una classe, per cuius dupl. classis formae F oritur, omnes (si plures 
dantur) inveniuntur adiumento probi. 260; in exemplo nostro ulia huiusmodi clas- 
sis positiva non dabitur, quia una tantummodo classis anceps proprie primitiva 
positiva det. — r- 1 5 1 exstat (puta principalis) ; quum e conquisitione classis unicae 
ancipitis negativae (—i, 0, — 151), cum classe (11, — 5, 16) oriatur classis 
( — II, — 5, — 16), haec erit unica negativa, e cuius duplicatione classis (5, 2, 31) 
oritur. 


III. Qu,um per solutionem ipsam probi, art. praec. evictum sit. quamvis 
classem formarum binariarum proprie primitivam (positivam) ad genus principale 
jiertinentem ex alicuius classis pr. prim. eiusdem det. duplicatione oriri posse: theo- 
rema art. 261, per quod certi eramus, ad minimum semissi omnium characterum 

43 
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pro determinante non-quadrato dato , D assignabilium genera proprie primitiva 
'positiva) respondere non posse, eo iam ampliatur, ut praecise semissi omnium ho- 
rum characterum talia genera revera respondeant, alterique ideo semissi nulla re- 
spondere possint (V. demonstr. illius theor.). Quare quum in art. 264 omnes illi 
characteres assignabiles in duas species P, Q aequaliter distributi sint, e quibus 
posteriores Q formis pr. prim. (positivis) respondere non posse probatum erat, de 
reliquis autem P incertum maneret', an singulis genera semper revera responde-^ 
rent: nunc hoc dubium penitus est sublatum , certiquc sumus , in toto characte- 
rum complexu P- nullum adesse, cui genus non respondeat. — Hinc facile quo- 
que deducitur , pro determinante negativo in ordine pr. prim. negativo , m quo 
omne» P impossibiles solosque Q possibiles esse in art. 264 , 1 ostensum est. 
omnes Q revera possibiles esse. Designante enim K characterem quemcunque 
ex Q, f formam arbitrariam ex ordine pr. prim. neg. formarum det. D, atque K' 
ipsius characterem, hic erit ex Q; unde facile perspicitur, characterem ex K, K' 
compositum (ad normam art. 246) ad P pertinere, adeoque formas pr. primitivas 
jwsitivas det. D exstare, quae ei respondeant; ex compositione talis formae cum 
f manifesto orietur forma pr. prim. neg. det. D, cuius character erit K. — Pror- 
sus simili ratione probatur, in ordine improprie primitivo eos characteres, qui per 
praecepta art. 264 11. III soli possibiles inveniuntur, omnes possibiles esse, sive 

sint P sive Q. Ilaecce theoremata, ni vehementer fallimur, ad pulcherrima 

in theoria formarum binariarum sunt referenda, eo magis quod licet summa simr 
plicitate gaudeant, tamen tam recondita sint ut ipsarum demonstrationem rigoro- 
sam absque tot aliarum disquisitionum subsidio condere non liceat. 


Theoria decompoeitioni» tum numerorum tum formarum binariarum in tria quadrata. 

Transimus iam ad aliam applicationem digressionis praecedentis , ad dis- 
cerptionem tum numerorum tum formarum binariarum in terna quadrata, cui 
praemittimus sequens 

286. 

Probum a. Designante M numerum positivum , invenire conditiones sub qui- 
bus formae binariae primitivae negativae determinantis — M dari possint, quae sint 
residua quadratica ipsius M sive pro quibus I sit numerus characteristicus. 


Digitized by Google 


dbcompositio formarum hixarjarum d» tria quadrata. 339 

Sol. Designemus per fi complexura omnium characterum particularium, 
quos praebent relationes numeri 1 tum ad singulos divisores primos (impares 
ipsius M tum ad numerum 8 vel 4 , quando ipsum M metitur; manifesto hi cha- 
racteres erunt Rp, Rp, Rp" etc. , denotantibus p, p, p" etc. illos divisores 
primos, atque 1,4 quando 4; 1 , 8 quando 8 ipsum M metitur. Praeterea uta- 
mur literis P, Q in eadem significatione ut in art. praec. sive ut in 264. Iam 
distinguamus casus sequentes. 

I. Quando M per 4 divisibilis est, fi ent character integer , patetque ex 
art. 233 V, 1 talium tantummodo formarum numerum charae teristicum esse posse, 
quarum character sit Q. Sed manifestum est, Q fore characterem formae prin- 
cipalis (1,0, M) , adeoque ad P pertinere et proin formae proprie primitivae 
negativae coni (ictere non posse; quare quum formae improprie primitivae pro tali 
det. non dentur, nullae omnino fornaae prim. neg. in hoc casu dantur, quae sint 
residua ipsius 5/. 

II. Quando M == 3 (mod. 4) , prorsus eadem ratiocinia valent ea sola ex- 

ceptione ut in hoc casu, ordo improprie primitivus negativus exstet, in quo cha- 
racteres P vel possibiles erunt, vel impossibiles, prout M = 3 vel ^7 (mod. S), 
V. art. 264, III. In casu igitur priori in hoc ordine genus dabitur, cuius cfla- 
ractcr sit Q , unde 1 erit numerus oharacteristicus omnium formarum . in ipso 
contentarum ; in casu posteriori nullae omnino formae negativae hac proprietate 
praeditae dari poterunt. . 

III. Quando M =1 (mod. 4), Q nondum est character completus, sed 
insuper accedere debet relatio ad numerum 4 ; patet autem , Q necessario in 
characterem formae, cuius num. char. sit 1, ingredi debere, et vice versa, formam 
quamvis, cuius character sit vel fi; 1,4, vel fi ; 3, 4 ,' habere numerum char. I. 
Iam fi; 1,4 manifesto est character generis principalis, qui ad P pertinet adeo- 
que in ordine pr. prim. negativo impossibilis est; ex eadem ratione Q; 3, 4 ad Q 
pertinebit (art. 263), unde ipsi in ordine pr. prim. negativo genus respondebit, 
cuius formae omnes habebunt num. char. I . Ordo improprie primitivus in hoc 
casti , ut in sequente , non datur. 

•IV. Quando M = 2 (mod. 4) , ad Q accedere d%bet relatio ad 8 , quo fiat 
character completus , puta vel. 1 et 3, 9, vel 5ef7,8, quando M = 2 (mod. 8); et 
vel lcf7,S, vel '3ef5,^, quando M = 6 (njod. 8). Pro casu priori character Q; 
le/3. 8 manifesto pertinet ad P, adeoque Q; 5 7 , 8 ad Q, unde ipsi respon- 
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:W) 



< genus pr. prini. neg. ; similique ratione pro posteriori unum gemfc i» ordine 
pr* prim. negativo dabitur, cuius formae proprietate praescripta^ 



cuius character 2; 3e<5,8. 


-Vi 

gpfc 





■4 *r.‘ 

Ex ilis colligitur-, formas primitivas negati vos* det. — .1/ ^bitrum numerus 
characteristicus sit 1, dari, quando M alicui numerorum l , 2 , 3, 5, (5 .secandum 
modulum 8 congruus sit et quidem in unico semper genere, qftQdfrti proprium erit 
quando M ^=3; tales formas omnino non -dari, quando .tf ~0, -l v**l 7 (feod. 8 ). 
Ceterum pianifestum est , si ( — «. — b, — e) sit forma primitiva negaWa , cuius 
num.char. -f-l, (a, 6, c). esse formam primitivam jiositivam, cuius num. chnr. — 1; 
hinc perspicuum est, in quinque casibus prioribus (quando jf = 1,2, 3, 5, 6) dari 
genus unum primitivnm .positivum, cuius formae habeant num. char. — 1, et qui- 
dem pro M s 3 improprium, in tribus reliquis vero (quando M = 0,4,7) ta- 
les formas positivas omnino dari non posse. 


. . • • 289. ‘ • . 

Crea repraesentationes proprias formarum* binariarum |>er- ternariam 
ix-\-gg-j-zz — f , e theoria generali in art. 282 tradita colliguntur 'haec: 

I. Forma binaria r f per f proprie repraesentari nequit , nisi fuerit forma 

positiva primitiva, atque — 1 (i. e. det. formae f ipsius numerus characteristicus. 
Quare pro determinante positivo, nec non pro negativo — Jf, (piando J/ est vel 
per 4 divisibilis vel formae 6 n -f- 7 , nullae formae binariae per f proprie reprae- 
sentabiles dgntur. ' ... 

II. Si vero cp = (p, <p r) est forma positiva primitiva determinantis' — M , 
atque — 1 numerus characteristicus formae 'f. adeoque etiam oppositae [p, — q..r): 
dabuntur repraesentationes propriae formae <p per f ad quemlibet valorem datum 
expr. \J — [p, — q, r) pertinentes. Scilicet omnes coSftieientes formae ternariae g 
det. — 1 (art: 283) necessario fient integri, g vero forma definita, adeoque ipsi f 
certo aequivalens (art. 285, 1). 

III. Multitudo amnium repraesentationum ad eundem valorem expr. 
V — iP’ — §i?) periinentithn in omnibus casibus, praeter M = 1 et 3/ = 2, per 
art. 283, III aeque magna est ac multitudo transformationum formae f in g, 
adeoque, per art. 285, — 48 ; lbinde patet, si una repraesentatio ad valorem 
datum pertinens habeatur, 47 reliquas inde derivari, valores ipsorum 'x, g. z 
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omnibus quibui fieri potest modis tum inter se jiermutando tum signis opp 
afficiendo; quare omnes 18 repraesentationes unicam deeompositionem formae ' 9 
in tria quadrata producunt, si ad quadrata ipsa tantum, neque ad-ipsorum o rdj- £ 
nem radicrimve sigun resiucitur. s 

IV. Posita multitudine omnium muuerorum primorum imparium diverso- 
rum ipsum M inetientium =p. haud difficile ex art. 233 concluditur, multito- 

■ * A ’ ' 

dinem omnium valorum diversorum expressionis y — (p. — q, r) ( mod. M , fore 
= 2*\ e quibus per art. ‘2s3 semissem tantum oonsiderare oportet (quande M^> i). 
Quare multitudo omnium repraesentationum propriarum formae -f per f erit 
— 18. 2 1 * - 1 — 3 . 2 t ‘ + ' 1 ; multitudo autem discerptionum diversarum in terna 
quadrata = 2 -** -1 . 


Ex. Sit f = 1 9 77-f- 6 7 m +- 4 1 ««, adeoque M— 770; hic quatuor valo-- 
res sequentes expr. ^ — (19, — 3, 4 1 )(mod. 770) considerare oportet (art. 283): 
39, 237), (171, — 27); (269. — s'3), (291, — 127). Ut inveniantur repraesenta- 
tiones ad valorem (39, 23.7) pertinentes, primo eruitur forma ternaria ('*' "> *) = <?. 
in quam per praecepta arti. 272. 275 f transire invenitur per substitutionem 
) ai i‘ | unde habetur repraesentatio formae rf per /haec: 

x — t — 6«, ;f — — 3 7 — 2 u . 2 = — 37 — 11 

repraesentationes 47 reliquas ad eundem valorem pertinentes, quae ex horum 
valorum permutatione signorumque conversione oriuntur, brevitatis caussa non 
adserrbimus. Omnes vero 48 repraesentationes eandem discerptionem, formae tp 
in tria quadrata * • 

77 — 127«-(- 30UU, 9/7-+- 1 2/«4- 4 ««. 9//4-0/m4-M« 

producunt. 

Prorsus simili modo valor (171, — 27) suppeditat discerptionenf in quadrata 
(37-4-5«)’, (37—4«)’, 77; Ttilor (209, —83) hanc (7+ 6«)’+ (3 74-«)*-+- (3 7— 2«)*; 
denique valor (291, — 127) hanc (74- 3 « ’4- (3 7-+-4 «)’-f-(3 7— 4 u \*; singulae* 
hac dccom|>ositiones 48 repraesentationibus aequipollent. — / Praeter has 192 
repraesentationes autem , sive quatuor discerptiones , aliae non dabuntur, quum 
770 per nullum quadratum divisibilis sit, adeoque repraesentatianes impropriae 
exstare non possint. 
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Dc formis determinantis — 1 et — 2, quae quibusdam exceptionibus obno- 
xiae erant, paucis seorsim agemus. Praemittimus observationem generalem si 
p , p' sint formae binariae aequivalentes quaccunque , • (H) transformatio data il- 
lius in hanc, ex combinatione repraesentationis cuiusvis formae p per aliquam 
ternariam f cum substitutione (0) prodire repraesentationem formae p’ per /; 
] torro ex repraesentationibus propriis ipsius p hoc mode oriri repraesentationes 
proprias formae p', e diversis diversas , denique e cunctis cunctas. Haec omnia 
per calculum facillime comprobantur. Quttre una formarum p, p' totidem modis 
per f repraesentari poterit *c altera. 

I. Sit primo p =tt-|-Uf<, atque p' forma quaccunque alia binaria po- 
sitiva det. — I , cui itaque p aequivalebit ; transeat p in p’ per substitutio- 
nem t = a F 6 u' , u — yt'-\-£u'. Forma p repraesentatur per ternariam 
/= zz-\-yy-\-:s ponendo x=t, y = u, r = 0; permutando x, t/. z hinc 
emergunt sex repraesentationes, et e singulis rursus quatnor mutando signa i fi- 
sorum t. u, ita ut omnino 24 repraesentationes diversae habeantur, quibus unica 
discerptio in tria quadrata aequipollet et praeter qua$ alias dari non posse facile 
perspicitur. Ilinc concluditur, etiam formam p' unico tantum inudo in tria qua- 
drata decompoui posse, puta in (at‘-\- 0 «')?, (y £ «')’ ct 0 , quae discerptio 
24 repraesentationibus aequivalet. 

II. Sit p = Tf — 2 1 / u , p' quaecunqne alia forma binaria positiva det. — 2, 

in quam p transeat per substitutionem t = a/'-f- u, u — y #'+?«'. Tunc 
simili modfc ut in casu praec. concluditur, p, et proin etiam p', unico tantum 
modo in tria quadrata discerpi posse, puta p in u , atque p' in 

6u')’-(-(y talem decompositionem 24 repraesen- 
tationibus aequi|(ollere facile perspici potest. 

Hinc ♦oHigitur; formas binarias determinantium — 1 et —2 respectu mul- 
titudinis repraesentationum per ternariam xx -\-yy -f- - - cum aliis formis binariis 
omniifo cbnvetiire; quum enim in utroque casu liat |i — 0, formula in art. praec. 
IV, tradita utiqpe producit 24 repraesentationes. Hatio huius rei est, quod duae 
exceptiones* <j*b us tales formae obnoxiae erant, se mutuo compensant. 

'TheorlhnWgeneralem repraesentationum impropriarum in art. 2S4 explica- 
tam ad formam xx — f- sz applicare, brevitatis gratia supersedemus. 
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Quaestio de inveniendis omnibus repraesentationibus- propriis numeri positivi 
dati M per formam xx-\-yy-\-zz primo per art. 281 reducitur ad investigatio- 

» 

nem repraesentationum propriarum numeri — M per formam — xx — yy — zz 
= f\ ‘hae vero per praecepta art. 280 ita eruuntur: 

I. Evolvantur omues classes formarum binariarum determinantis — M. 
quarum formae per XX-f YY ZZ— F (cui formae ternariae adiuncta est /,) 
proprie repraesentari possunt. Quando M = 0 , 4 vel 7 (mod. 8) , tales classes 
per art. 288 non dantur, adeoque M in tria quadrata, quae divisorem communem 

' non habeant, discerpi nequit *). Quando vero M = 1 , 2, 5 vel 6, dabitur genus 
positivum proprie primitivum , et. quando M = 3 , improprie primitivum , quod 
omnes illas classes complectetur: designemus multitudinem harum classium |>er k. 

II. Eligantur iam ex liisce classibus k formae ad lubitum, e singulis una, 

quae sint tp, <p, p” etc. ; investigentur omues omnium repraesentationes propriae 
per F. quarum itaque multitudo erit 3.2 >L+ *k=K. designante |i multitudi- 
nem faetorum primorum (impurium) ipsius M; denique e quavis huiusmodi re- 
praesentatione ut • 

X = mt-(-nM. Y = mt -f- nu , Z =m"t- \-n"» 

' derivetur repraesentatio ipsius M per xx-\-yy haec 

x mV — m V, y — m“n — m n", z = m n ' — tnn 

Iu. complexu lutrum K repraesentationum, quem per 12 designemus, omnes re- 
jiraesentationes ipsius M necessario contentae erunt. . • 

III. Superest itaque tantummodo, ut inquiramus, num in U repraesen- 
tationes identicae occurrere possint; et quum ex art 280, III iam constet, eas 
repraesentationes in U, quae e formis diversis e.y. ex p et p’ derivatae sint, ne- 


*) Haco impossibilitas etiam inde manifesta, quod summa trium quadratorum imparium necessario iit 
= 9 (mod. f) ; summa duorum imparium cum uno pari vel = 1 vel = • ; summa uniu» imparis cum duobus pu- 
ribus vel ^ i vel 2 & i donique summa trium parium vel = « vel = 4 ; sed in casu postremo repraesentatio 
manifesto Mt impropria. 
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cessario diversas esse , sola disquisitio restat , an repraesentationes diversae eius- 
dem formae, e. g. ipsius -9, |>er F, repraesentationes identicas numeri M per 
xx -|- yy + - - producere possinti Iam statiin miuiifestum est, si inter repraesen- 
tationes ipsius 9 reperiatur haec ■ 

X = Y — riu , Z = n"t -f - tTu . . . (r) 

. i’ 

inter easdem fore hanc 

A’ — — mt — n 11. Y = — mt — riu, Z — — m't — nu . . . (r) 

atque ex utraque derivari eandem repraesentationem ipsius M, quae designetur 
per (R ) ; ' examinemus itaque, nuiu ead6m {R) e\ aliis -adhuc repraesentationibus 
formae 9 sequi possit. Ex art. 28(1 , III facile deducitur, statuendo ibi x — ?• ’ 

si omnes transformationes propriae formae 9 in se- ipsum •exhibeantur per 

t = dt-\- 6 u, u — yt-\-du 

omnes eas repraesentationes. formae 9, • e quibus R sequatur, expressum iri per 

x = <pm-+-'fil)t ’ 

y — (a »»'-(- yri)t — |— (f» im' — |— ^ «') « 

: = (u y «” ) t (b' ni'-\- c n ) k 

At e theoria transformationum formarum binariarum det. negativi in art. 179 
explicata sequitur, in omnibus casibus praeter M — 1 et 3 f = 3 , duas tan- 
tummodo transformationes proprias formae 9 in se ipsam dari, puta a, d. y, § 

= 1,0, 0. I et = — I, 0, 0, — 1 resp. (quum enim 9 sit forma primitiva, id 
quod in art. 179 designabatur j>er -»», erit vel t vel 2. et proin, praeter casus ex- 
ceptos. certo (1; locum ibi habebit). Quare (R) e solis r, r' - provenire poterit, 
adeoque quaevis repraesentatio propria numeri M bis et non pluries in 12 repe- 
rietur. et multitudo omnium repraess. propriarum diversarum ipsius M erit 
4 A’ _= 3 . ■2 ,l+ *k. . 

Quod attinet ad casus exceptos, multitudo transformationum propriarum 
formae 9 in se ipsam per art. 179 erit -I pro M— 1 , et 6 pro M=z 3 ; revernque 
facile confirmatur, multitudinem repraesentationum propriarum numerorum 1, 2 
esse -(-A'. 1 A' resp.; scilicet uterque numerus unico tantum modo in tria qua- 
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drata discerpi potest, I in 1 — f- 0 — 0 , 3 in i -f- 1 .-f- 1'. •dineerptij ipsius l sup- 
peditat sex. discerptio ipsius 3 octo repraesentationes diversas; ■ K vero fit —2+ 
pro M= 1 (ubi (i— 0, et =48 pro M — 3 (ubi ja.=1 . k= I). 

Ceterum observamus, si /i designet multitudinem classium in genere prin- 
cipali/cui multitudo classium in quovis ulio genere proprie primitivo per art. 252 
aequalis est, fore k — h pro M = 1, 2, 5 vel 6 (mod. 8), sed k = J h pro 
M = 3 (mod. 8), unico casu M = 3 excepto, ubi k — h . Pro numeris itaque 
formae 8»-j-3 multitudo repraesentationum generaliter est == 2- 1 ‘ +5 A . quum in 
numero 3 duae exceptiones sese compensent. 

? • * * - 

-r, . \ 

. 282 . 

Discerptiones numerorum (ut formarum binariarum supra) in tria quadrata 
a repraesentationibus per formam ita distinguimus, ut in illis ad 

solam quadratorum magnitudinem , in his vero insuper ad ipsorum ordinem radi- 
cumque signa respiciamus, adeoque repraesentationes x = a, y — b, z = c, et» 
jc — a. y — b',z = c' pro diversis habeamus, nisi simul a = a, b — A', c == c; 
discerptiones autem in aa-\-bb-\-cc et in aa'-\- bH -f- cc' pro una, si nullo 
ordinis respectu habito haec quadrata illis aequalia sunt. Hinc patet , 


I. Discerptionem numeri M in quadrata aa-\-bb cc aequipollere 48 
repraesentationibus, si nullum. sit .= 0 omniaque inaequalia; 24 autem, si vel 
unam. — 0 reliqua inaequalia, vel nullum = 0 atque duo inter se aequalia. Si 
vero tn -discerptione numeri dati in tria quadrata duo ex his sunt = 0, aut unum 
— 0- reliqua aequaha, aut omnia aequalia, repraesentationibus 6, aut 12, aut 8 
nequit alens erit; sed haec evenire nequeunt nisi in casibus singularibus, ubi M— 1 
aut 2 aut 3 resp. , siquidem repraesentationes esse debent propriae. His exclusis 
supponamus, multitudinem omnium discerptionum numeri M in terna quadrata 
(divisoris communis expertia) esse E, atque inter has reperiri e in quibus unum 
quadratum 0, et e in quibus duo quadrata aequalia; illae etiam tamquam dis- 
cerptiones in bina quadrata, hae tamquam discerptiones in quadratum et qua- 
dratum duplum spectari possunt. Tunc multitudo omnium repraesentationum 
propriarum numeri M. per xx-\-yy zz erit 

= 24 {«-(-e) + 48 (ii— e — e) = 48£— 24{e + «') 

44 
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At e theoria fojmarum binariarum facile deducitur, e fore vel =5 A vel = 2** — 
prout — 1 sit non -res iduum vel residuum quadra ticum ipsius M, nec non e' — 0 
vel j= 2 1 * - 1 , prout — 2 11011 -residuum vel residuum ipsius M, denotante p 
multitudinem foetorum primorum (imparium) ipsius M (v. art. 182 ; expositionem 
uberiorem hic supprimimus). Ilinc facile colligitur, fore 

E = 2 1 * - *k, si tum — 1 tum — 2’ sit N.R. ipsius M ; 

E= 2 |1 '~ ! (^-)- 2), si uterque numerus sit residuum; denique 

E = 2* 1- *(i+ 1 ), si alter residuum sit alter non-residuum. 

In casibus exclusis- M — t et M — 2, haec formula praeberet E—f, quum esse 
debeat E — 1 ; pro M — 3 autem recte provenit E — 1 , exceptionibus se 
mutuo compensantibus. • 

Si itaque M est numerus primus, fit p == 1 , adeoque E — ^-(jt-(-- 2 ) 
quando M = 1 (mod. 8 ) ; E =5 -f- [k + 1 ) quando .V3 3 aut = 6 . Iiaeoce theo- 
* remata specialia ab ili. Le Gendre per inductionem detecta et in commentatioue 
egregia iam saepius laudata Hui. de l Ac. de Paris 1786 p. 530 sqq. prolata fue- 
runt, etsi sub forma aliquantum diversa, cuius rei ratio imprimis in eo est sita, 
quod nequi valentiam propriam nb impropria non distinxit, et proin classes oppo- 
sitas commiscuit. , 

II. Ad inventionem omnjum discerptionum numeri M in terna quadrata 
^sine div. comm.) non opus est, omnes repraesentationes proprias omnium forma- 
rum ■p, y‘, f" eruere. Primo enim facile confirmatur, omnes ( 48 ) repraesenta- 
tiones formae f ad eundem valerem expr. \/ — ( .p , — q, r) pertinentes (statuendo 
9 — ■ [p, q, r)) discerptionem eandem numeri M praebere , adeoque sufficere , si 
una ex illis habeatur, sive quod eodem redit, si tantum motio omnes diversae 
discerptiones*) formae in terna quadrata conscriptae sint, et perinde de reli- 
quis <p\ f” etc. Dein si tp est e classe non ancipite , eam formam , quae U classe 
opposita electa est, omnino praeterire licebit, sive e binis olassibus opponitis uni- 
cam considerare sufficit. Quum enim prorsus arbitrarium sit, quaeuam forma e 
singulis classibus eligatur, supponamus e classe opposita ei in qua est <p eligi 
formam ipsi tp oppositam , quae sit — 'p'. Tunc nullo negotio perspicitur , si 

’) Seuiper subintclligcndum propriae, «i hanc expressionem a repraesentationibus ad discerptiones 
transferre lubet. 
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discerptiones propriae formae <f indefinite exhibeantur per 
\9 * + ^ “}*+ (y<+ A'a )* -f- {g"t -j- /r«)* 
omnes disceqrtiones formae <p' expressum iri ]>er 

[9 *— h *f + [9* ~ *'»)* + ( 9 h " u * 

nec non ex his easdem discerptiones numeri M derivari ut ex illi*. Denique 
pro eo casu ubi <p est forma e classe ancipite , attamen neque e classe principali 
neque formae (2, 0, \M) aut .(2, 1, J [M — I)) aequivalens (prout M par aut 
impar} , e valoribus expr. y/ — (/>, — q, r) semissem omittere licet'; sed brevitatis 

caussa hocce compendium fusius hic non explicamus Ceterum iisdem com- 

jiendus etiam uti possumus , quando omnes repraesentationes propnae ipsius 31 
per vae -f- uy - f- zt desiderantur, quum hae e discerptionibus facillime evol- 

►.«a *\ 

vantur. , • 1 

• * H • 'Wf* 

Exempli caussa investigabimus omnes discerptiones numeri 770 in terna 

quadrata, ubi p = 3, e =. e' — 0, adeoque E = 2 k. Per classificationem for- 
marum binariarum positivarum determinantis — 7 70, quam quoniam a quovis ad 
normam art. 231 facile condi potest brevitatis gratia non adseribimus, invenitur 
classium positivarum multitudo = 32, quae omnes sunt proprie primitivae et in- 
ter 0 genera distribuuntur, ita nt sit X =-4 , et proin jB= 8.. Genus, cuius nu- 
merus characteristicns — q , respectu numerorum 5, 7, II manifesto charactere» 
particulares R 5 ; N 7; N. 1 1 lntbere debet, unde per art. 203 facile concluditur, 
ipsius characterem respectu, numeri 8 esse debere 1 et 3, 8. Iam In eo genere, 
cuius character 1 et 3, 8 ; R fi ; Nl ; A T 11, quatuor classes reperiuntur. pro qua- 
rum repraesentantibus eligimus formas (6, 2, 129), (6, — 2, 129), (19, 3, 41), 
19, — 3. 41)*, classem secundam vero et quartam rejicimus, utpote primae et ter- 
tiae oppositas. .Quatuor -discerptiones formae (19, 3, 41) iam in art. 289 tradidi- 
mus, e quibus sequuntur discerptiones numeri 770 in 9+361+400, 16-j-25-}-729. 
8 1 — j— 400 ri 1 - 289, 576 -f- 1 69-f- 25. Simili ratione inveniuntur quatuor discerptio- 
nes formae 677-|-4 7«-f- 129«« in 

( 7 — S ^ -f- ( 2 t u j 2 — 1~{/ -f- 8 « \ t — 1 0 « / “ -j- ( 7 1 — |— 5 « ) 2 — ( t -j- 2 « ) 

(2/ — 5M)*+(7-f 4 J0«)*+(#-t-2«j*, ' 2 1-(- 7 «)*-(- (7 — 8 «)*■-)- (t — 1 «)* ' 
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respue valoribus expressionis y— • {(>, — 2, 1 29> hisce oriundae (48, 369), M»3, — 149). 
(92, — >199), (202, t> 1 V; unde prodeunt discerptiones numeri 770 in 225-)-2:>6-f-289, 
I — |— »1 4 4 -)- 625, 6 1 -j- 81 -J-025, 1 1».— (— 225 — |— 529. I*rae<er has octo discerptiones 
aliae non dantur. - .*»* 

Quae ad discerptiones uumerorum in terna quadrati» divisores communes 
habentia attinent, tam facile e theoria generali ari. 281 sequuntur, ut non opus 
sit huic rei immorari. ' : 

# v \ ' 

|u * T v _ ^ 

Uemonetratio theorematum Fe rmatianorum . qurmrtt integrum in tres numero « ' trigonale * vel quotum quadrata 

w, # , HK a 

K> * pi • # y 93 - 

Disquisitiones praecedentes etiam suppeditant deiuoustratioqem theorematis 
famosi. omnem numerum integrum positivum in tres numeros trigonales discerpi posse, 
quod a Fermatio olim inventum est,, sed filius ‘demonstratiyigorosa hactenus de- 
siderabatur, Manifestum est. quamvis discerptionem numeri M in trigonales 

producere discerptionem numeri 6 in terna quadratu imparia 

et vice versa. Quivis autem numerus integer positivus S 3/-{— 3 per theoriam prae- 
cedentem in tria quadrata resolubilis est, quae iiecessaria erunt imparia (V. anuol. 
art. 291;; resolutionUmque multitudo pendet tum a multitudine factorum primo- 
rum ipsius 8.V,-(-3, tum a multitudine classium, in quas formae binariae deter- 
uiinantis — {b — )— 3) distribuuntur. Totidem discerptiones numeri M m ter- 
nos ^rigdnales dabuntur. Supponimus autem , | *(*-)- l) pro valore quocuuquc 
integro ipsius x tamquam trigonalem spectari; quodsi magis placeret» cifram ex- 
cludere. theorema itu immutare 0 |K»rteret: Quivis integer positivus vel ipse 'tri- 
gonalis est, vel in duos vel in tres trigonales resolubilis. Similis mutatio in theo- 
remate sequente facienda esset, si cifram a quadratis excludere placeret. 

Ex iisdem principiis demonstratur aliud Fermatii theorema, quemvis nume- 
rum integrum positivum in quatuor quadrata decomponi posse. Subtrahendo a nu- 
mero formae 4n-|-2 quadratum arbitrarium (illo numero minus), a numero formae 
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4n+l quadratum par, a numero formae 4 » quadratum impar, residuum in 
omnibus his casibus in tria quadrata resolubile erit, adeoque numerus propositus 
•in quatuor. Denique numerus formae 4n exhiberi potest per 4^ A 7 ita ut JV ad 
aliquam trium formarum praecedentium pertineat: resoluto autem ipso N in qua- 
tuor quadrata, etiam 4^ N resolutus erit. A numero formae 8n>r)-3 etiam sub- 
duci potest quadratum radicis pariter paris, a numero formae 8n+7 quadratum 
radicis impariter paris, a numero formae 9n-f-4 quadratum impar, rcsiduuinque 
in tria quadrata resolubile erit. Ceterum hocce theorema iam ab ill. 1-a (irange 
demonstratum erat, Notiv. Mhtn. de l' Ac. deBerlin 1770 p. 123, quam demonstra- 
tionem (a nostra prorsus divorsnm) fusius explicavit ill. Euler in AcAr Ac. Petr. 
Vol. II. p. 48. , Alia Fermatii theoremata quae praecedentium quasi continua- 

tionem constituunt, quemvis numerum integrum in quinque numeros pentngonales, 
sex hexagonales, septem heptagoiiales etq. resolubilem esse , demonstratione hac- 
tenus carent, aliaque principia requirere videntur. 


'Solutio aequationi* a z x -{■ b y y + czz = 0 . 

294. 




Theorema. Designantibus 'a, 'b, c numerod jnter se primos, quorum nullus ne- 
que = 0 neque per quadratum divisibilis, aequatio 

axx-\-lyy -\-czz — 0 . . . (Q) 


resolutionem in integris noti admittet [ praeter hanc x = y — z = 0 ad quam non 
respicimus) nisi — bc , — ac , —ab resp. sint residua quadratica ipsorum a, b, c. at- 
que hi numeri signis inaequalibus affecti; his vero quatitor conditionibus locum 
habentibus, (12) in integris resolubilis erit. ■ ■ \ •• 

**•*••» • , ‘ •, « ' • * • 

Dem. Si (2) per integros omnibo est resolubilis, etiam per tales valores 
ipsorum x, y, s resolvi poterit, ,qbi divisorem communem non habent; nam valo- 
res quiqunque , aequ. 0 satisfacientes , etiamnum satisfacient , si per divisorem 
communem maximum dividuntur. Iam supponendo app-{rbqq-\-crr — 0, at- 
que p, q, r a divisore communi liberos, etiam inter se primi erunt; si enim q. r 
divisorem communem p haberent, hic ad p primus esset, pp autem metiretur 
ipsum app adeoque etiam ipsum a, contra hyp. | et perinde p, r; p, q inter sc 
primi erunt. Repraesentatur itaque — app per formam binariam byy-\-czz. 
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trilmendo ipsis y, s valores iuter se primos q, r: unde illius determinans — bc 
residuum qundrnticum ipsius app adeoque etiam ipsius a erit (art. 154); eodem 
modo erit — acRb. — abllc. <luod vero (2) resolutionem ndmittere non pos- 
sit. si a, b, c idem signum habeant, tam obvium est, ut explicatione 1 non egeat. 

Demonstrationem propositionis inversae, quae theorematis partem seeuifdam 
constituit, ita adornabimus, ut primo formam ternariam ipsi (“’ b „' (,) •• •/ aequi- 
s alentem invenire doceamus, cuius coefficumtcs 2, 3. 4 per abe divisibiles sint, 
unde secundo solutionem aequationis (Q) deducemus. 

1. Investigentur tres integri A. B. C n divisore communi liberi, atque 
itu comparati, ut A primus sit ad b et c; Ii ad <i et e; C ad a et b\ 
aAA-\-bBB-\-cCC autem per ahc divisibilis, quod efficietur sequenti modo. 
Sint %, 59,6 resp. valores expressionum y — b c (mod. n) , \j — ae(mod.A), y» — ab 
mod. c) , qui necessario nd a, b, c resp. primi erunt. Accipiantur tres integri 
a, b. c omnino ad lubitum, modo ita ut ad a, b, c resp. primi sint (e. q. omhes 
= 1), determinenturque .4. B, C ita at sit 

' ^ 9 - i ' * * * * 

A. = bc(mod.6) et ==c6(niod.c) 

B = ca'uiod,c) et = a9l'(mod.a) ' 

* C = ab(mod.(«) et =6$ 'mod. b) 

Tunc fiet • 

^AA+bBB+cCC = oo(6Sl2l-hc46)soafi.«a — «86) = 0 (mod. a) 

sive per a divisibilis, ct perinde per h, c. ndeoque etiam per abe divisibilis ejit. 
Praeterea patet, A necessario fieri primum ad b et c; B' ad a et c; C ad « et b. 
Si vero hi valores ipsorum A, B. C divisorem communem (maximum) p impli- 
cant. hic manifesto ad a. b, c adeoque ad abe primus erit; quare illds valores 
|>er p dividendo novos obtinebimus , qui divisorem communem non habebunt, 
valorem ipsius aAA-\-bBB-\-cCC etiam n uni per abe divisibilem producent, 
adeoque omnibus conditionibus satisfacient. .• • ‘ 


11. Numeris A. B. C, hoc modo determinatis', etiam Aa, Ifb, Ce divi- 
sorem communem non habebunt. Si enim haberent div. comm. p. hic necessario 
primus esset ad a (quippe qui tum ad Bl tum ad Ce • primus esp et similiter ad 
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b et c; quare (t etiam ipsos A, B, C metiri deberet, contra hyp. Inveniri pote- 
runt itaque integri a, 6. y tales, ut sit aAii-\-6Bb-{-yCc 1; quaerantur 
insuper sex integri a', 6', •/, a", 6", y" tales, ut sit 

f>’y" — yli" = Aa , ya — a'y" = Bb , a'{T — i'a" — Cc 


Iam trauseat f per substitutionem 


t 

4 

I 



a, a. a 
f>, 6', 6" 

y i t'- f 


abe 

% 


;'"<WDK4 ? ' T ' r J*. 

in == ,<7 Cquae ipsi / aequivalens erit), dicoque m iri n j>er abe di- 

visibiles fore. Ponatur enim 


f)"y — y"6 = A, y“ a — a”y — B\ a" 6 — &"a .— C' 
f>y' — y&' = A", ya — ay' =■ B”. <z6' — Sa’ = C" 

eritque 

a' = B"Cc— CTBb, 6' = CAa — A"Cc . y' = A"Bb — B"Aa 
a"— C'Bb — B'Cc, 6“ = A' Cc — C'Aa, y"—BAa — ABb 

Quibus valoribus in aequationibus 

iri — aaa!-\- bf)’6‘ -f- c yy 
. rp" =ss a a"a"-\- b b c y”y' 

• ii = a a'a” -j- 1 f> 't> ” -f- c 

substitutis, fit, secundum modulum a. 

. • . m' == bcAA"[BBb-\-CCc) =2 o 
• ■ . m" = bcAA f BBb + CCc) == 0 
. n 5= bcAA^BBb+CCc) = 0 » 

i. e. iri, m", n per a divisibiles erunt; similique modo iidem numeri per b, c 



a deoque etiam per aic divisibiles inveniuntur. Q E. P 
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ili. Ponamus , concinnitatis caussa , determinantem formarum f, g, i. e. 
numerum — ab.e = d. 

md — fll. m'z=M'd, m’ — M"d, n ’^= Nd, n' — N", n — A* 
patetque . f transire per substitutionem (S) 

j IN •# * * 

ad , a., a 

6d, f>, 6" . ' 

7<*> 7- 7' 

in formam ternariam jjC*) = y determinantis </ s , quae itaque sub y 

contenta erit. Iam dico, huic formae g' necessario aequivalere hanc {£ “■ ”') = g" . 
Patet enim, ( "y’ jV'’ "y- ) = O" fore formam ternariam determinantis 1; porro 
quum per hyp. a, b, c eadem signa non habeant, f erit forma indefinita, unde 
facile concluditur, etiam g' et g” indefinitas esse debere; quare g m aequivalebit 
formae ( J ’ * ) (art. 277), poteritque transformatio ( 8 ') illius in hanc inveniri; 

manifesto autem per [S') forma g' transibit in g". Hinc etiam g' sub f con- 
tenta erit, et ex combinatione substitutionum ( S ), (S') deducetur transfonnatio 
formae / in g" . Quae si fuerit 

$, 6 " : 

g, g\ g" 

c/ c. c . *• '• 

manifestum est, duplicem solutionem aequationis (Q) haberi, puta x — &', g — i , 
z = C. et x ■=■ y — g”, r — simul patet, neutros valores simul = 0 
evadere posse , quum, necessario fiat 


Sfr+ave+toC'— • Q. £. s. 


Exemplum. Sit aequatio proposita 7 rr — l 23 r* — 0, quae reso- 

lubilis est, quia 345E7, — tGlJRl5, 10&/i!23. Habentur hicgvalorcs ipsorum 
21, 23, S hi 3, 7, 6; faeiendoque a=b— c =1 invenitur A = 98, B == — 39, 
C = — 8. Ilinc eruitur substitutio j — ?! *;*— i«J 

i 1*1», iu»o, Hinc fit' • Tf- 

— un, — ij» 6, 4733' nmc m 

(S) — j — i*u, 2, — 1» f n'" fJ«J»*M, 6, — >1 

‘ i»sio, n, — j 


per quam f transit in 

" ‘ —I, —III*, 47 33^ 
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Foftna y" transire invenitur in ( J' ®* “ ) I>er substitutionem 


• i, i • 

— i»«o, —««#«, — sia' . . . ( S' ) i 
— »ai, — »Jl, —i u 


.%3 


q\ia c,up> (8) eombinata prodit )mec: 'j - j' ' * J perquam f transit in ‘y". 

Habemus itaque dnjilicem aequationis propositae solutionem x = 1 1 , y = 9 . 
2 = 4, et x = 12, y.=x. — >9 , =3; posterior simplicior reciditur dividendo 
valores per divisorem communem 3 iindc -x — I , y — — '3, 2 = 1. 


. ■* 295 . 

l‘ars posterior theorematis art. praec. etiam, sequenti modo absolvi potest. 
Quaeratur integer 'h ' talis, ut sit a h = 6 (mod.c)', (characteres 81 , © , <5 eadem 
significatione accipimus ut in art. praec.}, fiatque ahh-\-b = ci. Tunc facile 
]>erspicitur, » fieri integrum, numerumque — ab .esse determinantem formae 
binariae (ac, ah, ») . . . <p . Ilaec forma certo non erit positiva (quum enim per 
hyp. a, b, c eadem signa non habeant , ab et ac simul positivi esse nequeunt} ; 
porro habebit numorum characteristicum — !, quod synthetice ita demonstramus • 
Determinentur integri e„ e'. ita ut sit 

e == O(mod.a) et == 33 (mod. b) ; ce' = 2l{mod.«) et = AS(mod.A) 

eritque (e, 'e) valor expr. \J— (a c, ah, t)(inod. — ab): Nam secundum modulum a erit 

\ ’ * * • • • • * 

ce = 0 = — ac % e e = 0 = —«4 * 

, *• • , , 
ccee' = 81 2 f = — bd — — cci adeoque ee s ^-i 

* **,**’•« ' * * 

secundum modulum b autem erit 

1 /»*=©© = — ac, cee = A©© = — acft adeoque e e = — ah 
ccee= AA©© = — qcAA = — cci adeoque e'e ~ — i 

eaedem' vero treS congruentiae', quae secundum utrumque 'modulum a, b locum 
habent, etiam secundum modulum ab valobunt. Ilinc per theoriam formarum 
ternariarum facile concluditur , <f rdpraesontabilem esse per formam ( — J’ J); 
sit itaque *• " 

actt-\-2ahtu-\-iu.u = — * (at «)*-(- 2 (y/— (— 2 m) (et + C«) 


45 


Digitized by Google 



354 de; fobmis tecnaiuir secumji ORAbrs. 

eritquc, multiplicando per c, •. • " • 

a(cf-f-A»)*-l- 6 tt« = — c(at-|-Elii) l -|-2e(7<-|-<>M)(6f-4-£M) 

Hinc patet,' «i ipsis t, u tales valores determinati tribuantur, ut vel' yt-}-Su. 
vel ‘e /-{-£« fiat a= 0, haberi solutionem aequationis Q, cur igitur satisfiet tum per 


tum per 


jc = Sc — yh,. y — y, z = ac — fJy 
j? = C c ^ e A , y = e, z = aZ, — fle 


simul manifestum est, neque illos valores neque hos simul =0 fieri po&se; si 
eniru fe — yA = 0, ,y = 0, fieret etiam (5 = 0 atque <f = — (at-^^uf, unde 
«6=0 contra hyp. , et perinde de alteris , In exemplo nostro- invenimus for- 
mam ip. iianc (161, — 63, 24), valorem expr. yf— p(mofL 105) = •(?, 5t), at- 

quo repraesentationem formqc 'f j»er J' J’ J) lianc, 

? = — (131 — 4u)*+2{lll — 4»)(15f— 5«) 

iiinc prodeunt solutiones x z= 7, y — 1 1 ,■ * = 8; x == 20, y .= 1 5, i — — 6. 

sive dividendo per 5 et negligendo signUrtv ipsius x, -jo =r 4 , -y — 3 t * =? 1 . 


Ex liis duabus methodis aequationem 2 solvendi [materior eo praestat, - 
quod plerumque per numeros minores absolvitur; prior vero, quae otiare per 
varia artificia hic silentio .praetereunda contrahi potest, elegantior videtur ca im- 
primis ratione, quod numeri a , b, c prorsus eodem modo tractantur, calculusque 
per horum permutationem quamcuuque nihil mutatur. • .Hoc secus se habet in 
methodo secunda, ubi calculus maxime oommoduq plerumque provenit, si pro a 
accipitur 'minimus, pro c maximus trium, numerorum datorum , uti in excfuplo 
nostro fecimus. . . 

De methodo per quam iU. 'Le Gfttdre theorema futuiamenUtU tractavit. , ^ 

Elegans theorema in artt. praccc. explicatum primo inventum est ab ili. I.i 
(lendre, Hist. de rAc. de Paris 1784 fi. 507, atque demonstratione pulcra (a dua- 
bus nostris omnino diversaj munitum. Simul, vero hic egregius geometra hoo loco 
operam dedit, demonstrationem propositionum, quae cnm theoremate fundamentali 
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Sect. praec. conveniunt.. inde derrvare, quam ad hunc scopum r\on idoneam nobis 
videri iam supra declaravimus, nrt. 151. Ilie, itaque. locus erit, hanc demonstra- 
tionem (per se valde elegantem) breviter exponendi, iudiciique nostri rationes ad- 
iungendi. Praemittitur sequens observatio : Si numeri a, b, c omnes sunt = 1 
'mod. 4), aequatio axx byy -f- czz = 0 „.•» (2) solubilis esse nequit. Facillime 
enim perspicitur, valorem ipsius 'axx-{-byy-{-czz necessario in hoc casu fieri 
vel =.l, vel S 2, vel =3 (mod. 4), nisi omnes x, y, r simul i>ares accipian- 
tur; si itaque £2 solubilis esset, hoc aliter fieri non posset quam per «valores pares 
ipsortrm x, y, z, Q. E. A., quoniam valores quicunquc aeqilationi Q satisfacien- 
tes etiamnum satisfaciunt, si per divisorem communem maximum dividuntur, unde 
necessaria ad minimum unus impar prodire debet, Iam casus diversi theorematis 
demonstrandi ad sequentia momenta referuntur; . • * 

I. Designantibus p, q numeros primos formae 4w-f-3 (positivos inae- . 

quales), nequit simul. esse pRq, qRp- Si ehim possibile esset, manifestum est 
statuendo 4 — p =5, — q = e, omnes conditiones ad resolubilitatcm 

aequationis axx byy csz 0 adimpletas esse (art: 294); eadem vero- per 

observationem praec. resolutionem non admittit; quare suppositio oonsistere ne- 
quit. .. liinc protinus sequitur, propositio- 7 art 131. ' 

II. Si p est . numerus primus* formae 4n-)-l, q- numerus primus formae 

4«— F3 , nequit simul' esse qRp, pNq. Alioquin enim foret — pR<I< atque 
aequatio xx-\-pyy\ — .qzz ,= 0 resolubilis, quae per obs. praec. resolutionem 
respuit. Hinc, derivantur casus- 4 et 5 art. 131. • «- 

. 111. Si p. q sunt numeri primi formae 4» -f- 1, nequit simul esse pRq, 

qNp .. Accipiatur alius numerus 'primus r formae 4 a -)- 3. qui sit residuum ip- 
sius q et cuius nem -residuum sit. p. Tunc erit per casus modo,(If; demonstratos 
qRr, rNp. Si itaque esset pRq. qNp, foret qrRp, prRq, pqNr et proin 

— pqRr Hinc aequatio p,xx qyy — rzz — 0 resolubilis esset contra obs. 
praec. ; quare suppositio consistere nequit. Hinc sequuntur casus 1 et 2 art. 131. 

Concinnius hic castis sequenti modo tractatur. Designet r numerum pri- 
mum formae 4 *» 3 , ' cuius non-fesjduajn sit p. Tunc erit etiam rNp, adeo- 
que (supponendo pii q , qNp) qrRp, porro — — pRf et proin etiam 

— pRqri quare aequatio. xx-\-pyy — qrzz ■= l) rdsolubihs esset contra obs. 
praec,- Hiucetc., ■. 

. IV. Si p est nurtierus primus ftrrmae 4n-f I, q primus formae 4 n -|- 3, 
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nequit simul esse. pRq. qNp.i Accipiatur numerus primus auxiliaris r formae 
4 «'-j- 1 qui sit non-residuum utriqsque p, 'q. Tunc erit (per.- II) qNr -et (per 
III) pNr ; .hinc pqUr*, si itaque esset pRq, qFp, habetotur etiam prNq. 
— prRq, qrllp; quare aequatio pxx — qyy + w: *= 0- resolubilis esset. 
Q. E. A. __ • Hinc derivantur casus 3 et 6 art. 131. . •• . • . - 

V. Designantibus .p, q numeros primos formae 4 w-f- 3 , nequit simul 
esso p-Nq, qNp . . Supponendo enim -fieri passe-, et accipiendo numerum primum 
auxiliarem „r formae 4 »+. 1 , qui sit non-residuum utriusque p, q erit qrltp, 
prliq - f porro (per II) pNr, qNr, unde pq-Rr, ct —pqRr; hinc aequatio 
—px x — qyy -)- rzz =* 0 possibilis, contra obs. praec. Hinc deducitur castis 
8 art.T 3 f. • ‘ 

* • , . 

• • V • . ■ " 297 ., • • 

:. ' Demonstrationem praec. propriiis contemplando quisque facile intclliget, ca- 
sus I cf II ita absolutos osse ut nihil obiici possit. At demonstrationes casuum 
reliquorum innituntur exis tenti ac nuntercfrum auxiliarium , qua . nondum demon- 
strata methodus manifesto. oiupcni vim {>erdit, Quae suppositiones, etsi tam spe- 
ciosap sint, ut.minfts attendenti demonstratione ne opus' quidem esse" videri jws- 
sit , atque certe theorema demonstrandum ad maximum jxrubatil itatis gradum 
evehant, tamen si rigor geometricus desideretur, ncutiquain gratuito -sunt admit- 
tendae. . Quod quidem attinet ad suppositionem in .IV et V, exstare numerum 
primum r formae 4 « — 1 , qui duorum aliorum primorum datorum p, q non- 
residuum sit, c beet. IV facile concluditur. omileS numeros i]>eo -\pq minores ad 
ipsunjque primos (quorum multitudo est Hp'-^-\) {q — 8/) . iii quatuor classes 
aequaliter distribui, quarum una contineat non-tesidua utriusque p, q, tres tcli- 
quae residua ipsius p uon-residua ipsius q, non-tes(dna ipsius p residua ipsius 
q, residua utriusqHC p; q; et in singulis clgs^ibus semissem fbre numeros formae 
4 n-Jr» l, semissem formae 4 'n-{- 3 . Habebuntur itaque inter illos | [p — -1 ) (7—. 1.) 
11011 -residua utriusque p, q .formae , 4 *i — |— • t qui- sint, y . jf , y" otc. ; numeri 

f(jr— * •)(?—■ l)*rebqui sint h,/i,h"e tc. H<mifehtt> omnes nurperi informis \pqt-\-y. 
Ipql -f-p, * pqt-\-y"etc. (G) contenti quoque erunt non-residua -ipsorum p,q 
formae 4 « — (— 1 . ■ latu patet, ad suppoaitionem .stabibendam demonstrari tantum- 
modo debere, sub formis (G) certo contineri numeres primus, quoti sane iam per 
se valde plausibile, videtur, quum hae fprnihe una Cum hib \pqt-\-h, ipqt-\-K etc. 


«e. « * ' ' ■ • 

* .... I i . ' 

• . * ' ' : ’ 
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(// : omnes numero» ad \pq primo.s aileoqun etiam omnes HOmeies absolute pri- 
mos (praeter 2 , p, q) comprehendant , nuflaque ratio adsit . quin ■numerorum - pri- » 
morum series inter illas formas aequaliter distributi sint, ita ut pars -octav» refe- 
rantur 'ad ((?), reliqui ad [H). Attamen perspicuum est, tale ratiocinium .a ri- 
gore geometrico longe abesse. 111. I.e Gendre ipse fatetur , demonstrationem 
theorematis, sub tali forma designantibus k, l numeros inter se primos 

datos, t ' indefinitum , certo contineri rl umeros, primos, -satis difficilem videri, .me- 
thodumquo obiter addigitat , quae -forsan illuc conducere possit; multae vero dis- 
quisitiones praeliminares necessariae nobis videntur, antequam hacce quidem via 

ad demonstrationem, rigorosam pervenite liceat Circa aliam vero shpposi- 

tionem (III, meth. scCuudaj dari numerum primum r formae -3n — 3, cuius non- 
residuum sit alius numerus primus datus p formae ■ 4 « — f- 1 , ili. Le Gendre nihil 
omnino adiecit. Supra demonstravimus (art, IZ!)) ? numeros primos quorum A r . R. 
sit p certo dari, sed methodus nostra haud idonea videtur ad existeptiam talium 
numerorum primorum ..qm simul sint fvrmae 4 »-+- 3 ostendendam (ut hio requi- 
ritur neque vero in dem. nostra prima). Ceterum veritatem quidem huius suppo- 
sitionis ita facile probare possumus., Per art. 287 -clabitUr genus positivum fprma- 
rutn binariarum det. — p, ouiu»- ©haracter 3, -4 ; Np;; Sit b. cj talis founia 
atque »■ impar (quod supponere licet). Tum a erit formae 4 ■» — j— ' 3 atque vql 
ipse primus vel saltem factorem primum r formae 4'u-)- 3 implicabit. Erit au- 
tem — pRa, ‘.adeoque etiam x —p li r , unde phr. -At probe .notandum est. 
'propp. attt. Z03. 287 theoremati fumlamentalfioniti, adeoque circulum vitiosum 
fere, si qua. huius pars illis superstruatur. - — • Denique suppositio in methodo 

prima III adhuc- tnulto magi» gratuita est, ita ut- tmip opua sit plora de illa hu 
adUpecn.*- • 

I «icent observationem addere circa casum V, qui per methodum prae*;, qui- 
dem non satis probatur, attamen per' sequentem commode absolvitur. Si illic ti- 
roni esSet pNq, qNp, foret — pRq- — qRf. undb facile derivatur. — - 1 cs»e 
numerum characteris ticuni formae ip, o, q), quae proin, (secundum theoriam for- 
marunt ternariarum} per formam xx-\-py-\ -zz repraesentari poterit. Sit 

ptt + quu — ■ (d t 6 m) ! , -J -, {at 4 - (a"l + 

. - . . ' , ' s . I 

'sive , . . ' * * . . * 

ya a'a'-+- a"af =p ji, ' .t» t> — j— 4>'G'— (Td" _= q . a 6 -f- a" fi"' — 0 
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eruntquo ex aequatt. t et a, omnes a, a', ot", 6. 6’, 6" impares; tum vqr» rust- 
nifesto, aequatio tertia consistere nequit’ Haud absimili modo etiam casus II 
absolvi potest. . . 

’ * • - • • 

•• . * 298. •: . • •• s 

Problema. Designantibus i, c numeros qumcunque , quorum tamen nullus 
= Q : invenire conditiones resolubilitatis aequationis 

axx*\-byy-\-czz — 0 . . (tu). 

• ’ '■.** •* * ‘ ‘ * 

Sol. Sint, a a, 66, yy quadrata maxima ipsos bc, ac,ah resp. metientia. 
tiatque aa = 6yd, 66 = ayB; y c ^ = a6G. Tum’ A, B,-C erunt integri, 

inter se primi ; aequatio (tu) autem 'resplubilis erit vel non erit, prout haec 

. AXX+BYY+CZA = 0 . , : .(2) 

resolutionem admittit vel non admittit, quod (>er art. 294 diiudicari poterit. • 
Dem. Ponatur bc^z 8aa, ac = a6-=6yy, erunfcquy 31. ©s € 

integri a factoribus quadratis liberi atque 8 = BC, 33 = .l C, £ ^= AB.\ hinc 
3f$3£ (ABC)*, adeoque ABC — A 31 =? B33 — QSS. necessario integer. Sit 

numerorum 8, A 8 divisor comm. max. m. atque 8 =.gm, A8 ~ Am, eritque 
g primus ad A, nec non (qtlia 8 liber a fact. qu.j.ad m.. lam. fit hhm — 'gAAH 
unde g metietur ipsum hhm, quod manifesto impossibile est, nisi 
g = + 1. ’ Hinc- % = + m, A = +4,- et proin integer; et perinde B, C 
integri qrant. Q. B- P — Quum *& — !}€ factores quadratos non implicet, 
necessario B, C inter se primi esse debebunt; et' similiter A ad C ct ad B pri- 
mus erit, Q.E.S Denique patet, siacquatipni (42) satisfaciat X=^P. J i-^Q, 

'A — 11, aequationem (<o) resolvi per r =.«?,■ y zt a 6 Q, e = yJH; • et vice 
versa si huic satisfiat per x =\p. y ■= qf b = r x illi satisfieri 'per • X -=? 6yy>, 
Y — «y q\ A zz* atir, unde vel utraque resolubilis vel neutra. Q. fi. T. 

ReprartrtUutin cifru* pSr frm/ut* ternaria* t/na#cutnfue. * . • * . . 

. ' . * • 299. 'V • . ‘ 

Problema. Propositu formaternaria * 

f — axx-\-dxx'-\- a"^Vr|- 2 6.r\i'"-f- i b’xx-^- 2 h"xx , • 

»(/**• * I * • 
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# , • 

inveniri, an cifra per eam repraesentari possit ipefe&lorts indeterminatarum qui non 

simul =0). ••••'•• ' . • 

Sol. ‘I. Qaando a = 0, valores ipsorum i', .i" ad lubitum assuriii poseunt. • 
patetque ex aequatione • • 

ax’x-\-1bx'x"-\-a“x"x" = — 2x(6'jr"+6V). 

x inde vajorem determinatum rationalem nancisci; quoties pro x hoc modo 
fractio provehit, oportet tantummodo, valores ipsorum x, x, x", per fractionis 
denominato rem multiplicare, hubcbunturque integri. Unice excludendi sunt 
tales valores ipsorum x\ x", qui reddunt b'x" b"x = O , uisi simul faciant 
a' xsf -}- 2 6 x'x"-\- a V x =0, in quo casu x ad libitum accipi poterit. ; Simul 
patet, hoc motio omnes solutiones possibiles ; obtineri • poSse. Cetorum is casus, ubi 
b' et &” = -0, huc non pcttinet; tunc enim x in f non ingreditur, sive f est 
forma binaria, cifracque repraesentahilitas per f e theoria taliupt formarum diiu- 
dicari debet. • • \ ' 


II. Quando vero non est . <i 0 , aequationi / = ,0 aequivalebit haec 

■ax + Ifx + Vx")* — JTM+ 2 Bx’x"— A'x".r" = 0 
ponendo ‘ * ' • V 

•' bX—aa = A". ab-AV# =t B, ■ bX^-aa" = A' 


la*U quando hic A' '= 0, neque vero B = t), manifestum est, Si ax-+-b"x'-j-b'x" 
atque x" ad luhitum assumantur, x et x’ inde rationaliter determinari, et quando 
integri non fiant, saltem multiplicatorem idoneum integros producturum- l‘ro 
unico valore ipsius af.puta pro valor-ipsius ax-\-b'x-\ r l>£' non est ar- 

bitrarius sed quoque = ft poni. debet; tunc vero x' ad lubitum assumi poterit 
valoromqne rationalem ipsius x producet. _i_ Quando Tero simnl A" et ' B = 0 , 
patet, m A' sit quadratum =~A/r, aequationem f == d reduci ad has dqas lineares 
(e quibus xel una rei altera, logum habere debet)... . ' d ’■ 


ax\bX+(b'-\-l<)ir ] i'0,- aX+rx-^{b’^k)X" = » • 


si vero (ki eadem hyp.) A! est non-qundratns , manifesto -solutio aequ. propositae 
petidet ab his (quae simul locum habere debente x" == 0- et d#+6 xf — Q. 
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(iterum vix necessarium erit • observare , methodum in I etiam applicari 
jms*e. quando a' vel a" — 0, methodumque in II, quando -4' = 0. 

: ILI., Quaudo-vero nec a nec A" := 0, aequationi f — .0 aeqnivalet haec 

, •• A" [ax-\- b"x'-\- b‘x“ 'f — [A'x — Dax"x" =: 0 

designando per D determinantem formae f sive per Da numerum BB — A' A". 
Quando D = 0 , solutio simili modo se habebit ut in line casus praec. ; scilicet 
si vt"'e6t quadratum — itk\ aequ. profi. reducitur ad has • 

(kb"—A"). r’+ <ki'+B).c — 0, kax-p [kb"~B)je"U 0 

si vero A’ est uon-cfuadratus , fieri debet ' ' 

a\r + b"x'-\- VjT i=. 0 , A'jf — Bx' — 0 „ 

• . v i > • ■ • • ■ - .* i • 

Quando autem D non =«,' reducti sumus ad aequationem • ” 

^ . • • * p • • l ,• 

, - Att — uu-\- Davv =? 0 _ 

k • ; .... . • . ■ . 

cuius possibilitas- per art. praeo. diindicnri pqtest. Quodsi haec aliter- resolvi 
nequit, quatn per t == 0, u == 0. v -- 0 , manifesto etiam proposita aliam Solu- 
tionem non admittet, quam hanc x - 0 , x' — 0 , x" 0 ; si verd 'illa .aliter 

solubilis est. e vulOribus jntegris quibusvis ipsorum t, u, v derivabuntur per 
aequationes • • , * 

% f . t ' • * . **«»*«# „ V * 

ax-k-b"x-\-b'j? ■= i, A'x' — Bx" = w, x”= ® , 

*•**■* • ,. » * * ' * *• 

stlitem vakoros rationales ipsorum -,r, x, -e quibus, si fractione» involvunt, per 
idoneum multiplicatorem integri elici poterunt'. * • - ’ ‘ ’ 

Quamprimum autem una solntio aequationis /==< ih. integris invetita eat, 
problema ad casum I reduci, et petfnde ac iljic salntidpes omnes exhiberi pote- 
runt' sequenti modo. Satisfaciant aequationi f = u valores ipsorum' A, af, b? hi 
«, a, q", qu,os a factoribus communibus liberos supponimus, accipiantur (per 
artt. 40, 279) integri 6.-6', 6”, y, y\' y" tales, ut sit 

■ « i'6'y”— f>"y'j -f- a't6"y 6y") + a"(6y'— 6'y) = 1 . • 
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transeutque f pcT substitutionem . • . • 

x =. a,y+6y'- hr/. „ •*' = <*y +G'y'+YY> .•■*’= «y + Kv+YY • • • (&)' 

in. . .• - 

9 fr c 93 + f »'+ c"Yf+ 2 dy'y"+ 2 </>/+ 2 d"yy’ • 

Tunc manifesto erit c = 0, atque g ipsi f acquivolcns, mule facile concluditur, 
ex omnibus solutiouibus aequationis g — 0 derivari (per S] omnes solutiones 
aequationis f~ 0 in integris. Iam ex I sequitur, omnes solutione* -a<^)u. g — <J 
contineri sub formulis . • 

y = — z (e'pp + 2 dj> q + c‘q q) . y'=iz(d"pp+d’pq), y"=2z{d"pq + d'qq) 

designantibns p, q integros indefinitos, z numerum indefinitum, pro quo etiam 
fractiones accipi possunt, modo ita ut y, y'. y" integri maneant. Ilis valoribus 
ipsorum y,y\y" in (S) substitutis, omnes solutiones acqu. / » 0 in integris 
habebuntur. Ita e. g. si , . • 


f — x.r+ x'x-\-x"x " — 4 x'jT-\- 2 xsf-\- Hxx 


/ ‘ . *• • • 

=.!: faciendo 


atque una solutio- aequationis f — 0 habetur » = t , jf — 2, x" 
fi, (T, 6". y,-*y', y" = o, l, o, 0, o, l prodit • • 

. *’ 9 -yy+//- »//+i2ji/ . ' .•••■ 

'‘ rt > -h* •• 

Hinc omnes solutiones aequ. //.=. o in integris contentae eruut sub formula 
y =» — z[pp — ipq + qq), y'=\2zpq, y" l lzqq 
etproin omnes solutiones aequ. f = 0 sub hac , * 

' ' —i ' * i ^ , **’ # 

• ; : . . dr = ^p P ^\pq^q\ .•• • -V 

> V 1 ,^4 M ' t * ^ ^ f t I/ , ft/ 

■ Solutio gniotolu «fwli i «a itultUrmioaivrum trrttttdt ;/roiJ<M Riuu uicafnilai im/iimnliuM 


E problemata art. praec. sponte defluit solutio aequationis indeterminatae 
4 **•■ ■ -< * . f • ’ ; • r 

. . . a-Cx+Hjcj+.cyy+ldx+ley+f jz? o 

48 


per quantitates rationales. 

300 . 
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«i Valores tantummodo rationales desiderantur, quam, si integri postulantur, 
supra (art. i 16 sqq.) iam absolvimus. Nam omnes valores rationales ipsorum 
x, y exhiberi possunt per — , — , ita ut t , u, v sint integri, unde patet, solu- 
tionem illius aequationis per numeros rationales identicam esse cum solutione 
aequationis 


a.tt-j- 2btu-{-cuu-{- 2dtv-{- 2euv-\-fvt> .= 0 

'i 

per numeros integros; haec vero convenit cum aequ. in art. praec. tractata. Ex- 
cludi debent eae solae solutiones ubi t> — 0 ; tales autem provenire nequeunt, 
quando bb~ac est numerus non-quadratus. Ita e. g. omnes solutiones aequa- 
tionis (in art. 221 per integros generaliter solutae) 

XX-\-%xy+yy-\-lx — 4y + 1 i= 0 , 


per numeros rationales contentae erunt sub formula 


x _ PP 'P1 + 91 „ _ *pp+*ptA- 

pp—Apq—UHq' ” • pp-*pq- 11?? 

designantibus p, q integros quoscunque. Ceterum de Ilis duobus problemati- 

bus arctissimo nexu coniunctis breviter tantummodo hic egimus, multasque ob- 
servationes huc pertinentes suppressimus, tum ne nimis prolixi fieremus, tum 
quod solutionem aliam probi, art. praec. habemus, principiis generalioribus in- 
nixam, cuius expositionem,- quia penitiorem formarum ternariarum disquisitio- 
nem postulat, ad aliam occasionem. nobis reservare debemus. - 


De multitudine mediocri y merum. 

* 391. . 

Revertimus ad formas binarias, de quibus adhuc plures proprietates singu- 
lares recensere oportet. Et primo quasdam observationes circa multitudinem ge- 
nerum et classium in ordine proprie primitivo (positivo pro det. neg.) adiiciemus, 
ad quem brevitatis caussa disquisitionem restringimus. .. < 

Multitudo generum, in quae omnes formae (pr. prini, pos. determinantis dati 
positivi vel negativi + D distribuuntur, 6cmper est 1 , 2, 1 vel altior potestas 
numen 2, cuius exponens pendet a factoribus ipsius D, et per disquisitiones 
praecc. omnino a priori inveniri potest. Iam quum in serie numerorum naturali 
numeri primi cura magis minusque compositis permisti sint, evenit, ut pro pluri- 
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bus determinantibus successivis + 1) , -b-^D-f-1). + {D~^ 1) etc. multitudo ge- 
nerum nunc crescat nunc decrescat, nullusque in hac serie perturbata Ordo adesse 
videatur. Nihilominus si multitudines generutn multis dett. successivis 

+ -D. + (0+1) • • • +(D+m 

• J . m t , 

respondentes adduntur, siimmaque per determinantium multitudinem dividitur, mul- 
titudo generum mediocris' provenit, quae circa medium determinantium + [D -f- 1 m) 
locum habere censeri poterit, progressionemque valde regularem constituit. Sup- 
ponimus autem, non modo m esse satis magnum i sed etiam D multo maiorem, 
ut ratio determinantium extremorum D, D-\-m non nimis a ratione aequalitatis 
discrepet. Regularitas illius progressionis ita intclligepda est: si D' est numerus 
multo maior quam D, multitudo generum mediocris circa determinantem + D' 
sensibiliter maior erit quam circa U; si vero T), D' non nimis differunt, etiam 
generum multitudines mediocres circa D et D' fere aequales erunt. Ceterum 
multitudo mediocris generum 'circa- determinantem {«sitivum -f- T) semper fere 
aequalis invenitur multitudini mediocri circa tiegativdm , eoque exactius quo ma- 
ior est • X>, qnntn pro valture parYo prior paullulntu maior «vadat quam postferjor. 
Hae observationes magis illustrabuntur per exempla sequentia, e tabula classifica- 
tionis formarum -binariarum plures quam 4000 determinantes complectente ex- 
cerpta. Inter centum determinantes a 801 usque ad 900 reperiuntnr 7 quibus 
unicum genus respondet; 32, 52, 8, 1 quibus resp. 2, 4, 8, 16 genera respon- 
dent; hinc omnino emergunt genera 359, unde multitudo mediocris = 3,59. 
Centum determinantes negativi a —801 usque ad 900 producunt genera 366. 
Exempla sequentia omnia desumuntur a determinantibus negativis. In centade 
16 (a — 1501 usque ad — 1600) mult.-med. generum invenitur *3, 89; in cen- 
tade 25 est 4,03; in centade 51 prodit 4;24; e sexcentis dett. — 9401 . . . 
— 10000 computatur 4.59. Ex his exemplis patet, multitudinem generum me- 
diocrem mnlto lentius crescere, quam determinantes ipsos; sed quaeritur, quae- 
nam sit lex huius progressionis? .• Per disquisitionem theoreticam satis diffici- 

lem, quam hic explicure nimis prolixum foret, iuveutum est, multitudinem gene- 
rum mediocrem circa determinantem D vel — D quam proxime exhiberi 
per formulam • 

a log D -f- 6. 


46* 
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ubi a, E> snnt quantitates constantes, et quidem 

<* = —== 0.4052817346 

designante ~ scmiperipheriain circuli cuius radius ! ), 

* * • » 

S = latj 4- 3 aah . — \ a log 2 = 0,SS3046(rf62 

ubi q est sumina seriei 

j — log(l + log(l+4) + f — log(l + ^.) + etc'. — 0, 5772156649 

(V, Euler lnst. Cale. Diff. p. 444); h vero summa seriei • . 

1 log 2 + f log 3 + \ log 4 + etc. 


quae per approxiniationeui inventa est =a 0,937 54S2513v Ex hae fopntAa patet, 
mukitudinem mediocrem generum crescere iu progressione arithmetica, si-deteiv 
minantes augeantur in^ geometrica Valores huiUs formulae pro D = hfiu .] . 
15501, 2450*, 5050 *, 9700* inveuiuntur 3.617 ; 3,86 ; 4,046; .4,339; 4.604, 
i|ui a multitudinibus mediocribus supra datis parum discrepant. Quo maior fuerit 
determinans medius; et e quo pluribus multitudo mediocris computetur, eo miniis 
a valoro formulae differet. Adiumeuto huius, formulae etiam .aggregatum inulti- 
tudinnm generum determinantibus successivis + V, + (D-J- 1 ) . . . + (I) -f- m) 
respondentium quam proxime erui potest , si multitudines mediocres singulis re- 
spondentes computantur et 'ia summam colliguntur, quantumvis diversi sint ex- 
tremi D, Haec summa erit . 

== a (log D 4 - log {D -f- 1)4- etc. -f- log (D -f- 6(>« 4- 1 ) . 

* - • , . . . • . «i 

sive satis exacte • , ' • . . . . • 

— « ( (D -j- m) log (D 4- m) — (D — l) log [D — !)) -f- (S — «) (w-f- I) 

. ■ . . • , ' • . • • . . \ . • • • . ' 

Hoc modo summa malt. gen. pro dett. — f usque ad —100 invenittir 2 = 234 , 4 , 
quum revera sit 233 ; similiter, -a t— 1 usque ad -—-2000,2= 71 16,6, quum sit 
7112; a --9001' usque ad — loOLOO ubi est 4596 formula praebet 4594.9. qua- 
lis consensus vix exspectari . potuisset. ’ 
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Respectu multitudini* 'classium (pr.. primit., posit. . (pio il scmper subintclli- 
gendum) determinantes positivi prorsus nliter se habent quam negativi; quam- 
obreiu utrosque seorsi yi considerabimus. In eo hi cuna iUis conveniunt, quod pro ‘ 
deteniiinantc dato in siiigulis generibus classes aeque multae continentur . adeo- 
que multitudo omnium classium aequalis est producto e multitudine generum in 
multitudinem classium in singulis generibus contentarum. 

Quod primo attinet ad determinantes negativos, multitudo classium pluri- 
bus dett. successivis — 1), — ( 7)-f- 1 ) ,• — (D+i) otc. respondentium progres- 
sionem aeque perturbatam constituit, ac multitudo generum. .Multitudo classium 
medioefis autem (cui definitione, opus non erit) valde regulariter crescit, ut ex 
exemplis sequentibus apparebit.. Centum determinantes a- — 600' usque ad 
— 600 suppeditant classes 1729, unde multitudo mediocris -= 1 7,29. Similiter 
in centade 15 multitudo classium mediocris invenitur -29,26; e i-entudibus 
duabus 24 et 25 cojuputatur 30.29; e tribus 61, 02 et 63 prodit 59,50 e quinque 
94. ..95, fit 71,56; denique e quinque 96 .. ,-t 0» fit 73,54.- Haec exempla -osten- 
dunt. classium multitudinem mediocrem -lentius quidem crescere, quam deter- 
minantes,. multo tamen- citius , quam multi tudiuem. mediocrem generum: levi 
autem attentione cognoscetur, illam satis exacte crescere in rutione radicum qua- 
dratarum o. determinantibus mediis. Revera per disquisitionem theorcticam inve- 
nimus, classium multitudinem mediocrem eitea determinantem ■ — ■ /) proximo 
exprimi per: . 

•• •• * . »• • •• • • • - • , 
ubi -- . .. 

• . .1 , =J; . .v 

denotante e summam .seriei . •» , . ■ . •' • 

' •• ctc. ■ 

’ ' ’’ ' * 5 — 0,21120 123673 = - ' ' " ' ’ - 1 

/ Jr4N 

valores mediocres secundum hanc formulam computati ab iis, quos supra. e tabula 
classificationura exscripsimus, parum differunt. Adiumento hnigs formulae etiam 
aggregatitm multitudinum omniuin qlassium (pr. pr. pos.) determiimntibus suc- 


Digitized by Google 


366 de 'pokuis ut na itus secundi gradus. 

cessivis — D, — (D+l), — (i>+2)... — — 1) respondentium qattm 

proxime assignari potest, quantumvis extremi sint diversi; summando multitudi- 
nes mediocres illis determinantibus secundum formulam respondentes, unde erit 

— TfV^+^+O+etc — 1)>— <8m 

sive quam proxime . ' * ' . 

= trCO» +«•-*)’ -(-*>- *)’)-- ««• 

Ita t. g. illud aggregatum pro centum dett. — 1 ... — 100 ex formula computatur 
= 481,1, quum revera sit 477; frulle determinantes — 1, . . — ;1000 secundum 
tabulam suppeditant 15533 classes, formula dat 15551,4; millias secunda sistit 
classes 28505 secundum tabulam, formula praebet 28585,7; similiter millias 
tertia revera suggerit 37092 classes, formula dat 37074,3; millias decima dat 
7 2549 per tabulam, formula 7257 2. 

303. 

Tabula determinantium negativorum 'secundum -diversitatem classificationunr 
ipsis respondentium digesta multas alias observationes singulares offert. Pro de- 
terminantibus formae — (8»-f- 3)<-multitudo classium (tum earum quae in omni- 
bus. tum earum quae rn singulis generibus pr. •primitivis contetrtae sunt) seini>er 
divisibilis est per 3, unico determinante — 3 excepto, cuius rei ratio ex art. 256. 
VI sjionte sequitur. Pro iis determinantibus, quorum formae unicum genus 
conficiunt , multitudo classium semper impar est; quum enhn pro- tali determi- 
nante unira tantum classis anceps detur, puta principalis, multitudo classium 
reliquarum, e quibus binae semper oppositae erunt, necessario erit jiar, adeoque 
multitudo omnium impar; ceterum haec posterior proprietas etiam pro determi- 
nantibus positivis valet Porro series determinantium, quibus eadem classifi-> 

entio data (i. e. multitudo data tum generum tum. classium ) respondet, semper 
abrumpi videtur, quam .observationem- satis miram -per aliquot exempla illustra- 
mus. (Numerus primus, romanus, indicat multitudinem generum pr. prim. pos.; 
sequens multitudinem classium in singulis generibus contentarum ; tunc sequitur 
series determinantium , quibus illa classifipatio «'spondet, et qUorum signum 
negativum brevitatis caussa omittitur). 
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* I. 1 ... i, 2, 3,4,7 ’ i 

.1. 3... 11, 19, 23, 27, 31 ,43, 67,'l 6S 

I. 5... 47, 79, 103. 127 . 

I. 7 ... 71, 151,223,343, 463, 487. 

II. 1 ... 5, 6, 8, 9, 1 0, 12, 13, 15, 16, 18, 22, 25,28, 37, 58 

II. 2... 14, 17, 20, 32. 34, 36, 39, 46. 49| 52, 55, 63, 64,73, 82, 97. 100. 142, 
148, 193 . • 

IV. 1 ...21,24.30,33,40,42,45,48,57,60,70.72,78,85,88.93,102, 1 12, 130. 

133,177,190,232.253 

VIII. 1 ... 105, 120, 165, 168, 210, 240, 273, 280, 3l2, 330. 345. 357, 385, 
408,462,520,700 . . 

XVI. 1 ... 840, 1320, 1.365, 1848 _ 

• ' « 

Siihiliter 20 determinantes reperiuntur (maximps = —1423), quibus ckssifi- 
catio I. 9 respondet; 4 (maximus = — • 1 3 0 3 ) , quibus respondet classificatio 
I. 1 1 etc.; classificationes II. 3; II. 4; II. 5; IV.. 2 respondent determinantibus 
noli pluribus quam 48,31.44,69 resp., e quibus maximi —652,-862, — 1318, 
— 1012. Quum tabula, ex qua liaqc exempla sumsimu», longe ultra maximos de- 
terminantes hic occiirentes producta sit*}, nec ulli amplius prodierint ad illas clas- 
sificationes pertinentes : nullum dubium esso videtur, quin series adseriptae revera 
abruptae sint, et per’ analogiam conclusionem eandem ad quasvis alias classifica- 
tiones extehderc licebit. E, <j. quum in tota milliade decima determinantium nul- 
lus se obtulerit, cui multitHdo dassium infra 24 responderet: maxime est verisi- 
mile, classificationes I. 23; I. 21 ete.; U. 21; II. 10 etc. IV. 5; IX-.4; IV. 3; 
VITI. 2 iam ante — 9000 desiisse, aut saltem perpaucis determinantibus ultra 
— 10000 competere. Demonstrationes autem rigvrosae harum observationum per- 
difficiles esse videntur. — Non minus admiratione dignum est, quod omnes de- 
terminantes , quorum formae iu 32 aut plura genera distribuantur, ad minimum 
binas classes in singulis generibus habeant, adeoque classificationes XXXII. 1. 
LXIV. 1 etc. omnino excidant (minimo ex huiusmodi dett. , — 9240, respondet 
XXXII. 2); satisque probabile videtur, multitudine generum crescente continuo 
{dures classificationes excidere.- Hoc respectu 65 determinantes supra traditi. 

•) Dum haec imprimuntur, usque ad — 3000 und fractu, nec non per totam milliadcm decimam, plu- 
reaque aliae ceotades dispersas, quibus accedunt permulti determinant u» singulare* »edulo electi. 
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quibu» classifieationes l, I; II: 1 ; IV. ]; VIII. 1 ;- XVI. I respondent, valde 
sunt memorabiles, perspiciturque facile, 'illos omnes ac solos his duabus proprieta- 
tibus insignibus gaudere, ut omnes classes formarum ad ipsos pertinentes ancipi- 
tes sint, et formae quaecunque in codein genere contentae necessario tum proprie 
tum improprie aequi valeant. Ceterum iidem 65 numeri (sub aspectu puulluluni 
diverso cuius mentio infra fiet- et cuin criterio demonstratu facili ; iam ab ili. Eu- 
lero traditi sunt Nuun. M£m. de fAc. de Berlin 1776 p. 339. . . • 

A ’ ' i, . # . • • 

304. 

Multitudo classium pr.primiti varum, -quas formae binariae det. positivi qua- 
drati kk constituunt, omnino a priori assignari potest, hinltrtudinique numerorum 
ad 2 k primorum ipsoque minorum aoqualis est; unde per‘ ratiocinia non difficilia 
sed lue supprimenda deducitur, multitudinem mediocrem classium ad tales deter- 
minantes circa k k pertinentium proxime exprimi per — Determinantes j>o- 
sitivi 1 noti -quadrati autem lide respectu phaenomena 'prorsus singularia offerunt. 
Scii icet quum classium multitudo parva; e. g. classificatio- 1 . I . aut I. 3» aut ii. 1 
etc. pro •determinantibus negativis et quadratis parvii tantum et inore omnino 
cessantibus locum habeat:' contra e determinantibus positivis non-quadratis, sal- 
tem non permagnis, pars longe maxima tales elassiiicationes praelient, ubi unica 
classis in quovis genere Continetur, ita ut hae 1.3; 1.3; 11.2; II. 3; I V. 2 etc. 
sint rarissimae. Ita e. g. inter 90 dett. non-qu. infra 100 reperiuntur 1 1 , 4$, 27, 
quibus respondetat classificaliones 1. 1,11. t, IV. 1 resp. ; unicus tantum (37) ha- 
bet I. 3; duo (84 et 82) habent II. 2 ; unus (79/ II. 3. Attamen , ‘ determi- 
nantibus crescentibus , classium multitudines maiores sensim freqvKsitiores fiunt; 
ita inter 96 dett. non-qu. a 101 nsqne ad 200 duo (401, 197) hobeut T. 3; 
quatuor (145, 146, 178, 194) II: 2 ; tres (141. 148, 189) II. 3/ Ex 197 dett. 
a 801 usque ad 1000 tres habent 1.3; quatuor II. 2 ; quatuordeeini II. 3; duo 
II. 5; duo ,11. 64 quindecim IV, 2; sex IV. 3;- duo IV. 4; qimtuorvVIIl. 2 : 

reliqui 1 45 unam classem in quovis genere. Quaestio curiosa foret .-«eo geo- 

metrarum sagacitate indigua, secuifdhm quam legem determinantes ufiiiiu classem 
in quovis genere linliefttcs 'continuo ratiores fiant, investigare; hncteitus n£c per 
theoriam decidere possumus . nec per observationem satis certo conjectare, ntruru 
tandem omnino abrumpantur (quod tametl parum probabile videtur , aut saltem 
injinite rari evadant, an ipsorOm frequentia ad limitem fixum continuo magis acce- 
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dat. Multitudo classium mediocris in ratioive parum maiori increscit, quam mul- 
titudo generum, longcque lentius quam radices quadratae e determinantibus; inter 
&00 et 1000 illa invenitur = 5, 01. Liceat his observationibus aliam adiicere, 
quae analogiam inter determinantes positivos et negativos quodammodo restituit. 
Scilicet invenimus, pro determinante positivo D non tam multitudinem classium 
ipsam, quam potius. hanc multitudinem |>er logtrritlimuni quantitatis f-f-uyD 
multiplicatam (designantibus t, u numeros minimos, praeter t, 0, aequationi 
tt — Duu — 1 satisfacientes) multitudini classium pro determinaute 'negativo 
pluribus rationibus hic fusius non explicandis analogam esse, atque valorem me- 
diocrem illius producti aeque exacte exprimi per formulam talem m\jD — n; sed 
valores quantitatum, constantium m,n hactenus per theoriam determinare « 0 » 
licuit; si quid ex aliquot cvntadibus determinantium inter, se comparatis conclu- 
dere permissum est. tn parum u2q .differre videtur. Ceterum de principiis 

disquisitionum praecedentium circa valores mediocres quantitatum lege analytica 
non progredientium, sed ad talem legem asymptotiee continuo magis approximan- 
tium ali&foccasione fusius agere nobis reservamus. • T rausi mus iam ad aliam dis- 
quisitionem , qua classes diversae pr. prini, eiusdem det. inter se comparabuntur, 
finisque huic longae sqctioiii imponetur. ... 

• ’ • y* t ^ f 

Algonthmua singularis classium projtrie primitivarum ; determinant* * regulares et irregulares etc. 

• # 305. . / . 

Theorema. Designante K classem principalem formarum determinantis dati D, 

C classem quamcunque aliam e genere principali formarum eiusdem det.; 2 C, lC. 

\C etc.; classes resp. e duplicatione , triplicatione , quadruplicationc etc. classis C or- 
tas [ut in art. 24$); in progressione C, 2 C, '4C' etc. satis continuata tandem ad clas- 
sem cani JjT ideuticum pervenitur ; supponendoque , tnC esee primam cum lx identi- 
cami atque multitudinem omnium classium in genere principali = » . erit vel m = n, 
vel m pars aliquota ipsius' n. , 

* * # '• r* , , - • 

. Dem. I. Quum Omnes classes K. C; 2C. 36’ etc. necessario ad genus prin- '* 
cipale pertineant (art.-atJjrclasses n-f- t priores hm as seriei K. V, 2 Q . . . nC 
manifesto omnes diversae esse nequeunt. • Erit itaque vel K cum aliqua classium 
C. 2 C, 3 C...nC ideutica, vel saltem duae ex bis classibus inter se- identicae. 

47 
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Sit r'C=~sC atque r^>«, eritque etiam 

(r — - 1 ) C 1 = (* — 1 )C, (r— 2)C = («*— 2)C ctc. et-(r-|-t — s)0 = C 
unde (r—a)C=K.- Q. E..P. . ' . ' 

II. Hinc etiam protinus sequitur, esse vel r* — a vel m <[n, superestque 
tantummodo, ut ostendamus, in cwu posteriori m esse partem aliquotam ipsius n. 
Quum classes - 

K, C, 2 C . . . (m — 1)C, quarum complexum per E 

• 'I “ • 

designabimus, totum genus principale* in hoe casu nondum exhauriant; sit O"- ali- 
qua classis huius 'generis in E, non contenta, designeturque complexus classium, 
quae ex compositione ipsius C’ cum singulis classibus *in E oriuntur, puta 

i 

C\ &+C, C'+ 2G . . . C.'-f (m — 1)C per 6' 

Iam facile perspicitur, omnes classes in E’ tum inter se tum ah omnibu* in E di- 
versas esSe et ad genus principale- pertinere; *quod«i itaque E et E' hoc genus 
omnino exhauriunt, habebimus n — 2 m ; sin minus, erit 2 »/<*. Sit in casu 
posteriori C" aliqua classis generis principalis ncc in E nec in E' contenta; de- 
signeturque complexus classium ex compositione ipsius C’ cum singulis classibus 
in E prodeuntium i. e. harum 

C M , C"+C. C"+2C . . . C'+(m — 1)C. per E".- 

patetqne facile, has omnes inter se et ab omnibus in E *ct 6' diversas esse, et ad 
genus principale pertinere. Quare si E,£’,E" hoc genus exhauriunt, erit j» = 3wi: 
sin minus, *)>3iw, in quo casu dassis alia C" iiV .genere principali contenta, 
neque vero in E, E' vel E', simili niodo tractata decebit, esse vel n = 4 m vel 
et sic porro. Iam quum n et m sint numeri, finiti,- genus principale 
necessario tandem exhaurietur, eritque' n multiplum ipsiu» m, sivo m pars ali- 
quota ipsius ». -Q, E..S. • 

• • * '.*•,** * * «s* 

Ex. Sit • J> = — 35«; e= (6, 2, 72)*), invenieturque 2 C=( 20 , 8‘, 2t), 
36’ =>.(4, 0, 39). 4 0,3= -(20, — 8,-21), 50 (5, — 2, 72), 60= (1, 0, 35«), Hic 

•) Clfcne* hic Mmpor fi *r forma» (•impilcistimM) in Ipait contcftta* exprimuntur. ^ 
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itaque est m — 6, » vero pro hoc detenninaxte ,est 12. Accipiendo pro C' clas- 
sem (8, 2, 45), classes quinque reliquae in £' erunt (9, — 2, 40),- (9, 2, 40), 
(8, — 2, 45), (17, I, 21), (17, —1, 21). 


306. 

Demonstratio, theor. praee. omnino analoga invenietur demonstrationibus ia 
artt. 45, 49, reveraque theoria multiplicationis elassium cunj argumento in Sect. 
III. tractato permagnum undique affinitatem habet. At limites huius operis nob 
permittunt, illam theoriam ea qua. digna est Ubertate hie persequi; quocirca pau- 
cas tantummodo observationes hic ndiiciennis, eas quoque demonstrationes, qUae 
apparatum prolixiorem requirerent, supprimemus, disquisitionemque ampliorem 
ad aliam occasionem nobis reservabimus. 

? I. Si series K, C, 2 C, 3 Cete, ultra (m — 1VC producitur, eaedem clas- 
ses iterum comparent, ’ (l 

' mC=K, (m+l)C=C. (m + 2)C= aCetc: 

generalkerque (spectando concinnitatis caussa K tamquam' 0C) classes g C, gC 
idcnticae erunt vel diversae , prout g et g secundum modulum m .congrui spnt 
vel incongrui. Classis itaque n C seinper identica est cum principali i£. 

IL .Complexum classium K, C, 2 C...(m — J)C, quem supra per 6 de- 
signavimus ,’ vocabimus periodum classis C',. quae. expressio non esb confundenda 
cum periodis formarum «eductarum det. positivi non -quadrati in art. 166 sqq; 
tractatis. Patet itaque, e compositione classium quotcunque in eadem periodo 
contentarum oriri classem iu ea periodo quoque contentam ■ . .. r . 

* • .gC+gtf+yd cie. = (g+g+g m -\- ttc.) C ■■ • * 

• . . ' • • ■ . . • 

III. Quum C -f- (m — t)C=* K, classes C et [m — 1)C oppositae erunt, 
et perinde 2 C et (m — 2)C, 3C‘ et (w — 3)Cetc. Si itaque m est par, .classis 
1 »iC sibi ipsa opposita erit adeoque anceps \ vice versa, si in <£ praeter K 
adhuc alia classis ance,ps occurrit; puta gC, erit gC — (m — g)C adeoque 
g — m — g — J m . Hinc sequitur, si m sit par, praeter duas K et }mC;‘ 

47 * 



872 ne ronuts «namis sF.cnrOi oradlh. 

si ver» m sit impar, praetfer miam ’K. aliam classem ancipitem in £ contentam 
esse non posse. - 


IV. Si periodus alicuius classis AC in S contentae supponitur esse 
K, AC, 2 AC, 3 AC. . . 0 *C 

manifestum est, mh esse multiplum minimum ipsius A -per m divisibile. Si 
itaque m et A inter se primi sunt , erit m' — m, duaeque perrodi easdem classes 
Sed ordine diverso dispositas continebunt; generaliter autem designante p. divi- 
sorem connn. max. ipsorum m, A, erit- m'c=-— . •- Hinc patet, multitudinem clas- 
sium i iv periodo cuiusvis classis ex £ contentarum esse vel m vel partem aliquo- 
tam ipsius m; et quidem tot classes in .£ habebunt periodos m terminorum, 
quot numeri ex liis 0, I, 2...m — • 1 ad m primi sunt, sive fm, utendo signo 
art. 39 ; generaliter vero tot classes in E habebunt periodos — terminorum, quot 

numeri ex his ,o, 1, 2 m — l divisorem maximum, p cum m communem lib- 

bent, quorum multitudinem esse 9™ facile perspicitur. Si itaque ‘m *=«,- sive 
totum genus’ priucipalc sub E contentum, dabuntur in hoc genere- omnino 911 
classes, quarum jieribdi idem genus totum includunt, et 9 e classes, quarum 
periodi ex e terminis constant, denotante e divisorem quemcunque ipsius n . 
Haec conclusio generaliter valet, quando in genere principali ulla classis datur, 
cuius periodus ox n terminis constat. 


V. Sub eadem suppositione, systema classium generis principalis aptius 
- disponi nequit, quam aliqnam classem, periodum n terminorum habentem, quasi 
pro basi adoptando , generisque principalis classes eodem ordine collocando . quo 


in illius periodo progrediuntur. Quodsi tunc classi principali index 0 adseribitur, 
classi, quae prp basi accepta est, index 1 et sic porro.- per solam indicum additio- 
nem inveniri poterit , , quaertam classis e compositione classium quarumcunque 
generis principalis oriatur' . Ecce exemplum pro determinante — . 356 , ubi clas- 
sam ( 9 , 2 , 40 ) pro basi accepimus : •- 


0, 316} 

« . 

[?•» 

S Ji) 

* 

21), — % 2lJ 

2, 

i») 

S 

t 7 , 

1 » *l) 

® 

2, 45) 

2, 

J2) 

« 

<,. 0,69) 

It 

5 f — - 2, ‘72) 

2, 

u) 

J 

«I,— 

1, 11) 

• I 

*, — 1, <•) 
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•.VI. Quamquam vero tum analogia cum SpeUlII, tum inductio circa plures 
quam 200 determinantes negativos, Iongeque adhuc plures positivos non-quadra- 
tos instituta maximam prbbabUi tatem afferre videantur, illam suppositionem pro 
omnibus determinantibus locum habere: talis conclusio nihilominus falsa foret, et 
per tabulae classificationuip Continuationem refelleretur. Liceat, brevitatis caussa, 
eos determinantes v pro quibus totum genus principale unicae ppriodo includi 
potest, regulares \ ocare, reliquos vero, pro, quibus hoc fieri nequit, irregulares. 
Hoc argumentum, quod ad arithmeticae sublimioris mysteria maxime reconditu 
pertinere, disquisitionibusque difficillimis locum relinquere videtur, paucis tan- 
tum observationibus hic illustrare possumus , quibus sequentem generalem prae- 
mittimus. • * . * , • 

VII. Si in genere principali classes C, C' ocedrrunt, quarum |>eriodi ex 
m, m' classibus constant, atque M est numerus mihiihus per m et m' divisibilis-: 
in eodem generd etiam classes dabuntur, quarum periodi M terminos contineant. 
Resolvatur M in duos factores r, r inter se primos . quoruiti' alter (r;; metiatur 
ipsum’ m, alter (v^ ipsum m' (v. art.73), habebitque classis -^ C-{-"-C' = C” 
proprietatem praescriptam. Sfrpponamus enim, periodum classis C" constare 
ex g terminis , eritque 

K = grC” — gmC-\- g -~C' ^ K^—C — ^C ' ,A 

*' * • • \ * , 

unde 9 --’" |>er m. divisibilis esse debebit sive gr per r\ adeoque etiam g per r . 
Prorsus simili modo g per r divisibilis invenitur, unde etiam per rr — $L divi- 
sibilis erit. ' Sed quum manifesto sit MC" — K, erit etiam M per g divisibilis: 
quare necessario M — g. Hinc nullo negotio sequitur, multitudinem mtii^mavi 
classium,, in qlla periodo contentarum (pro det. dato), -divisibilem esse- per mul- 
titudinem classium in qUavis alia periodo (classis ex eodem genere principali}. 
Simul ibinde 'methodus. derivari potest, talem classem cuiUs periodus sit quam 
maxi;na (adeoque pro det. regulari totum genus principale complectatur) eruendi, 
methodo artt. 73, 74 prorsus analoga, etsi in praxi laborem per plura artificia 
contrahere liceat. Quotiens e divisione numeri n per multitudinem classium in 
periodo maxima, qui pro determiuautibu^ regularibus est t, pro irregularibus 
semper fit integer maior quam 1. et pro his imprimis commodus est ad diversas 
irregulari tatis species exprimendas; quaraohrmu exponens irregularitatis dici poterit. 
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V1IL Hactenus regula generalis noti habetur, per quam determinantes 
regulares ab irregularibus a priori distingui possent, praesertim quum inter po- 
steriores numeri tum primi tum compositi reperiantur'; sufficiat itaque quasdam 
observationes particulares hic adiunxisse. Quando in genere principali plures 
quam duae classes ancipitcs continentur , determinatis certo est irregularis atque 
exponens irregularitatis par; quando vero una tantum aut duae in illo genere 
adsunt, det. aut regularis erit aut saltem exp. irr. impar. Omne» determinantes 
negativi formae — (2 i 6 A: — (— 27), unico — 37. excepto, irregulares sunt,- et exp. 
irr. per 3 divisibilis; idem valet .de dett. negg. formae — ( 1000 A -f- 7 5) et 
— (lOOOAr-f-675), unico — 7 5 excepto, infinitisque aliis. Si exp, irr. est nume- 
rus primus p, aut saltem per p divisibilis, n per pp divisibilis erit, unde sequi- 
tur, si n nullum divisorem quadratum implicet, determinantem certo esse regu- 
larem. Pro solis determinantibus quadratu positivis te a priori setnpet dignosci 
potest, utrum regulares sint an irregulares; scilicet illud' evenit , quando e est 
l aut 2 aut numerus primus impar aut potestas numeri primi 'imparis ; hoc in 
omnibus reliquis casibus. Pro dett. negg. , irregulares continuo frequentiores 
evadunt* quo maiores fiunt determinantes; e. g. in tota miliiade prima -tredecim 
irregulares reperiuntUr, (signo negativo omisso) 576, 580. 820, -fiS-t, 900. quorum 
exp. irr. est 2, atque 2-13, 307, 339, 459, 675, 755, 891, 974, .quorum exp. irr. 3; 
‘in luilliude secunda reperti sunt 1 3, quorum exp. irr. 2, atque 1 5, quorum exp. irr. 
3; in miliiade dechua 31 cum. exp. irr. 2 atque 32 cum exp. irr. 3. Num deter- 
minantes cum exp. irr. maiori quam 3 infra — 10,000 occurrant, decidere non- 
dum .-licet; ultra hunc limitem exponentes, quicunque dati •provenire possunt. 
Frequentiam determiuanti-um negativorum irregularium ad frequentiam regula- 
rium continuo magis, dett. crescentibus, aci rationem constantem appropinquare 
valde probabile est. cuius determinatio geometrarum, sagacitate magnopere digna 
foret. — Pro determinantibus positivis iioii-quadrati« ' irregulares limito rariores 
sunt; tales., quorum exp. irr. par sit, infinite multi certo dantur [e. g. 3026 pro 
quo est 2): iiulkmr quoque dubium videtur, quin. tales exstent, -quorum exp. irr. 
sit impar, etsi lateri oporteat, uulluin se hactenus nobjs obtulisse. • 

LY. De adornatione maxime, commoda systematis 'classium,- in genere 
principali pro determinante irregulari contentarum, hic agere proptor brevitatem 
non lieef; observamus tantummodo, quum unica basis- hic non sufficiat, duas 
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vel «deo plures adhuc classes hic esse accipiendas, e quarum multiplicatione et 
compositione omnos producantur. Hinc indices duplices aut' multiplices enrergent. 
qui eundem fere usum praestabunt ac simplices pro regularibus. Sed hanc rert 
alio tempore fusius tractabimus. 

X. Denique observamus, quum omnes proprietates in hoc art, et praec. con- 
sideratae imprimis a numero n pendeant, qpi simile quid est ac p — 1 in' Sect. 
II f , hunc numerum summu attentione dignum esse; quamobrem. quam maxime 
optandum esset, ut-inter ipsum atque determinantem , ad quem pertinet, pexus 
generalis detegatur. De qua re gravissima eo minus desperandum censemus, quo- 
niam iam successit, valorera mediocrem producti ex » in multitudinem generum 
(quae a priori assignari potest) saltem pro determinantibus negativis formulae aua- 
lyticae subiioere (art. 302). • . ... 

' .. • • • • ’ • \. , ; . . 

• , ‘ 307. ’ ■ • 

Disquisitiones artt. praete. solas classes generis principales complectuntur, 
adcoqne sufficiunt tum pro dett. poss., ubi unicum omnino genus datur, tum pro 
negativis, tibi unicum genus positivum adest, si ad genus negativum respicere no- 
lumus. Huperest. ut de reliquis quoque generibus (pr. primitivis) quaedam ad- 
iiciantus. • ^ , * 

I. Quando .in genere G' a principali G (eiusdem det.) diverso ulla classis 

anceps datur, totidem in ipso aderunt ac in G. .Sint in G «lasses ancipites L. 
M, N e tc. (inter quas etiam erit classis principalis A'), iri G' vero Itae L\ M\ N' 
etc.,. designeturque illarum complexus per A, complexus harum per A. Quum 
manifesto omnes cl&sses L-j~L\ etc. ancipites diversaeque siHt. 

et ad G' jiertineant, adeoque sub A‘- contentae esse debeant: multitudo classium 
in A' certo iiequit esse minor quam in A; similiter quum classes U -\- L' ; 

N'-\-L' etc. diversae ancipitesquc sini et ad G pertineant, adeoque 
sub .4 contineantur, multitudo classium io A nequit esse minor quam in .4': 
quare multitudines classium in A et A' necessario aequales erunt. . 

II. Quum multitudo omnium classium ancipitum multitudini generum ae- 
qualis sit (artt. 261, 287 III): manifestum est, si in G una tantum classis anceps 
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detur, in tyitwts genere unam classem nncqatem contentam esse debere; si 'irv G 
duae ancipites exstent, in searissi omnium generum binas dari/ in reliquis nullas; 
denique si in G plures ancipites contineantur^ puta a *) , partem omnium 
geuorum a classes ancipites continere, reliqua nullas. 


• III. Suit, pro eo casu, ubi 'G duas classes ancipiteS eontinet, G, G', G" 
etc* ea gcitera, quae binas, atqne //, II' , II" ctc. ca quae nullas continent, de- 
signeturque complexus illorum per ©, complexus -horum, per; Jgj. Quum e com- 
l>ositione duarum classiuin ancipitum semper proveniat classis auceps (art. 249). 
nullo negotio perspicietur, e compositione duorum generum ex © semper prodire 
genus ex ©. Hinc porro sequitur, c compositione generis ex © cum genere ex 
.£> prodire genus jex $; si enim e.g. G'-{- II non ad .£> sed ad © pertineret, 
etiam G‘-\- II -i- G' ad © referendum esset, Q.E.A.; quoniam G'-\- G' — G 
adeoque G' II -f- G' = H. Denique facillime intelligitiir, genera G -(- II, 
G'-\-H, G"-\- II etc. , una cum his H-\-II , II'-\~H, II" II etc. omnia di- 
versa fore adeoque cttm © et § simul sumtis identiea; sed, per ea quae modo 
demonstrata sunt; genera G-\-H , G'-\-lI, G“-\- II etc. omnia pertinent ad f) 
adeoque liunc complexum exhauriunt; quare ndeessario reliqua 

omnia ad © pertinebunt, i. e. e compositione duorum generum ex 
semper oritur genus ex @ . * • • 

IV Si .E est classis generis V, a principali G diversi, patet, 2E, 4 E, 

6 E etc. omnes pertinere ad G; has vero 3 E, 5 E, 7 E etc: ad V. • Si itaque 
periodus classis 2 E 6x : tn terminis constat : manifesto in serie E. 2 E, 'i E etc. 
classis 2 mi E, nec ulla prior, cum K identiea erit, sive periodus classis E e.\ 2rn 
terminis constabit. Hinc multitudo terminorum in periodo classis cuiuscunque, 
ex alio genero quam principali, erit vel 2» vel pars aliqiu^a ipsius 2 a, designante 
'fi multitudinem classium in singulis generibus. - 

V , > 

V. Sit C classis data generis principalis G; E classi» generis H, e cuius 
duplicatione C oriatur (qualis semper. dabitur , arC. 28«), atque omnes classes an- 
cipites (pr. prim. eiusdem det.) K, K', K" etc., eruntque omnes classes, e quarum 


*) Hoc pro sol» dcteruiimmuJius im-golaribus evenire potest, eritque a semper potestas binarii. 
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duplicatione C oritur, hae: E (= E-\-K). E-\rK\ JB+ A'"etc., quarum com- 
plexus exprimatur per Q; multitudo haruqi classium aequalis erit multitudiui 
classium ancipitum sive multitudini generum. Manifestum est, e classibus in 12 
tot ad genus V pertinere, quot ancipites dentur in (?; designando itaque harum 
multitudinem per a, patet , in quovis genere vel « classes ex G dari vel nullas. 
Hinc facile colligitur, quando sit a = 1, in quovis genere contineri unam clas- 
sem ex.Q; quando a = 2, semissem omnium generum binas classes ex S 2 con- 
tinere, reliqua nullas, et quidem semissem priorem vel totam cum ® corncidere 
(in eadem significatione ut supra III}, posteriorem cum vel hanc. cum @, illam 
cum $>. Quando a adhuc- maior est, semper pars a u omnium generum clas- 
ses Q includent (singula a classes). 

' • ; ' • * . • ' » ■ • 

' VI. Supponamus iam,- C esse talem classem, cuius periodus ex n termi- 
nis constet, perspicieturque facile, in eo casu, ubi a = 2 adcoq’ue n par, nullam 
ex 2 ad G pertinere posse (tunc enim talis classis in periodo classis C contenta 
foret; si itaque esset = rC, sive 2 rC — C, foret 2r = t (mod. n). Q. E. A.); 
quamobrcm quum G ad B pertineat, necessario omnes classes 12 inter genera tp 
distributae erunt. Hinc colljgitur, quoniam (pro det. reg.) in G omnino dantur 
r f n classes periodos n terminorum habentes, pro eo casu ubi a = 2 inveniri in 
quovis genere omnino 2 ’f n classes, quarum periodi 2» terminos * adeoque 
tum genus suum .tum principale, complectantur; quando vero a= t, in quovis 
genere a principali diverso <?n huiusmodi classes dabuntur. 

VII. His observationibus methodum sequentem superstruimus, systema 
omnium classium pr. prim. pro quolibet determinante regulari dato (irregulares 
enim omnino seponimus) quam aptissime construendi. Eligatur ad iubitum clas- 
sis E. cuius periodus terminos, adeoque tum genus suum quod sit V tum 
principale G complectatur; classes horum duorum generum ita disponantur . ut 
in illa periodo progrediuntur. Hoc modo res iam absoluta erit, quando plura ge- 
nera quam haec duo oinniuo non adsunt, sive reliqua adiicere non necesse videtur 
(e. g. pro tali det. neg. , ubi duo tantum genera positiva dantur). Quando vero 
quatuor aut plura genera construenda sunt, reliqua hoc modo tractentur. Sit V 
aliquod e reliquis atque V -f- V' = I", dabunturque in V' et V" duae classes 
ancipites f puta vel in utroque una. vel in altero duae, in altero nulla! ; ex his eli- 
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gatur una A ad labitum, patetque facile, si A cum singulis classibus in G et V 
componatur, prodire 2w classes diversas ad V' et V" pertinentes, adeoque 

haec genera omnino exhaurientes; ita haec quoque genera ordinari poterunt. 

Si praeter haec quatuor genera alia adhuc supersunt,, sit V" unum e reliquis, 
atque V"", V“ m , V genera ea, quae prodeunt e compositione generis V m cum 
V, V' et V". Haec quatuor genera V' . . . V' m " quatuor classes ancipites con- 
tinebunt, patetque, si ex his una .4' eligatur atque cum singulis classibus in 

G, V, V', V’ componatur, omnes classes in V m ... F"~’ prodire . Si adhuc 

plura genera supersunt, sitnili modo continuetur, donec omnia exhausta sint. 
Patet, si multitudo omnium generom construendorum sit 2*\ omnino opus fore 
p — I classibus ancipitibus , et quamvis classem horum generum produci posse 
vel e multiplicatione classis E, vel e compositione classis; e tali multiplicatione 
ortae, cum una pluribusve ancipitibus. Ecce duo exempla, per quae haec prae- 
cepta illustrabuntur; plura de usu talis constructionis vel de artificiis, per quae 
labor sublevari potest,, hic adiicere non licet. 


I. Determinans — 161. 


Quatuor genera positiva; in singulis quaternae classes. 



G 


1 , 4 ; Ri; Rll 

(1. 

,0, 161 ) = K 

{ 9 . 

1/ 18 ) = 2 E 

(2. 

1 , 81 ) == 4 E 

( 9 . 

— 1 , 18 ) = 6 E 


■ V' 

3 , 4 } R 7 ; K 33 

(7, 0, 23) = A 

(11, —2, 15) = A+2E 

(14, 7, 15) = A+\E 

, (11, 2, 15) = A^dE 


V 

3,4 ; A’7i R 33 

(3, 1 , 54) = JS 

(6, —1, 27) = 3 £ 

(6, 1,27) = 5 E 

(3, — 1 . 54) = 7 E 

V "# 

», 4 ; Ifl-, Sii 

(10, 3, 17) = A + E 

(5, 2, 33) = A-+-3E 

(5, —2, 33) = A + bE 
(10, —3,. 17) = A-\-lE 
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II. yetennitfans — 546. 

Octo genera positiva; in singulis ternae classes. 


O 

i el 3, »j J2 Jj St ; At 3 

(1,- 0, 546) — K 

(22, —2, 25) = 2 E 
(22, 2, 25) = 4 © 

V' 

I rt \Si A'j; X 7 ; JPl* 

(2, 0, 273) = 4 

(11.— 2, 50) = .4+2.© 
(11. 2, 50) = .4+4© 


. V 

Kit Xt, 1W13 ’ 

(5, 2, 110) = © 

(21, 0, 26) = 3© 

(5, —2, 110)«= 5© 

V’ 

i rf 7 8 ; R J{ jVt; R 1 3 

(10, 2, 55) =.4 + © 

(13, 0, 42) = 4+3© 

| (10, —2, 55) = 4+5© 
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• ym 

l et i, S\ Ni \ N~ \ R 13 

(3, 0,182) —A' 

(17, 7, 35) = 4+2© 

(17. —7, 35) = 4+4© 


5 «17, Si X); R 7 ; N 

(15, —3, 37) = 4+© 
(7, 0,78) = 4+3© 

(15, 3, 37) = 4+5© 



I <13, S; £l; A'?; A*ll 

(6, 0,91) = 4+4' 

(19/ 9, 33) = 4 + 4+2© 

(19, —9. 33) = 4+4+4© 


5 ef 7, 9j 2f >j R 7j AlS 

(23, 11,29) = 4 + 4+£ 

(44, 0,39) = 4 + 4+3© 

(23,— i 1,29) = 4+4+5© 
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SECTIO SEXTA. • 

VAlllAE DISQUISITIONUM PRAECEDENTIUM APPLICATIONES. 


30 ». . 

Quam fertilis sit arithmetica sublimior veritatibus; quae in aliis quoque ma- 
theseos partibus usum praestent, pluribus iam passim locis addigilavimus ; quas- 
dam vero applicationes, quae expositionem ampliorem merentur, seorsim tractare 
non inutile duximus, non tam ut hoc argumentum , quo plura volumina facile im- 
pleri possent , exhauriatur , quam potius ut per aliqua specimina illustretur. In 
hacce quidem Sectione primo de resolutione fractionum in simpliciores agemus; 
dein de conversione fractionum 'communium in decimales; tum methodum novam 
exclusionis explicabimus, solutioni aequationum indeterminatarum secundi gra- 
dus inseryientem; tandem methodos novas expeditas trademus, nunjeros primos a 
compositis ' dignoscendi , horumque factores explorandi. In Sectione sequente 
autem theoriam generalem generis peculiaris functionum, per totam analysin 
latissime potentis, quatenus cum arithmetica sublimiori arctissime connexa est, 
stabiliemus, imprimisque theoriam sectionis circuli, cuius prima tantum ele- 
menta hactenius innotuerunt, novis incrementis amplificare studebimus. 

Resolutio fractionum in simpliciores. 

309 . 

Pkorlema Fractionem , cuius denominutor n est productum e duobus nu- 
meris inter se primis a, b, in duas alias discerpere, i/uarum denomiuatores sint a. b. 
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Sol. Sint fruitiones quaesitpe ^ , fierique debebit itr+ay — m; hinc .t 
erit radix congruentiae 6j~»(mod.a). quaeperScct.il erui poterit, y vero 

. m — bx 

fiet = . 

a 

Ceterum constat’ congruentiam bx = m radices infinite multas, sed se- 
cundum a congruas, habere, unica vero tantum positiva mfnorque quam a da- 
bitur; fieri autem potest, etiam , ut y evadat negativus.. Vix nccesse erit monere. 
y etiam per congruentiam (iySM'mod.6), atqiie x peraequationem x — m —- a y 
inveniri posse. _ E. g. proposita fractione 4 5 , erit 4 valor expr. } ? (mod. 7 ), 
unde f $ resolvitur in J -f- A • 


. ... 310. . 

Si fractio ” proponitur,- cuius denominator n est productum e factoribus 

quotcunque inter se primis a, b, c, <T<etc.': per art. praec. primo in duas resolvi 
potest, quarum denominatores sint a. et bed etc. ; secunda iterum in duas deno- 
minatorum b et cd etc.; posterior rursus in duas et sic jiorro. unde tandem 
fractio proposita sub hanc formam redigetur 

' .S/.J - 

Numeratores a, l>, y. 2 etc. manifesto positivos ac denominatoribus suis minores 
uccijiere licebit, praeter ultimum, qui reliquis determinatis non amplius est arbi- 
trarius , atque etiam negativus aut denominatorc maior fieri potest (siquidem non 
supponimus m <( ni . Tum plerumque e re erit, ipsum sub formam j -j-'k redi- 
gere, ita ut g sit positivus ac minor quam c. k vero integer. Denique patet, 

a. b , c etc' ita accipi |>osse .• ut sint vel numeri primi vel numerorum primorum 
potestates. 

Ex. Fractio g } { , cuius denominator — 4.3.7.11 hoc motio resolvitur 
in T-f-sVrJ iVr * n i — fV in f — , 7 r ; unde,' scribendo A — I ph» — A 

fit If 1 =i+H-4 + A-l- 


I 


31 I. 


Fractio — unico tantum modo sub formam - -(- j -f- etc. reduci jiotest, 
ita ut a, f» etc. sint positivi ac minores quam- a, b etc. scilicet supponendo 

" = * + ‘+l+ etc . + * = i + | + i: + etc. + *' 

n a ' b ' c 1 , * « 1 6 ■ c 1 1 
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atque etiam a, 6' etc. positivos ac minores quam a, b etc.. necessario erit 
a = a', 6 = 6*, y = y' etc., k — it'. Multiplicando enim por n =■ ab c etc.. 
patet fieri m = abcd etc. = ab c d etc. (mod.a), unde, quoniam bcd etc. ad a 
primus est, necessario a~d adeoque a— a, et perinde 6 = 6' etc., unde 
etiam sponte k = k'. Iam quum prorsus arbitrarium sit, cuiusnam denominatoris 
numerator primus supputetur, manifestum est, omnes numeratores ita investigari 
posse ut a in art. praoc. , puta 6 per congruentiam tfacd etc. e m 'mod. b) , y 
per hanc yahd etc. = m (mod. c) etc.; summa omnium fractionum sic inventarum 
vel propositae ” aequalis erit, vel differentia numerus integer =k, qua ria 
simul confirmationem 'calculi nanciscimur. Ita in ex. art. praec. valores expr. 
j j } (mod. 4), }Jl(mod. 3), fj 1 (mod. 7), W (mod. 1 1) statim suppeditant nume- 
ratores 1, 2, 1, 4 denominatoribus 4, 3, 7, 11 respondentes, sumntaque harum 
fractionum propositam unitate superare invenitur. 


Convenio fractionum communium in decima b*. 

* 312. 

Defisttio. Si fractio communis in decimalem convertitur, seriem figura- 
rum decimalium *) (excluso si quis adest numero integro) , sive finita sit , sive in 
infinitum excurrat, fractionis mantissam vocamus, expressionem, alias tantum- 
modo apud logarithinos usitatam , in significatione latiori accipientes. Ita e. g. 
fractionis { mantissa est 123, mantissa fractionis } j 1S73, fractionis W man- 
tissa 034054 ... in inf. 

Ex hac definitione stntim patet, fractiones eiusdem denominatoris ^ 
easdem vel diversas mantissas habere, prout numeratores • /, m secundum n con- 
grui sint Vel incongrui. Mantissa finita non mutatur, si ad dextram cifrae quot- 
cunque apponantur. Mantissa fractionis obtinetur, rescindendo a mantissa 
fractionis figuram primam et generaliter mantissa fractionis — invenitur 
rescindendo v figuras primas mantissae ipsius Mantissa fractionis -i statim 

figura significativa (i. e. a cifra diversa) incipit, si n non >10; si vero n>10 ac 
nulli potestati ipsius 1 0 aequalis, multitudoque figurarum e quibus constat est k, 
primae k — 1 figurae mantissae ipsius ^ erunt cifrae atque demum sequens A4* 
erit significativa. Hinc facile deducitur, si — , — mantissas diversas habeaiit (i: e. 

*) Brevitati* caussa disquisitionem sequentem ad systema vulgare dccadicura restringimus, quum facile 
ad quodvis aliud extendi possit. 
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si l, m sec. n incotigrui', has certo in primis k figaris convenire non posse, sed 
saltem in k u discrepare debere. . * • • • 


313. 

Problema. Dato denominatore fractionis " atque primis k figuris ex ipsius 
mantissa, invenire numeratorem m, quem ipso n minorem supponimus. 

Sol. Considerentur, illae A figurae tamquam numerus integer, qui per n 
multiplicetur, productumque per 10* dilidatur (sive k ultimae figurae resecen- 
tur). Si quotiens est integer (sive figurae resoctae cifrae), ipse manifesto erit nu- 
merator quaesitus atque mantissa data completa; sin minus, numerator quaesitus 
erit integer proxime maior,, sive ille quotiens unitate auctus, postquam figurae de- 
cimales sequentes reiectae sunt. Ratio -huius regulae tam facile cx iis, quae 
ad finem art. praec. observavimus, cognoscitur, ut explicatione uberiori opus 
non sit. 

Ex. Si constat, duas figuras primas mantissae fractionis , cuius denomina- 
tor 23, esse 69, habemus productum 23'.6t = 1587,* a quo duas ultimas figu- 
ras abiicicndo, unitatemque addendo, numerator quaesitus prodit =.16. 



Inchoamus a consideratione talium fractionum, quarum denominatores sunt 
numeri primi vel numerorum primorum potestates , posteaque reliquas ad has re- 
ducere ostendemus. Et primo statim observamus, mantissam fractionis ", (cuius 
numeratprem a per numerum primum p non divisibilem esse semper supponimus) 
finitam esse, atque ex p figuris constare, si p — 2 aut =5; in casu priori 
haec mantissa, tamquam numerus integer considerata, erit = 5 11 a, in posteriori 
= 2 p a. Haec tam obvia sunt, ut expositione non egeant. 

Si vero p est alius numerus primus, 1'0 r a per p 1 ' numquam divisibilis erit, 
quantumvis magnus accipiatur r , unde sponte sequitur, mantissam fractionis 
F = ~ necessario in infinitum progredi. Supponamus, 1 0* esse potestatem in- 
fimam numeri 1 0 , quae unitati secundum modulum p 1 * congrua fit (Conf. Sectio 
III, ubi ostendimus, e vel numero {p — I )p v ’~ l aequalem vel ipsius partem ali- 
quotam esse), perspicieturque iacile, etiam 10'a fore numerum, in serie 10a, tOOa 
lOOUaetc. primum, qui ipsi a secundum eundem modulum sit congruds. Iam 


quum 


r 


r art. 3 1 2 mantissae fractionum ’-^- 
. r r 


oriantur, demendo man- 
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tissac fractionis F figuram primam, duas ... 'e figuras primrts resp., manifestum 
est, in hac mantissa post primas e figuras, neque prius, easdem iterum repeti. 
Has primas e figuras, e -qujbus infinities repetitis mantissa formata est, periodum 
huius mantissae sive fractionis F vocare possumus, patetque, magnitudinem peri- 
odi, t. e. multitudinem figurarum, e quibus constat, quae est = e, a numeratore 
a omnino independentem efcse, et per solum denominatorem determinari. Ita e. g. 
periodus fractionis est 09. fractionis f periodus 42S57 1 *). 


315. 

Simulae igitur fractionis alicuius periodus habetur, mantissa ad figuras quot- 
cunque produci poterit. Porro patet, si fuerit b= 1 o'a (mod.p“), periodum frac- 
tionis p oriri, si primae X figurae periodi fractionis F (supponendo X<e quod 
licet) reliquis e — X postscribantur, adeoqjie cum periodo- fractionis F simul pe- 
riodos omnium fractionum haberi, quarum numeratores ipsis 1 0a K 1 00a, 1 000a etc. 
secundum denominatorem p 1 * sint congrui. Ita e,g. quum 6 5 3,IO ! (inod. 7), 
periodus fractionis ? statim e periodo fractionis f fit S57I42. 

Quoties itaque pro modulo numerus 40 est radix primitiva (artt. 57. 89), 
e periodo fractionis protinus deduci poterit periodus cuiusvis alius fractionis 
(cuius numerator m per p non divisibilis), tot figuras ab illa a laeva resecando 
et ad dextram restituendo, quot unitates habet index ipsius /«. numero 10 pro 
basi accepto. Hinc perspicuum est, quamobrem in hoccc casu numerus 10 in ta- 
bula 1 semper pro basi acceptus sit v. art. 72). . 

Quando vero 10 non est radix primitiva, e periodo fractionis - earum tan- 
tummodo fractionum periodi exscindi possunt, quarum numeratores alicui potes- 
tati ipsius 10 secundum p* 1 sunt congrui. Sit 10* potestas- infima ipsius 10 uni- 
tati secundum p l congrua, {p — \ )p?~ 1 =«= e/, atque talis radix primitiva r pro 
basi accepta, ut index numeri 10 'fiat f (art. 7 1). In hoc itaque systemate nu- 
meratores fractionum , quarum periodi e periodo fractionis p exscindi possunt, 
habebunt indices f, 2/, 3/.. . . ef — f; simili modo e periodo fractionis ' u de- 
duci possunt periodi fractionum, quarum numeratores lOr. lOOr, lOOOretc. in- 
dicibus /-f- 1, if-\- J. 3 f-fc J etc. .respondentes i e periodo fractionis cuin nume- 
ratore rr (cuius index 2) deducentur periodi fractionum cum numeratoribus quo- 

*) Cei. Kobertson periodi initium et finem duobus pancti* figurae primae ct ultimae supra*criptis indicat 
{ Thsory of circulating fractam». Philon. Trans. I7*a />. 207)* quod hic non necessarium putamus. 
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rum indices f 1— 2, etc . - r generalitcrque e periodo fractionis cum 

numeratore r' derivari poterunt periodi fractionum cum numeratoribus», .quorum 
indices /-)-«, 2 /+»'. 3 f'~\- i etc. Hinc facile colligitur, si tantummodo periodi 
fractionum cum numeratoribus 1. r, rr, r J . . . . r^~' -habeantur., omnes reliquas 
inde per solam transpositionem deduci posse adiumento regulae sequentis: Sit 

index numeratoris in fractionis propositae ™, in systemate ubi r pro basj -accep- 
tus est, = i f quem supponimus minorem quam [p — 1 liat (dividendo 

per f) i = ita ut a, 6 sint integri- positivi (sive etiam 0) atque 6<(/; 

quo facto orietur periodus 'fractionis ~ 'e' periodo fractionis, cuius numerator' r® 
(adeoque 1, quando 6 = 0), collocando huius a primas figuras post reliquas 
(adeoque hanc ipsam j>eriodum retinendo, quando a — 0). Haec sufficienter de- 
clarabunt, cur iri condenda tabula I normam in art. 7 2 explicatam sequuti simus. 

316. 

Secundum haec principia pro omnibus denominatoribus formae p 1 * infra 
1000 tabulam periodorum necessariarum construximus, quaru integram sive etiam 
ulterius continuatam occasione data publici iuris faciemus. Hoc loco .tabula III 
usque ad 100 tantum producta tamquam specimen sufficiat, cui explicatione vix 
opus erit. Pro iis denominatoribus , ubi 10 est radix primitiva, periodos frac- 
tionum cum numeratore 1 exhibet (puta pro 7, 17, 1.9, 23, 29, 47,- 59, 61, 97 }; 
pro reliquis, f periodos numeratoribus, 1, r, rr,-. respondentes, quae per 

numeros adseriptos (0), (1), (2) etc. sunt distinctae; pro basi r seni per eadem 
radix primitiva adoptata est ut in tabula I. Hinc igitur jxjriodus fractionis cuius- 
vis, cuius denominator in hac tabula continetur, adiumento praeceptorum art. praec. 
erui poterit, postquam numeratoris index per tabulam I est computatus. Ceterum 
pro denominatoribus tam parvis negotium aeque facile absque tabula I absolvere 
poterimus, si per divisionem vulgarem tot figuras initiales mqntissac quaesitae com- 
putamus, quot per art.,313 necessariae sunt, nt ab omnibus aliis eiusdem deno- 
minatoris distingui possit (pro tabula III non plurcs quam -2), omuesque jieriodos 
denominatori dato respondentes perlustramus., usquedutn ad illas figuras initiales 
perveniamus, quae periodi initium haud dubie indicabunt; monere tamen oportet, 
illas figuras etiam separatas esse posse, ita ut prima (vel plures) finem alicuius pe- 
riodi constituant, reliqua vel reliquae eiusdem initium. 

Ex. Quaeritur periodus fractionis |f. Hic pro modulo 19 per tab. 1 

49 
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habetur md. 1 2 = 2 ind. 2 -f- ind. 3 = 39=3 (mod. 1 8 ) (art. 57) ; quare quum 
pro hoc. casti unica tantum periodus numeratori 1 respondens habeatur, huius 
tres prunas figuras ad finem translocare oportet, unde fit periodus quaesita 6315 
789473,68121052. — Aeque facile periodi initium e duabus primis figuris 63 in- 
ventum fuisset. , .. 

Si periodus fractionis f-f- desideratur, fit pro modulo 53. ind. 45 =2 ind. S 
-j- ind. 5 = 49; multitudo periodorum hic est 4 — /. atque 49 — l2/-f-l, 
quare a periodo cum ( 1 ) signata 1 2 primae figurae postponendae erunt ultimae, 
periodusque quaesita fit 8490566037735. Figurae- initiales 81 in hoe casu se- 
paratae suht in tabula. " -• 

Observabimus adhuc, adiumento tabulae III etiam numerum inveniri posse, 
qui pro modulo dato (in ipsa sub denominatoris titulo contento - ) indici dato re- 
spondeat, ut in art. 59 polliciti sumus. Patet enim per praecc., inveniri posse pe- 
riodum fractionis, cuitis numeratori {licet incognitus sit) index datus respondeat; 
sufficit autem, tot figuras initiales huius periodi excerpere, quot figuras habet de- 
nominator^ ex illis per art. 313 eruetur numerator sive numerus quaesitus indici 
dato respoqdens. 

317. 

Per praecedentia mantissa fractionis cuiuscunque, cuius denominator est 
numerus primus aut numeri pqtni potestas, intra limites tabulae, ad figuras quot- 
cunque sine computo erui potest; sed adiumento disquisitionum in initio huius 
Sectionis tabulae ambitus multo latius patet, omnesque fractiones, quarum deno- 
minatores sunt producta e numeris primis aut primorum potestatibus intra ipsius 
limitem, complectitur. Quum enim talis fractio in alias decomponi possit, quarum 
denominatores sint hi factores, atque has in fractiones decimales ad figuras quot- 
cunque convertere liceat, restat tantummodo, ut hae in summam uniantur. Ce- 
terum vix opus erit monere, summae sic prodeuntis figuram ultimam iusto mino- 
rem evadere posse; manifesto autem defectus ad tot unitates adseendere nequit, 
quot fractiones particulares adduntur, unde hae ad aliquot figuras ulterius compu- 
tare conveniet, quam fractio proposita insta desideratur. Exempli caussa conside- 
rabimus fractionem — F*), cuius denominator est productum e nume- 

*) Haec fractio cat una ex ii* , quae ad r&dicein quadratam vx Ia quam proxime appropinquant, et qui- 
dem excessus eat minor quam septem unitates in loco ligurae decurialis vigesimae. 
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ris 46. 9. 5, 49, 13, 4 7, 59. Per praecepta supra data invenitur F :1 -f- H + 
4 -+- i + | j + t*j- -+- i V -f- i|. quae fractiones particulares , ita ut sequitur, in 
. decimales convertuntur: • • 

1=1 

\% = 0,6575 ' . 

4 — O.S ' * ‘ 


J = 0,4444444444' 

4444444444 

44 

= 0,4469795916 

3673469387 

, 7 * 

fy = 0, 384G1 53646 

1 5418461 536 

46 

X ’ T = 0, 1489361702 

1276595744 

68 

fj = 0.8813559322 

03389S3050 

84 

F = 4, 795831 5233 

1271954166 

17 


■ Defectus huius summae' se iusto certo minor est quinque unitatibus in figura 
ultima vigesima secunda, quare viginti primae inde mutari nequeuht. Calculum 
ad plures figuras producendo, pro duabus figuris ultimis 17 prodit 1^93936 . /. 
— Ceterum vel nobis non monentibus quisque videbit, hanc methodum, fractio- 
nes communes in decimales convertendi , ei potissimum casui arromodatam esse, 
ubi multae 'figurae decimales desiderentur; quando enim paucae sufficiunt, divisio 
vulgaris sive logarithmi aeque expedite plerumque adhiberi jioterunt. 


316. . 

Quum itaque resolutio talium fractionum, quarum denominatores e pluribus 
numeris primis diversis compositi sunt, ad eum . casum iam reducta sit, ubi deno- 
minator est primus aut primi potestas : de illarum mantissis panca tantum adiicie- 
mus. Si denominator factorem 2 et 5 non continet," mantissa etiam hic e perio- 
dis constabit, 'quoniam pro hoc quoque casu in serie 10., 100, 1000 ad terminum. 


unitati secundum denom in atorem congruum, ttmdcln .pervenitur, simulque huius 


termini exponens, qui per art 92 facile determinari poterit, periodi magnitudinem 
a numeratore independcnteni, indicabit, siquidem hic 'ad donominatorem primus 
fuerit __J Si vero denominator est formae 2’5 e A', designante N humerum ad 
lo primum, a et fi numeros, quorum unus saltem non est 0, fractionis mantissa 
post primus a vt»l fi- figuras (prout a vel fi maior) e periodis constare incipiet, 
cum periodis fractionum. cum denominature N respectu 'longitudinis convcnienti- 
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bus; hoc facillime inde derivatur, quod illa fractio m duas alia* cum denominato- 
ribus 2*5^ et N resolubilis est, quarum prior post primas a vel fi figuras ab- 
rumpetur, Ceterum de hoc argumento multas alias observationes adiicere pos- 

semus, praesertim circa artificia, talem tabulam ut III quam citissime construendi, 
quas brevitatis caussa eo lubeijtius hoc loco supprimimus , quum plura huc perti- 
nentia tum a cel. Robertson 1. c. . tum a cel, Bernoulli ( Nohv. Mhn. de TAc. de 
Berlin 1771 p. 27 3 ) iam aiiit tradita. 


Solutio twngruentiae xx == A yrr methodum exclusioni*. 

319 . 

Congruentiae xx = /l (mod. m ) , quae convenit cum aequatione indetermi- 
nata xx =' .1 -f- 7iij/, possibilitatem in Sect. IV (art. 146] ita tractavimus, ut nihil 
amplius (Jesiderari posse videatur; respectu investigationis incognitae ipsius autem, 
iam supra (art. 1 52) observavimus, methodos indirectas directis longe esse praefe- 
rendas. Si m *est numerus primus ( {ad quem cpsum relicui facile reducuntur), ta- 
bulam iudjfum I (cum III secundum obs. art. '.i t 6 combinatam) ad hunc finem ad- 
hibere possbmus ,/ ut in art. fiO generalius ostendimus:, haec vero methodus intra 
tabulae limites restricta foret. Propter has rationes methodum sequentem gege- 
ralem ac expeditam arithmeticae amatoribus haud ingratam fore speramus. 

Ante omnia observamus, sufficere, si ii tantummodo valores ipsius x habean- 
tur. qui sint positivi atque non maiores qu,am { m, quum quivis alius horum ali- 
, cui vel ipsi vel negative sumto secundum modulum m congruus sit; pro tali vero 

valorc ipsius X valor ipsius y necessario inter limites — — et [m — m con- 
tentus erit, iffirthodus itaque, quae statim se offert, in eo consisteret, ut pro sin- 
gulis valoribus ipsius y intra hos limites contentis, quorum uom|ilexum exprime- 
mus per Q, valor ipsius A + my, quem per. V denotabimus, computetur, iique 
soli retineantur .’ pro quibus V fit quadratum. Quando m est numerus, parvus 
( e: g. infra 40 j , hoc ■ tentamen tam , breve est, ut contractione vix opus sit; 
quando autein m est magnus, labor per v\ethodum exclusionis sequentem, quantum 
lubet, abbreviari poterit. . ■ , < . . 

320. . , 

■Sit E ■ numerus arbitrarius integer ad m. primus ac maior quam 2; omnia 
eius nou-residun quadratica diversa {i. e. secundum E incongrua) haec a, b, cete. ; 
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denique radice* congruentiarum 

A-\-my — a, A + my = b . .1 -|- my ~ c ctc. MC.mod.JE> 

hae a. 6, yete-, quas omnes positivas ac minores quam E accipere licebit. Si 
itaqne ipsi y valor aliciy ex bis nimieris a. F>, y etc. secundum E congruus tri- 
buitur. valor ipsius V = A + vny inde oriundus alicui ex his a, b, c etc. con- 
gruus et proiu non-rosidutim ipsius E erit, neque adeo quadratum esse poterit. 
Uinc patpt. ex Q omfies-statim numeros tamquam inutiles .excludi posse, qui sub 
formis JEl+a, -El+tf, Et-\-y etc. colitenti- sint, sufficietquc, tentamen de re- 
liquis, quorum complexus fit Q', instituisse. In illa operatione humero E nomen 
excludentis tribui potest. • . 1 

Accipiendo autem pro excludente numerum idoneum alium E\ prorsus si- 
mili modo invenientur tot numeri a; ff, y'etc., quot non-residua diversa quadra- 
tica habet, quibus y secundum modulpni E' tongruus esse nequit. Quare denuo 
ex Q' eiicere licebit omnes numeros sub formis -EV+a*. E t + ff, 257+ Y etc. 
contentos. Hoc modo continuari poterit, alios aliosque semper excludentes adhi- 
bendo, donec multitudo numerorum ex S2 tantum deminnta fuerit, irt-.hon diffici- 
lius videatur, omnes superstites tentamini revera subiicere , quam exclusiones no- 
vas instituere. 

Ex. Proposita aequatione xx — 22 + ()7y, limitcS valorum ipsius y erunt 
— H et 24 i — unde (quoniam inutilitas valoris 0 per se' est obvia) 0 com- 
prehendet numeros l, 2, 3 ... . 24. Pro JET 3- habetur unicum taon-residuum 
a — 2; unde fit a = 1 : ; excludendi sunt itaque' ex Q omnes numeri formae 
31+1; multitudo remanentium Q' erit 16. Simili modo pro E — 4 habetur 
a = 2, b == 3, unde a — 0, fJ — J ; quare reiici debent numeri formae 4 1 et 
4 1 + 1 restantque hi octo 2, 3, 6, 11 . 14, 15, 18, 23. Perinde pro E — 5 re- 
iieiendi inveniuntur numeri formarum 51 et 51+3; remanentque hi 2,6,11,14. 
Ejicludens 6 removeret numeros fommrum 61+ 1 et 61+ 4; hi vero (qui cum 
numeris formae 31-f- 1 conveniunt) iam absunt;. fetcludens 7 .eiicit numeros 
formarum 7f+2, 71+3,71+5, ac relinquit hos 6, 11, 14. Hi 'pro y substi- 
tuti producunt resp. V = 604, 1089, 1380’, e quibus valor secundus solus est 
quadratus, unde x^= + 33. • • ' 
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321 . 

Quum' operatio cum excludente E instituta c valoribus ipsius V, valoribus 
ipsius y in Q. respondentibus, omnes eos releget, qui sunt non-residua quadratica 
ipsius E , residua vero -eiusdem numeri non attingat; facile intelligitur, usum exclu- 
dentium E et 2 E nihil differe, si E sit impar, quum in Jioc casu E et 2 E eadem 
residua et non-residua habeant. Hinc patet, si successive numeri 3, 4, 5 etc. tam- 
quam excludentes adhibeantur, numeros impariter pares 6, 10, 11 etc. tamquam 
superfluos praetereundos esse. Porro perspicuum est. operationem duplicem, cum 
excludentibus 'E, E' institutam , eminis eos valores ipsius 'V: removere , ijui, vel 
utriusque E, E' Vel Unius non-residua sint, eosque qui sint utriusque residua, re- 
manere. Iam quum in eo casu, ubi E et E' divisorem communem non habent, 
illi numeri eiccti omnes sint non-residua, atque hi superstites residua producti 
E E', manifestum est, .usum excludentis E E' in hac casu omnino tantundem ef- 
ficere, ac usum duorum E, E', adeoque illum, post hunc, superfluum fieri; Quare 
eos quoque 'excludentes omnes praeterire licebit, qui in duos factores inter se pri- 
mos resolvi possunt, sufficietque iis uti, qui sunt vel numeri primi (ipsum m non 
metientes] vel primorum potestates. Denique manifestum est, post usum exclu- 
dentis p\ qui sit potestas numeri primi p, excludentem p seu p‘, quando v<;p, 
superfluum fieri; quum enim p 11 inter valores ipsius V sola sui residua reliquerit, 
a potiori non-residua ipfcius p aut potestatis’ cuiusvis inferioris p' non amplius 
aderunt. Si vero p aut p 1 iam ante p“ adbibitus est, hic manifesto tales tantum 
valores ipsius V eiicerc potest, qui.siinul sunt residua ipsius p (aut p’) atque non- 
residua ipsius p 1 *; quare huiusipodi tantum non-residua ipsius p** pro <i, b, c etc. 
accipere sufficiet. 

322* 

Computus mtmeroruni a,f>, y etc. cuivis excludenti dato E, respondentium 
inultum contrahitur }>er observationes sequentes. . Sint 21, 58, C etc. radices coh- 
gruentiarum my~a, a»jf=5=i, my ~ c etc. (mod. E) atque k radix huius my 
~ — A, patetque fleri a = 2l + A; t> S 5 © -(- A, 7 = <S A etc. Iam si ipsos 2L, 
58 . (5 etc. revera per solutionem illarum congruentiarum eruere oporteret , haec 
via ipsos a, 6, y etc. inveniendi nihilo utique brevior foret, quam ea quam supra 
ostendimus: sed illud neutiquam est necessarium. Si enim, primo, E est nume- 
rus primus, atque m residuum qu. ipsius E, patet per art. 9S, ipsds 21, 23, (5 etc. 
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qui sunt valores expr. i, ~ etc. { mod. E), fiori non-residua diversa ipsius E. 
adeoque cum ipsis a, 6, y etc. omnino convenire, abstrahendo ab ipsorum ordine, 
cuius nihil hic refert; si vero in eadem suppositione m est non-residuutn ipsius E. 
numeri 91, ©. S etc. cum omnibus residuis quadratius , nbiecto 0 , convenient. 
Si E est quadratum numeri primi (imparis}, — pp, atque p iam tamquam ex- 
cludens applicatus , sufficit per art. praec. , pro a, b, c 6tc. ea non-residua ipsius 
pp assumere quae sunt residua ipsius p, i. e. numeros p, 2 p, 3 p . . . pp — p (sci- 
licet omnes numeros infra pp praeter 0,' qui per p sunt divisibiles); hinc vero 
facile perspicitur, pro 9t, S, (5 etc, omnino eosdem numeros provenire debere, ali- 
ter tantum dispositos. Similiter si post applicationem excludentium p et pp p6- 
nitur E = p 1 , sufficiet pro o, 6, cetc. .accipere producta singulorum rton-resi- 
duorum ipsius p in pp, unde pro 91, 33, E etc. provenient vel iidem numeri, vel 
producta ipsius pp in singula residua ipsius p praeter 0, prout m est residuum' 
vel.non-residuum ipsius p. Generaliter accipiendo pro E potestatem quamcun- 
que numeri primi puta />•", omnibus inferioribus iam applicatis, pro 91, ©.•©etc. 
prodibunt producta ipsius pK* vel in omnes numeros ipso p minores, 0 semper 
excepto, quando p par, vel in omnia non-residua ipsius p minora quam p, quando 
p impar atque mKp, vel in otunia residua, quando nNp Si E ='4. adeo- 

que a =■ 2 , 4 = 3, pro 91 , © habemus vel 2 et 3 vel 2 et 1 , prout m = I 
aut = 3 ( mod. 4 ). Si post usum exci. . 4 statuitur E = 8, habemus . £ = 5, 
unde 91 fit 5, 7\ 1, 3, prout m= 1, 3, &, 7 (mod. 8). Generaliter autem si E 
est potestas • altior quaecunque binarii puta 2*\ inferioribus iam applicatis. [>oni 
debet a = 2 1 * - *, 6 = 3.-2* 1- *, quando p est par, unde fit 91 = 2* 1-1 , © = 3.2 11- * 
vel = 2* 1- 1 prout »51 'vel =3,' quando vero p est' impar, ponendum est 
a — unde 91 aequalis fit producto numeri 2^“ 3 in 5, 7,- 1, vel 3, prout 

w» = 1, 3,’ 5- vel I (mod. 8); 

tteteruiu periti facile comminiscentur apparatum , per quem valores inutiles 
ipsius p mechanice ex 12 eiici possint, jiostquam pro tot excludentibus, quot neces- 
sarii videntur numeri a, 8, y etc. sunt computati ; sed de hoc re sicilt .de aliis ar- 
tificiis laborem contrahendi hic agere non licet. , 

. # J • * 

Solutio aequationis indeterminatae mxx + nyy = A per exclusiones. \ 

32 ^. 

• Omnes repraesentationes numeri dati ,-1 per formam binariam mxx-\-npp. 
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• V • 

sive solutiones, aequationis indeterjninatae mxx-\-nyy — A, in Sectione V' me- 
thodo gencpali iuuejiire docuimus, cuius brevitas quoque nihil desiderandum re- 
linquere - videtur, si omnes valores expr. \/ — mn secundum modulum A ipsum, 
et per sups factores quadratos - divisum' iam habentur; hic autem pro eo casu, 
ubi mn est positivus, solutionem explicabimus ,• directa multo expeditiorem , si 
ad hanc illos valores antea computare opdrtet. .Supponemus autem, numeros m, 
n et A esse positivos atque -inter .se priiqos, quum casus reliqui ad hunc facile 
possint reduci. Manifesto quoque sufficit, valores positivos ipsOrum x, y eruere, 
quum reliqui inde per solam signorum mutationem deducantur. 

Perspicuum est, x ita coni paratum esse debere, ut P ro <f uo seri lie- 

mus F, positivus, integer; et quadratus evadat. Conditio prima requirit, ut x 
non sit maior quam y^; secunda iam per se locum habet,, quando w == 1 , alio- 
quin requirit, ut valor expr. ^mod. n) sit residuum quadraticum ipsius n, de- 
signancjoque omne» valores diversos expr. y ^ (raod n) per + r, + r' etc. , x- sub 
aliqna. formarum nt-\-r, nt — r, «/-f-r"etc. contentus esse debebit. Simpli- 
cissimum itaque foret, omnes numeros harum fonnarnm infra limitem y 1 - , quo- 
rum complexum per Q bxprimeinus, pro x substituere,' eosque solos retinere, 
pro quibus V fit quadratum. Hoc tentamen, quantum lubeat, contrahere, in 
art. sq. decebimus. 

' 324. . • 

Methodus exclusionum, per quam hoc efficiemus, perinde ac in. disqu. praec. 
hi eo consistit, ut plures numeros, etiam hic excludentes vqcaudos, ad lubitum 
accipiamus , pro quibusnam valoribus ipsius x valor ipsius V fiat non-residuum 
qu. horum excludentium , investigemus, folesijuc x e.\ U ciicitimus. Per ratio- 
cinia iis quae in art. 3 21 exposuimus omnino analoga apparet, tale* tantum ex- 
cludentes adhibendos esse, qui si;it- numeri primi aut nuiueroruirt primorum pote- 
states, et pro excludente posterioris generis ea tantum qisius noh<esidua a valo- 
ribus ipsius Fnrceuda. quae sint residua omnium potestatum inferiorum eiusdem 
numeri 'primi , siquidem exclusio eum his iam est instituta. 

Si itaque excludens E^j)^ (includendo etiam eum casum ubi p — 1), 
ubi p est numerus primus ipsum m non metiens, suppouamusque *) p" esse sum- 

*) Brevitatis caussa duos casus, in quibus n ptfr p est divisibilis ac non divisibilis, simul complectimur ; 
io ppsteriori > =- 0 ponere oportet. ' ( 
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mam potestatem eiusdem numeri primi pe'r.quam « sit divisibilis. Sint a, b c ntc. 
non-residua quadratica ipsiils E (omnia, quando p = I ; necessaria sive ea quae 
sunt residua potentatum inferiorum, quando |i>,l). Computentur radices con- 
gruentiarum mz = A — na, mt ^'A — Ab, i»esd — «c etc.(mod. iy 
quae sint «; 6, yete. , patctqtie fusile . si' pro quo valore ipsius x fiat xx^a 
(mod. E])’), valorem respondentem ipsius V fieri ^ <1 ( mod. Ej sive non-resi- 
duutn ipsius vE, similiterque de nunipris reliquis ti, y etc..; .aeque fecile vice versa 
perspicitur, si quis valor ipsius $ pj-otlucat • V ~ a .mod, .E^, pro eodem fieri 
«f= a (mod. Ep"), adeoque omnes valores ipsius x, pio quibus xx nulli nume- 
rorum a, 6, y etc. sec. mod. Ep' congruus sit. tales 'valores ipsius V prod ucere, 
qui nulli numerorum a, b, e etc. sed. mod. -E sipt congrui. Eligantur iam e nu- 
meris a, 6. y etc. omnia residua quadratica ipsius Ep", qpae sint g, y , <f etc.. 
computentur valores expressionum \Jg\ y(y -.V^ ctc - (mod. Ep"), -ponam usque. hinc 
prodire ~H h, + h\'-\rk" etc. • His ita factis manifestum est, omnes numeros for- 
marum Ep't + h , E p"t + /i, E p"t + A" etc. ex. 2 tuto eiici jtosse, nulLiqne ru- 
lari ipsius ■ ;r in 2 post bano exclusionem remaaenrti valoreip ipsius F.sub formi# 
Eu *-(- a, Eu.-\-b, Eu-\-c etc. contentum .respondere |>ossc. ■ (.'etenim luamftf- 
stnm est, tales valores ipsius V iam per se e nullo valore 'ipsius i' prodire posse, 
quando inter numeros n. l>. 7 etc. nulla residua qu. ipsius- Ep' inveniantur, ad-' 
eoqne‘in hoc casu numerupi- E tamquam excludentem applicari non posse. 
Huiusmodt excludentes, quot placet, adhiberi , atque sic humeri in 2 ad lubituiu 
diminui possunt. • ' - ;■ • . • " *• 

\ ideatuus iam, annon etiam numeros primos ipsihn tn niptientes, taliumve 
numerorum potestates tamquam excludentes adhibere liceat. Sit B valor expr. 
^ (mod. m,), pntetque, T' semper ipsi B secundum mod. m congruam fieri , qui- 
ennque valor pro x accipiatur , adeoque ad possibilitatem aequ. prop. necessario 
requiri, .ut B sit residuum quadraticum ipsius m, Designante itaque p diviso- 
rem quemcunquc" primum imjrarc'111 ipsius m, 'qui per hyp. ipsos n ct A, adeo- 
que etiam i|tsum B iton metietur, pro valore qhocunque ipsius ,r erit V resi- 
duum ipsius p adeoque etiam cuiuscunque potestatis ipsius p; quamohreni p ip- 

siusque potestates nequeunt excludentium loco haberi' p Prorsus simili ratione, 

(piando m per 3 est divisibilis,' ad aeqn.*prop. possibilitatem necessario requiri- 
tur. ut sit'fi= t (niod. Ss),. unde etiam 1’ pro valore quocunque ipsius «r fiet =1 
(mod. S , et proiu binarii potestates ad exclusionem non idoneae; — Unando au- 
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tem m per 4 neque vero per 8 est divisibilis, ex .simili ratione esse debebit 1 
(mod. 4), adeoque valor expr. — (mod. 8)i Tei 1 vel 5, designetur per C. Nullo 
negotio -perspicietur » • pro valore- pari ipsius x hic fieri V = C; pro impari. 
F= C+ 4 (mod. 8) ; unde patet, valores pares reiiciendos esse , quando C = 5 ; 

impares , quando C = 1 Denique quando m per> 2 , neque vero per 4 est 

divisibilis , sit ut ante C valor expr. — (mod. 8), qui erit 1, 3, 5 vel 7 ; atque I) 
valor huius (mod. 4 ) , qui erit 1 vel 3. Iam quum valor ipsitis. V manifesto 
semper fiat =C — 2Dr,r(mod. 8), adeoque pro f pari =C, pro impari — ID, 
facile hinc colligitur, reiiciendos esse omnes valores imppres ipsius x , quaiulo 
C — 1 ; omnes pares, quando C ■=; 3 et D — 1, aut C = 7 et D — 3, atque 
valores rcmanexttes omnes producere V = l (mod. 8) sive residuum cuiusvis 
jiotestatis binarii; in casibus reliquis autem, puta quaudo C = 5, aut C — 3 et 
D = J, aut C = 7 et D — 1,. fiet Fhe 3, 5 vel J (mod. 8), sive x accipiatur 
par sjvc impar, unde liquet, in his casibus aequationem prop. solutionem omnino 
non admittere. 

Ceterum quum prorsus shnili modo, ut hic valorem ipsius x per exclusionus 
invenire docuimus-, etiam, mutatis mutandis, valorem ipsius y elicere possimus, 
methodum exclusionis ad- problematis propositi solutionem duobus .semper modis 
'applicare licebit (nisi m = * — .1 , Ubi coincidunt), e quibus is plerumque est 
praeferendus, pro quo Q terminorum multitudinem, minorem continet, quod facile 
a priori aestimari poterit. — Denique vix necesse erit observare , si post aliquot 
exclusiones omnes numeri. ex Q abierint, hde ut certum indicium impossibilitatis 
aequationis propositae esie considerandum. • • ..... 

• • 325. 

Ex. Proposita sit aequatio 'ixx -\-4 r ohyy '= 10857362, quam duplici 
modo solvfemus, j>rimo investigando' .valores ipsius x, dein valores ipsius y. LimeS 
illorum in hoc casu est ^36191 20f, qui cadit inter 1902 -.et -1903; valor expr. 
j (mod. 455) est 354 atque valores expV. y/354 (mod.455) hi +82,.+ 152, 
+ 173, +212. Hinc 2 constat q‘ 33 numeris sequentibus: 82, 152, 173, .212, 
243, 282, 303, 373,' 537, «07, 6JWi, 667, 698, 737, 758, 828, .992, 1062, 1083, 
1122, 1153, 1192, »213, 1283, 1 447, 1 5 1 7, 1 538, 1577, 1608,. 1647, 1668, 1738. 
1902. Numerus 3 iu hoc casu ad exclusionem adhiberi nequit, quia ipsum m 
metitur. Pro excludente 4 habemus a — 2. 6 = 3. unde = 0, t> = 3, 
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g .= o, atque valores expr. \g (mod. 4 ) has o et 2; hinc sequitur, omnes uu- 
uieros formarum it 'et 4 / + 2, i., e. omnes pares ex ’£} ciiciendos esso; designen- 
tur (sedecim) reliqui per £?. Pro E — 5, qui etiam ipsum « metitur, habemu» 
radices congruentiarum- ms = A — ‘In et ms — A — 3n (niod. 25) Jias 9 et 24, 
quae ambae sunt residua ipsius 25, valoresque exptfessionum y'9 et ^21 (mod. 25) 
fiunt +8, +7; eiectis ex Q' omnibus numeris formarum ‘25/+ 3, 25/ + 7 
restant hi deeeft {Q."): /73, 373, 5^7, 607, 737, 1038, 1*13, 1263, 1517; 1377. 
Pro 'E *= 7, habemus congruentiarum' tra ^A— 'in, ni~ = „-l — 5n, m; = A — 6« 
(mod. 49) radices 32, 39, 18, quae omnes sunt residua ipsius '49, atque valores 
expr. ^32, y/3Q, \J 1 8 ( niod. 49) -hos +9, +23, +19; eiectis ex 12" numeris 
formarum 49/ + 9«’ 49/.+ 19, 49Z+23 remanent hi quinque (2'"); 537,737, 
1063, 1213, 15’17. 'Pfo E zj=. 8 habemus a = 5, unde (t — 5, qui est non- 
residuuin ipsius 8; ^uflre excludens 8 non potest adhiberi.’ Numerus 9 e* ea- 
dem ratione praetereundus est ut 3. Pro -E = 2 1 .numeri < 1 , b ctc. -fiunt* 2, (i. 
7, 3, 10; v = 0; unde numeri a.+ etc. = 8, 10, 6, 0, 1, e quibus tres sunt 
residua ipsius 11 puta 0, t, 5; hinc deducitur, ex £2" reiicreudos fesse- numero^ 
formarum 11/, 11/+1, 11/+4, quo facto remanent 537, 1083. 1213. Quos 
tentan do prodeunt pro V resp. valores 21961, 16129, 14161, e quibus secundus 
ac tertius soli sunt quadrata. Quare aequ. prop. duas solutiones per valores po- 
sitivos ipsorum x,-y admittit, x = 1^083, 'y= 127, et x — 1213, y = 119. 
#• * 

Secundo. Si alteram eiusdem aequationis incognitam per exclusiones indagare 
placet, -pontltur _ haec sub formatu 156 j.j;+ 3 yy 10857362, commutando ,,r 

cum y, ut omnia signa Urtt. 323, 324 retinere' liceat. Limes valorum i|isius x hic 
cadit inter 154 et 155; valor expr, ^ (mod. n) est 1; valores huius ^1 (mod. 3) 
sunt +1 et — 1 Quare Q continet omnes numeros formarum 3 / + 1 et 
3/ — 1, ». e. omnes per 3 non divisibiles usque ad 154 incl., quorum multitudo 
est 103; applicando autem praecepta supra data invenitur, prc/excl. 3; 4; 9; 1,1; 
17;-’ 19; 23 rciieiendos esse numeros formarum 9 / + 4 ; • 4 1, 4/+2 sive Omnes 
pares-, 27 /+l, 27/+ 10; 11/, 11/H^I, 11/+3f 17/+3, JT7/+ 4 ,. 17 / + 5, 
17/ + 7; 19/+2, 19/+3, 19/+8, I9/ + 9;. 23/, 23/+ 1, 23/+5, 23/ + 7, 
23/ + 9, 23/+ 10;' Ilis deletis superstites inveuiuntur 419, 127, qui duo soli 
ipsi I" valorem quadratum conciliant, easdemque solutiones suggerunt, ad quas 
supra pervenimus. 
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. ; • 326 . . , • > » . . 

• ■ Methodus praecedens iam per. se tam expeditaest, ut vis quidquam optau- 

dum relinquat; ‘attamen per multifaria.artiiicia magnopere adhuc contrahi potest, 
e quibus hic pauca tantum attingere licet. ‘ liestringeiuHs itaque disquisitionem 
ad eum casum , ubi excludens est muneruS primus impar ipsum A non metiens, 
sive talis primi potestas, praesertim quoniam casus reliqui, vel ad hunc reduci vel 
methodo analoga tractari possunt. .Supponendo primo, excludentem E = p esse 
numerum primum ipsos m, u uon lAetientem, atq.ue' valores expr. — , 

— — • etc. (mod.p)' resp. ^r,.‘21, 2), S etc. : juimeri a, f», j etc. inveniuntur per con- 
gruentias a = A4-21, S = A-j- 23; y etc. (mod.p). Numeri 21, 23, 6 etc. 

autem per artificium ei prorsus simile, quo in art. 322 usi sufims, sine cougruqp- 
tiaruni computntionp erui possunt, et vel cum omiiibus* non -residuis, vel cum 
omnibus residuis ipsius p (praetef 0) convenient, prout valor expr. — --(mod.p), 
sive, f^uod hic eodem 'redit) numerus ’ — mv est residuum vpl non.-residuum ipsius p. 
Ita. in ex. H art. prnec. pro £=17 fit k =7; — m» = — 1365 se 12 est 
non-residuuifa ipsius ,’j 7 ; hinc numeri 21, 23 etc. erunt >, 2, 4, 8, 9; 13, 15, 16 
adeoque numeri a, 6 etc. 8, 9, 1 1, 1 5, 16, 3, 5, 6; - ex his residua sunt 8, 9, 1 5, 1 6. 

unde + A, Ji etc. fiunt 4; 5, 3, 7, 4 Quibus saepius occasio est huiusuiodi 

problemata solvendi-, cpmmoditati suae eximie consulenti 'si pro pluribus numeris 
priifiis p, valores ipsorum A, A' etc.' singulis voloribus ipsorum A (1,2,3.. .p - — 1 ; • 
respondente»-, in duplici suppositione (puta ubi — mn est residuum et ubi non- 
residuum ipsius p) computent. .Ceterum observamus ‘adhuc, multitudinem' nume- 
rorum A, — A,: A’ etc.t sempej- esae f(p— ,1.), qurnido uterque numerus A et —mu 
sit residuum vel uterque nbn-residuum ipsius p: | (p — 3), quando prior R.. po- 
sterior JVJ2,; J-(p4-l), quando prior X R '. ; .posterior R.; se'd demonstrationem 
huius theorematis, ne nimis prolixi fiamus, supprimere debemus. . 

Quod autem, sechndo, eos casus attinet, ubi JB est numerus primus ipsum 
n, metiens, aut 1 potestas numeri primi (iuqiaris) ipsum ;*■ metientis seu non 
ipetientis. hi adhuc expeditius tractari possunt. Omnes hos casus simul Coift- 
ploctcinur..oirmHjusque art. 324 signis retentis ponemus tn^=n'p'“, ita ut n.per p 
non sit divisibilis. Numeri a, b, c etc. erunt productu numeri p^~' vel in omnes 
numeros, ipso p minores (praeter 0), 'vel iu omnia uon-residua ifvsius p infra p, 
pront p est jmr vel hn|iar; expripiantur indefinite per • Sit A valor expy. 

A (mod.p 1 ''*"’), eritque per p non divisibilis, quia eadem proprietas in A suppo- 
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nitur; poirro patet, omnes «, 6, y etc. ipsi k sec. mod. _/> congruus fieri; adeOque 
p^ nihil cx 2 excludere, si 'kNp; ’ si vero AiZyi adeoque ctinin k sit r 
vaior expr. ‘^(mod./# qui per p non erit divisibilis, atqfle e valor huius 
— (mod.j») , eTitque ,a = rr-f- 2erap’’{mod.]P + ' 1 }, unde facile colligitur , « 
‘esse residuum ipsius p- u+ ' 1 , atque v olores expr, y/a (niod. /P + ' 1 ) fieri +(r-t-eup' 1 ); 
hinc omnes. A, A’, A" etc. exprimentur per r. r |- HejP + ''~'- Denique rrnllo negotio 
liine concluditur , numeros A, A!, A" etc. oriri ex additione numeri _ r cum pro- 
ductis- numeri p v ' Jr '"~' vel in omnes -numeros infra p (praeter 0), puta quando p 
par; vel in- omnia non-residna ipsius p infra hunc limitem, quando, p impar 
atque ellp sive, quod hic eodem redit, quando — '2 turri Rp ; vel in omnia residua 
(praetero), quando p impar atque — imrriNp, ■ ' •. 

.Ceterum simulae pro singulis excludentibus,- quos applifcore placet, numeri 
A, A', etc. sunt eruti, exclusionem ipsam etiam per operationes mechanicas perfe- 
cere licebit, quales quisque harum rerum peritus facile proprio marte excogitare 
poterit',- si operae pretium esse videbitur. • . . 

Tandem observare defiemus, quamvis aequationem ax$-\- 2 (i xy -p- cyy =-,W, 
in qUa bb — ac negativus =. — JJ , facile ad cajn formant-, quam in praecc. con- 
sideravimus , redfici posse,- 1 lesignaudo, enim divisorem communem maximum 
numerorum b per m. et ponendo 

• , . t t T) , * * $ • * t 

a — tntf. b — mb, — — ac — mlh’—n, a.r -f- b[y == x 

aequ. illa manifesto aequivalet huic m .rV-f- nyy == a'M . quae jier praecepta 
su|>ra traditasolvi poterit. Ex huius autem solutionibus eae tantum erunt reti- 
nendae, in quibus x — h'y per a fit divisibilis, sive unde x valores integros 
nanciscitur. • . .- 

• - , •. ' . • • ' . ■' 

'Alia melhtAtu congruentiam xx == A tolvondi pro ro caiu , ubi A mt ntpUtvu*. 

’ . . .zai: * . ; • . 

(Quemadmodum, solutio directa aequationis atrar-f 1 ibxy -f- Qyy = M in 
Seet. V contenta valeres 'expr. y(/i b — <ic) 'mod. M) notos supponit: ita vice versa 
pro eo casu, ubi bb — a'c est negativus, folqtio indirecta in praecc. exposita me- 
thodunt expeditissimam subministrat, illos valores eruendi, quae, . praesertim pro 
valore permagno ipsius M, methodo art. 322 sqq. longe est praeferendu. Nup|Ki- 
iiemUs autem, M esse numerum primum, aut saltem ipsius factores, si compo- 
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situs esset, -adhuc incognitos; si enim constaret, numerum primum p ipsum M 
metiri, atque esso .1/. -:/>** 3/ ita ut M fac tore tn p non amplius implicet, 
longe commodiiA foret, valores expr. \Lb — ae) pro modulis p 1 * et M' sigillatim 
explorare (priores ex valorilms secundum modulum p, art. 101% valoresque sec. 
mod. M ex horum comhinatione deducere (art. 105). 

Quaerendi sint jjaque omnes valores expr. \j — D (mod. M ) , ubi D et M 
positivi supponuntur, atque M sub fprma divisorum ipsius xx-\-D contentus 
,ar». 147 sqq.l, alioquin enim n priori constaret, nullos numeros expressioni pro- 
positae satisfacere posse. Sint valores quaesiti,, e quibus bini semper oppositi erunt. 
+ r. + r, + r" etc., atque D-\-rr= Mk, D-^-rr — Mh\ D-\-r' "r” — Mh" etc.; 
porro designentur classes, ad quas formae (3f, r, A), (M. — r, A) . (M, r'. A’), 
M . — r, A*),- (3f, r'. IT): [M, — r". A") etc. pertinent, resp. per 6, —6, E'„ — 6'. 
CE", — CT etc. , ipsarumque complexus por © . Hac classes quidem . generaliter 
loquendo, tamquam incognitae sunt spectandae; attamen perspicuum est, primo, 
omnes esse positivas atque proprie primitivas-, secundo , bmnes ad idem genus per- 
tinere. cuius character ex iudole numeri 3/, i. e. ex ipsius relationibus ad singulos 
divisores primos ipsius D (insuperque ad 4 aut 8, -quando hae sunt necessariae) 
facile cognosci possit (art. 230). Quum suppositum ait 4 3f contineri sul> forma 
divisorum ipsius x-x-\-D, a priori certi esse possumus, huic characteri 'necessario 
genus pos. pr. pr. formarum deterrn. — D respondere, etiamsi forsan expressioni 
y — D mod. M) satisfieri nequeat; quilm itaque hoc gcuus sit notum, omnes 
classes iu ipso contentae erui poterunt , quae sint C, C\ C" etc. , atque ipsarum 
complexus G. 1’atct igitur, singulas classes 2, — C etc. - cum aliqua classe in 
G identicas esse debere; fieri potest quoque, ut plurcs classes in' © inter se, 
‘adeoque cum eadem in G idcnticae sint, et quando G unicam classem continet, 
certo omnes in © cum hac convenient. Quare si e classibus C, C. C" etc. for- 
mae (simplissimae) etc. eliguntur, una e singulis) : c singulis classibus 

in © una forma inter liaA reperietur lam si axx~ 2bxp ; cyy esc forma in 
classe G coi\ tenta , dabantur duae repraesentationes numeri M ]ier ipsam ad v&- 
lorcm r pertinentes, ,et si una est x — m , p — ■ n, altera erit .i = — m, p — 
— »; unicus casus excipi debet . ubi D = 1 . m quo rfuatuor repraesentationes 
dabuntur (v. art. 184»). ’ * 

Ex his colligitur, si omnes repraesentationes numeri M per singulas formas 
//'./"'etc. investigentur (per methodum indirectam in prueoc. traditam), 'atque 
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hinc valores expr. y — D(mod. 3/), ad quos singulae pertinent 'deducantur (art. 

1 54 sqq.), omnes valores huitis expressionis inde obtineri, et quidem singulos bis, 
aut, si D = t , quater. Q. E. F. Si quae formae inter f f' Qtc. reperiuptur, 
per quas- 3/ repraesentari nequit, hoc est indicium, ipsas nd nullam classem in 
® pertinere, adepque negligendas esse: si vero M per nullam illarum formarum 
repraesentari potest", necessario — 1) debebit esse non-residuum quadratieum ip- 
sius 3/. Circa lias operationes teneantur adhyc observationes sequentes. 

I. Repraesentationes numeri M per formas f f' etc., quas hic adhibemus, 

subintelliguntur esse tales, in quibus indeterminatarum valores inter se primi snnt; 
si quae aliae se offerunt, in- quibus hi valores divisorem communem p habent 
(quod tunc tantummodo accidere potest, ubi pp metitur ipffhm M , certoquerac- 
cidet, quando — hae ad institutum praesens omnino Hegligi debent, etsi 
alio respectu utiles esse possint. • . * . 

II. Ceteris panbus labor manifesto eo facilior erit, quo minor est multitudo 

classium adeoque brevissimus, quando D est unus e 65 numeris ■ . 

in art. 303 traditis, pro quibus in singulis generibus unica tantnm clnssis datur. 

III/ Quum binae semper huiusmodi repraesentationes ,r — w , if'— n ; 
x = — m, y = — » ad eundem valorem pertineant, perspichum est, sufficere, 
si eae tantummodo repraesentationes considerentur, in quibus i/ positivus. Tales 
itaque repraesentationes diversae semper valoribus diversis expr. y/ — D (mod. M ) 
respondent, unde multitudo omnium valorum diversorum multitudini omnium ta- 
lium repraesentationum- prodeuntium aequalis erit (semper excipiendo casum 
D = J . ubi illa huius semiesis erit). 

IV. Quoniam, siibulac alter dnorum valorum oppbsitorum — )— r, — r, cog- , 
nitus est, alter sponte innotescit, operationes adhuc aliquanWm abbreviari possunt. 

Si valor r obtinetur e repraesentatione numeri M ]>er formam m classe C con- 
. tentam, ». e. si 6 = C; valor oppositas — r manifesto emerget e repraesenta- 
tione per formam, in classe ipsi C opposita contentam, quae differens erit a classe 

. # » * 

C, nisi haec est anceps. Hinc sequitur, quando non omnes classes in G ancipi- 
tes siut, e reliquis semissem tantum considerare oportere, puta e trini* oppositis 
quibusque unam, alteram licgligendo, e qua valores iis, quos prior suppeditavit, 
appositos resultare iam absqtie calculo praevidere licet. Quando autem. • C est an- 
ceps, ambo valores r et — r simul indo emergent; puta, si ex C forma anceps 
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(«a'x-f- Ihxy^xyy electa est, atque vjjltir r prodiit e repr. .X = m. y — n. va- 
lor — r jirodjbit ex hac x = — m— J*??, y rm, > . 

V. Pro eo easn. ubi D — I, una tantum classis omnino datur, e qua for- 

raanv xx~\-yy electam esse 'supponere licebit. Quodsi valor r ex rdpraesenta- 
tiyne x = M, y — n provenit, idem ‘ex liis prodibi,t ,r.= — m, y == — »; x — n, 
y =± x — — n, y — m, oppoSituscfue — r 'tu his ' x = m , y — ■ — n ; 

x ‘= — m. y = n ; x = n, y =,m ; x = •*-»,' y = — m ; quare ex * his octo reprr., 
qtiae- unicam discerptionem constituunt, una- sufficit, si modo valori Inde resultanti 
oppositum associemus. • • •* ' ‘ . 

VI. Valor expr. sj — D (mod. M'. ad quem repr. haec M = ibmn 

(nn pertinet, perart. 1 55 est p(i*A-|~nc) — nb) sive numerus' qui- 

cunque huic secundurti M congruus, ipsis p, v ita acceptis, ut fiat p»»*-|-vw = t. 
Designando itaque talem valerem per e, erit 

mv-=pm mb -f- ne) — v {M — mnb — nnc) = (p/n -f- v»t) {mb + nc) = tnb -(- nc (mod. 31) 

Ilmc patet, v esse valorem expr. + n - (mod .31); similique modo invenitur, t> 
esse valorem expr.' (mod. M). Hae formulae suepenumero ei, ex qua 

deductae fuerunt praeferendae sunt' • 


328. • '.*••• • 

Exempla. I, Quqeruntur omnes valores expr. ^ — 1 865(mod. 542$6fi4 =Jl); 
numerus M hic est = t, !,;!•, 6, 11 (mod. '4, 3. 5, ‘7, 13) adeoque sub forma di- 
visorum ipsorum xx-)- 1 , ,r.r-f- 3 , xx — 5, et suh forma non-divisorum ipsorum 
, xx-\-l , xx — 13, et proin sub forma divisorum ipsius JMr-f- 1363 contentus; cha- 
racterque genoris, in quo classes @ re perientur, erit J ,4 ; i? 3; R 3 ; 3. In 

hoc genere unica classis continetur, c*qua eligimus fortnam 'IKr.r -f- 6 xy -f- 223 yy; 
ut omne» repraesentationes numeri M per hanc in vomantur, ponemus 2a-)-y =x’. . 
unde fieri 'debebit S x’x’-\- 4 Hf>yy — 23/. Haec aequatio quatnor solntiopes admit- 
tit. in quinus y est positivus', puta y = 427, af — + 1083, y =1 1 9. t213. 

Hinc prodeunt hitatuor solutiones nicqu. ft.ru: -t-6.ry + 2 2 1) y y = 31. in qiiibufc y 

. • ‘ i • 

positivus,.- * • . • - • . 

1 1 1 547 I —066 . • . • 


X 

9 


478 

127 


— 005 
127 


119 


I 19 

32t!> 


Solutio prima dat pro e «valorem expr. ~~ sive — — (mod. M) . unde inveni- 
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'Wr 2350078} secunda producit valorem oppositum» — 235097 H ;• terti» hunc 
2600262-, quarta oppositum -^'2000202. •* • . 

. II-. .S'i quaerendi sunt valores expr. \i — iSS6;mod. 127,2043 t= M) . cha- 
racter "eneris, in quo classes 05 contentae sunt/ invenitur Ve<7,8; Rl^; 

quare erit genus principale, in quo tres classes- contiucntur. per formas ft, 0, 286), 
(14,0,23), ( 1 4, — 6. 23) oybibitau; ex his tertiam i «utpotc secundae oppositam 
negligere licet. Per. formant' .Pir+ 286,^ duae: repraesentationes numeri -V. itf* 
veniuutur; -in quibus .y- positivus, puta •y-= to3; #=+1.113, unde prodeunt 
valores expr. propositae hi 1,1 0 3 44 D , — 14934^3. Per formam' (1 4,6, 23 initem' 

M lioii repraesentabilis jnvpnitur, nude cohcluditur, praeter -duos .valores invpn- 
" ' ■ , * 
tos alios non dari. ■ ' • • • ,< 

. III. ■ . Proposita expr. \l — 7 0 #motl. 007331 ) , clasjcs ,© conteutaees»cth> 

bebunt in g^nerej- cUius character 'i, et 5, 8; 11 5 ; jV7} in hoc- unie», classis rOperi- 

• 4 t . •* 

tur,' cuius forma repraesentatis haec- 5, 0, 14). At calculo instituto ipvcqi.tur, 
n umerum 997331- ]>er forni hm (5,0, 14) non esse repraesentabilom, qupintilirem 
-j— 719 necessario qrii non-residuum qu.' ilhus numerj. • . ; . ■ 


Duae methodi, numera* compotit** a primi* t Ugnonct-ndi , 


, • » ' * »• • • - t 

illuru i nq ur factor?* in rettigandi. 


\ # * •. * .329. .? • ’•* .. 

, , *♦ 

Problcin», numeros .priipdg a compositis dignoscendi, hosquo iq factore* mios 
prjmos resolvendi, a({ gravissima ac utilissima totius a rithmetjcac, pertinere, eUgeor' 
met rarum tum -veterum tum reccutiorum industriam, ac sagacitatem occupavisse, 
tam notum est, 'nt <le hac re copiose loqui superfluum foret. Nihilominus fateri 
oportet, omnes methodos hucusque prolates veliadicasug valde speciales -restrictas 
esse, vel lani operosas et prolixas, ut iam pro numeris talibus, qui tabularum a vi- 
ri» 'meritis constructarum limites noh t?xcetlunt„ i. e. pro quibus methodi artitk-ia- 
lessupervaeqae sunt) calculatoris etiam exercitati' patiantiam'/atigei)t. atL maiores 
autem 'plerumtjue, via applicari possint'. Ktsi vhro illae tabidae,, quae in omnium 1 
manibus- vetrsaqtur, et quas subinde adhue ultori up contiuaahnu iri.speraro licet* 
in plerisqfte casibus vulgo occurrentibus utique sufficiant : tamen calculatori -perito 
occasio haud raro, se offert, e humerorum magnorum resolutione in factotps juagna • 
emolumenta capiendi, 'quae temporis dispendi |inl mediocre largiter compensent ; 
practcreaquc scientiae dignitas requirere videtut, ul oiunia subsidia ad solutionem 
probjematis tam elegantis ac celebris sedulo excolantur. . Propter has rationes non 
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varjaf. nisQ(wriom’!i-piUKCKiiKNm'M applicationes. 

dubitamus, quin duae methodi sequentes, quarum efficaciam ac brevitatem longa' 
experientia confirmare possumus ; arithmeticae amatoribus haud ingratae sint fu- , 
turae. Ceterum in'proUeinatis natura fundatum est, ut methodi quaecunque con- 
tinuo prolixiores evadant,' quo maiores sunt numeri, ad quos applicantur; attamen 
pro methodis sequentibus difficultates perlente increscunt, .numerique e septem, 
octo vel adeo adhuc pluribus figuris constantes praesertim per secundam felici 
semper successu tractati fuerunt, omnique celeritate, quam pro tantis numeris 
exspectare aeqyuin est, qui secundum omnes methodos hactenus notas laborem, 
etiam calculatori 'indefatigabili intolerabilem, 'reqbirqreut. 

. Antequatn methodi sequentes iri usum vocent ut; semper utilissimum est, di- 
visionem numeri cuiusque projxisiti per aliquot numeros primos minimos tentare. 
pfita per 2, 3, 5, 7 etc. usque ad I» aut adhuc ulterius, non solum, ne poe- 
niteat, talem numerum, quando divisor est , per methodos subtiles ac artificiosas 
oruisse t> qu; pnrlto facilfirs.per solam divisionem inveniri potuisset*), sed etiam, 
quod' tmtc. ubi 'uulla'drvisio successit; .applicatio methodi secundae residwx eje illis 
divisionibus ortis magno cum fructu utitur. Ita e. g. si numerus 31,4 I592tf5. in 
factores suos resolvendus est, divisio per 3 bis succedit, postcaquc etiam divisio- 
nds per 5 et 7, unde habetur 314159266 = 9.3.7.997331*, sufficitque numerum 
997331 , qui 1>er 1 1* 13, 1 7, 19 non divisibilis invenitur, examini, subtiliori 
subiicere. Skniliter proposito numero 4 34 294 4 S,‘ factorem .6 auferenrus. metho- 
ddsqne magis artificiales- fld quotientem 542S6&1 applicabimus. ’ * • * •, 

• • ' •' ' * • •' * * 

■ , 330. • ' . 

• fundamentum methodi primae ost theorema , quemvis numerunt poeitivUm seu 
negativum, qm alius numeri M residuum quadraticitm sit , etiam residuum cuiusvis 
divisoris ipsius M eqse. Vulgo notum est; si M per nullum numerum firimum 
infra \/lf. dirisihili» rit.'cefto- M esse primum ; si vero omnospumeriprityii infra 
hunc •Ihnitem, .ipsum M metientes sint p, q etc. numerum M vel dx his solis (ip^ 
torainve potestatibus; compositum -esso-, vel unum tantum alium factorem primum 
maiorem quam y 'M implicare posse , qui invenitur, dividendo ipsum 1 M per p, g 
’ efr;./ quofies licet. Designando itaque' complexum omnium numeronim.prinrorum 

infra y M- (exclusis iis, per qtlos divisio frustra' iam tentata est) per 2, manifesto 

A ' 1 T *.•.'• _ •' 

*) fjnod inter sex rtumeros, jjtmeraliter loqitehdo; vix «mui per omnes 2, 3,. 5 . !« non di- 
visibilis repentur. » • * 
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sufficit, ‘*i omnes divisores primi ipsius M. -in 2 contenti, babpantur. ali- 

cunde constat, numerum aliquem r fnon-qundratum) ;esso rosida tjtn. quadfaticum 
ipsius M, nullus, certo numerus. primus, rnius NR. est r divisor ipsius M esse 
poterit ; quare ex 2 omnes, hurusmodi amnerod primos (qui plerumque omniiun 
semissem fere efficient)" ciiccro licebit, Si insuper fle alio uudtcro noii-quaclrato, 
r. constat , ipsum osse residuum M. e numeris primis iu 2 post primum , 

exclusionem relictis ittpn eos excludere poterimus, quorum NR. est, rVqui jrqr- 
sus illorum semissem fcre conficient, siquidqth residuq r et r' sunt independentia, . 
i. e. nisi alterum necessario prsr se est residuum omnium numerorum, quorum re- 
siduum est alterum, quod eVeniret, quando rr' esset quadratum). • Si adhuc alia 
resplua ipsius M noti sunt, /\ r" e te., quae omnia a reliquis sunt iiulependen- 
tia"), eum sihgulisrexclusiones simile institui possuat, per quas, umltitudo nume- • 
rorum in 2 nqndis.suiie diminuetur, ita ut iifcx vel omnes deleti sint, hl quo cusu ' 
M certo erit numerus primus, vel tam pauci restOnt 'inter quos omnes divisore- 
primi ipsius M. si quos habet, imiliifesto reperieutur , ut' divisio per ipsos n Ullo 
negetur tentari possit. Pro munero millioncin non multum superante plerumque 
sex aut septem; pro numero ex octo aut noveui liguris constante, novem aut de- 
cem exclusiones abunde sufficiunt. Duo iam sunt, de quibus agere oportebit, prime 
quomodo residua ipsius M idonea et satis multa inveniri possiuj. dtinde quo pticto 
exelusioirem ipaam bommod isslme . perficere liceat. Sqd, ordinem mutum quaestio- 
num inwrtemin, praesertim quoniam secunda doeelfif, qualia j»otis.simuin residua 
ad iiunc fiuetrt sint commoda. ; ’ , •, . * ,i . 


; ; •• . y. . - c w 

. Numeros primos, quorum residuum est numerus datus r ;quem per ultUij.ni 
quadratum -divisibilem supponere liptt\ ub iis, quoruui non-iesgldtim est . sive tji- 
\isores axpr. .ex — r a tum -di visdribus distinguere, m Sfccb rV copiose ‘doeuitqui;. 
scilicet omnes priores sub certis buiusmodi .formulis rz-{-aj tz-i-ii etc.. aut ta- 
libus -Irs-trfl.- 4 rr 4*4 etc. contentos esse/ pOsterioresque, sub aliis simili-bus: 
(Quoties r est inutugus valde parvus, exclusiones adiunmjrto harum forirtujuruin 

— ' — , - \ ♦ ■ \ *i} 'i-*-. 

* *) Si producturo e nutcu-m quotcunque r, r, r" eW. q«ariraiuro\<e*l: qcu^ue ifMcnua q» V erit resi- 
duum ttlipTOfl ^tumori primi (nullum ex ipsis ipctientis), qui rtdiqaofUU).. r\ residuum est, rv^itur re-' 

siiida quotctmque Uupquam iiidepundcntiu cousidemri jwwaht*, nullum productum nec e binis, oetfc IdVnU etc. 
quadratum e^se oportet. • ’ ■ *. 

: ■ ‘ * 5i* 
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-[H;rc«miiru>dc perfici possunt'; <r. g. jexekidendi erani omnes numeri formae 4r-j- 3, 
((liando r*, — 1 ora nes qtmipri formarum Sr-4-3 et quando z—1 

etc. . Sed-guum- nori scmpcrin potestate .sit , ■ huiusmodi residua. i\utneri propositi 
M invenire, traquo formularum 'applicatio jiro valory magno ipsius* r satis com- 
moda, sit,’ ingens, luenpn est, Iaboremquc exclusionis mixifiCe. sublevat, si pro mul- 
titudine Satis magna numerorum (r ) ' per quadratum non -divisibilium tuni positi- 
vorum-, tum negativorum tabula iam constructa habetur, in .qua numeri primi, quo- 
rum residua sunt illi singuli (r), ab iis, qtiorum,'non-residiin sunt, distinguuntur. 
Talis tabula perindo adornari poterit ac sjievimen ad calcem huius operis adiec- 
tnm supraque iam descriptum ; Sed -ut ad institutum praesens utilitatem sati» am- 
plam praestet, numeri jirjiiii in itfarginc positi (moduli) longe ulterius puta' saltem 
usque ad 10 ut) ,aut ad '10000 continuati esse.debentv praetereaque" commoditas 
multum augetur, si in fecie etiam nluneri coppositi et negJipvi recipiuntur, etsi 
IkwtiOd sit absobite necessarium, ut. e Sect.IY perspicuum eSt. Ad summum-au- 
tent commoditati* ftutlgiuni Usus talis tabulae ‘evehetur , -si' singulae columelhu* 
verticnlcs, -c quibus constati 'exsecantur lamellisquC aut baculis (Xeperiaqi? simili- 
bus) agglu timui tu r, ita ut eae, quae in quovis casu sunt necessariae i. e. quae nu- 
iireris r,.r, r" etc,. residuis numeri. propositi in faetores resolvendi, respondent, 
septi rate examinati possint. Quibus iuxta, tabidae columnam, primani (quae mo- 
dulos exhibet) positis, i. e. jta> 'ut loca singulorum baculorum eidem uumV ro 
primo coi urairae - j ir i m ae resjiOndcntium jjtam, hoc indirectum .iaceant, sive in ea- 
den» linea 'horizontali siti sint: manifesto ei nunugi primi, qui potit exd usiones 
cum rei&uluis r, r. r”, ex 12 remanent,- persolam inspectionem, immediate Cognos- 
ci poterunt, nimirum hi convenient 'cum iis in columna prima , quibus in omni- 
bus baculis adiijceutibus lineolae. respondent,', rciicique debent omnes., ‘quibus in 
. ic#tt -bAcillo sputinUi vacuum adiaect. ; Pej. uxemplunt hacc sufficienter illustrabun- 
tur, ‘ SI alicunde constat, numeros’ -f»TJ, — '14, -f- 1 7 ,. -^-37, ---53 ease 
residua ipsius 'tifl7 33J. consociandae erunt «dlumna prima (quai- iit Iiqo casu us- 
qite-ad HH < continuata esse debet ,' i. c. usque ad timuerunt primum proxime mi- 
tiore u;’ quam yyS>T3?J; atque Lamellae .■ in quarum facie nuigpri »t>. -f- J"«i -eti;. 
suut supmscripti: .• £cc* partem schematis hoc modo prodeuntis- • • 
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. Quemadmodum hic, ex sola inspectione cognoscitur, ex iis, qiimeris, prinus, 
qui in ha f sfhematis pqrte Qontinefitur, solum I 27 ppst exclusiones cum residuis 

' . . . ’ , ' • » $• > m f 4 1 « # * 

-r T3 etc. in 12 relincfui, ita sctjema integritfn ustfue ad 9 & 7 extensum ostpudit, 
{ ■ * • • * t ** *' * * t ♦ , * • * «* 

M/mmo. nullum alium ex, !2 remufier.c; divisione autem tentata , 997331. per 127 

revera divisibilis hivenitur. k . Iioc itaque modo ille mwnertvn. irt : lactofes primos 

.127 X 7853 resolutus habeiur*;..' 

* I ** V' * 1 * t " • , • " • 

Ceterum ex hac expositione ajbuude colligitur, praesertim Utilia esse residua 
nyu nimi» magna, api «altem in factores primos, uou mimis- magnos resolubilia. 
!]Uum tabulae ailxijiaris usus immediatus ;ioi^ qttra, 'numeros ift facie . positos 

pateat, ususque mediatus tales tantum complectatur^ •'qui in -factores in tabula 

* t . *■ • , . v ■ , ■ . , ' i .'i 

contentos resolvi possunt. . j ' _ . ’■ , • . , , , 


332 . 


. t 4 


Ad invenienda residua numeri dati A/ , tres iqethodp^, piveraus trade thus, 
quarum expositioni duas observationes praetaittiuuis, quarum. adiumciito e resi- 
duis minus Idoneis simpjiciora derivari popunt. Priwo, .si numerus akk .per 
quadratum kk divisibilis (quod ad M primvufi esse ■supponitlirj egt residuum 
ipsius M, etiam « erit rtsiduum; propter hanc rationorti residua per niagim 

V *) Auctor apparatum satis amplum tabiflfti’ hic descriptae* quetn ad usum iiAlfn luu.Ournduin cyrSVu/ 
puhticr iuris lubenter. faceret ; si paucitas eorum , quibus usui esse putdsl, suasqbus tali' jlHuplj lusfcntdpilt* 

' «officeret. Si quis interca Arithmeticae amator, principiis probn* penetratis , ppopriq marte talem Iqliqlaui «ibi 
tondete optat, auctor magnae voluptati sibi'ducet, omnia cnm ed einolumuhta ac artificia per litefis com- 
municare. , ‘ * • .***•'**,. 
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quadrata divisibilia aeque utilia sunt ac parva; oruniaque residua per metliodos 
sequentes suppeditata a fractoribus suis quadratis statim liberata supponemus. 
Secundo si duo plurcsvq numeri sunt residua, etiam productum ex- ipsis residuum 
erit. Combinando hanc observationem cum .praec., persaepe c pluribus residuis, 
quae non omnia, sunt satis simplicia, aliud admodum simplex deduci potest, si 
modo illa multos facto ros communes implicant. Hanc olj caussam talia quoque 
residua valde sUnt opportuna, quae e multis factoribus .non nimis magnis com- 
posita sunt, convenietque omnia statim in factores suos resolvere. ‘Vis harum 
observationum melius per exempla usumque frequentem quam jier praecepta per- 
cipietur. . . * 

• • * . * . .* 

I. ‘ Methodus simplicissima, iisque, qui per frequentem exercitationem iam 
aliquam dexteritatem sibi conciliaverunt, coulmodissima , consistit in eo, ut M 
aut generalius -multiplum quodcunque ipsius M quomodbcunqnc in duas partes 
docofnponatjir kM — a~\- b \ si ve. 'utraque sit positiva sive altera positiva altera 
negativa), 'quarum productum sdgno mutato-erit residuum ipsius M} erit eijint 
— ab~:aa=bb[m.od.il), adeoque — abii M. Numeri a, b ita accipiendi sunt, 
ut prodactum per quadratum magnum divisibile quotieusqUe vel parvus vel snl- 

. tem iu factores" non nimis . magnos resolubilis evadat , quod semper jton difficile 
effici poterit. Iifipriniis commendandum est, ut pro a a6cipiatur vel quadratum, 
vel quadratum duplex, vel triplex xtc\. a; numero M numen> vel. parvo vel m 
factopres commodos resolubili discrepans, Ita e.ty. invenitur (197331 = 1)99* — 2.5.67 
= 994*T^6._fi.i3* pt 2.7oa ? -f-3.i7.3* =, 3 * 575 ’ + 1 1 . 31 . 4 * as 3 . 577 * — 7 . 13 . 4 * 
= 3.578* — 7.19.37.= 11,499* -t-?.3-.5.29.4*,= t 1.301* + 5 12* etc. Hinc 'ha- 
bentur residua sequentia 2 a.&7, — 5.11, —2.3.17, — 3.11.31, 3.7.13, 3.7.19.37,- 
— <2.3*5. l'1.29; discerptio uitima, suppeditat residuum. — 5.1 1 quckl iam habomus.. 
l’ro residuis — 9.T P.31 , — 2.3.». 1 1,29 haec adoptare possumus 3.5.31, 24.29, 
ex illorum combinatione cun» •— 5.1 1 joriunda. 

II. Metliodus sepunda et tertia inde petuntur, quod,- si duae formae bina- 
riae (A, B, C ) ,, (-4", B', C) eiusdem determinantis M, aut — M, aut generalius 
+ stAf. ad idem gfends pertinent, numeri A A'. AC\ A'C sunt residua, ipSius 
k M; hoc nullo nCgotio inde perspicitur, quo^l numerus quivis characterkticus 
unius- formae, jiutn m, etiam est numerus char. alterius, adeoque fnA. rnC, 
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mv 1'. mC' omnes residua ipsius k M. Si itaque [a, b, a') est forma reducta. deter- 
minantis positivi M aut generalius k M . atque (a, b', «"), («", b", oT) etc. formae 
ex ipsius periodo, adeoque ipsi aOquivalentes et a jiotiori suh eodrtn genere c 0 n r 
tentae: numeri aa’, aa", da? etc. omnes erunt residua ipsius M. Computus 
multitudinis magnae formarum talis periodi facillime adiumento algorkhmi art. 
187 instituitur; residua- simplicissima plerumque prodeunt statuendo a= 1.; ea 
quae factores nimis magnos implicant , erunt reiicicnda. IJcce initia periodorum 
formarum ( 1 , 998 , — _ 132 * 7 ) et ( 1 , 1412 , — 918 ). quarum determinantes sunt 
997831 , 1994662 : ’ . « • • 


■( 

1, 

998, 

— 1327) 

( 

1, 

1412, 

- -918) 

(- 

1327. 

329, 

670) 

(- 

91$, 

1342, 

214) 

( 

670, 

341, 

— 1 3 1 5) * 

.(. 

211, 

1404, 

~s- 451). •. 

(- 

431 5, 

97 4, 

• ' 37) 

» (- 

'151, 

1 31 r, 

1.723) • 

( 

37, 

(i 87, 

— 626) 

i 

17 23, 

106,’ 

— 4p62) 

(- 

626. 

891, 

325) 

(- 

1062, 

656', 

1473) 

f- 

325, 

734, 

— 1411) 

( 

1473, 

'817, 

9B »). ’* 

(- 

1411, 

677, 

■ . 382) 

(- 

90 J, 

985, 

1137) 

( 

382, 
% • 

851, 

— 715) 



etc. 



• ■ • J • • 

Sunt itaque residua numeri 997331 omnes numeri ~-’l.3tS7, 670 etc.; negligpndo 
autem ca, quae factores nimis magnos implicant, liaecce habemus: ,2.5.67. 37, 13, 

— 17.83, 5.1 1.13, —2.8.17,7-72.59,-17.53; residuum 2.5,67, necnotthoc 

— 5.11, quod e combi natione tertii cum quinto evolvatur, iatn supra erueramus.. 

* • • '*• 4 * 

III. Si C est classis quaecunque formarum det. neg. — M sive generalius 

— k 31, a principali diversa, ipsiusque' periodus haec 2 C, 3 C etc. (art. 3 03) :. clas- 
ses 1C, 4 C etc. ad genus principale pertinebunt;; hae vero 'iC, 5C etc. ad 
idem genus ut C. Si itaque (a,b,c) est formg (simplicissima) ex C atque c) 
forma e* aliqua - classe illius periodi- puta ex: nC, erit vel vel da resldiium 
ipsius M, prout n par vel iirtpar. (In casu priori manifesto etiam c, m posteriori 
ac, ca' et cc). Evolutio perrodi, i. e. formarum simplicissimarum. in ipsius clas-. 
sibus, , mira facilitate perjicitur, quando a.6st valde. -parvus , praesertirti quando 
est 3 , quod sertlper efficere licet', quando JcM^i (modi 3). Bcce initium 
iroriodi classis, in qua est forma (3, 1, 332444) 
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: c. 

( »• 

1, 

■332144) 

oC 

. ( 729, 

— 209, 

1428) 

iC 

(. 9 ’ 

— 2. 

1 10815) ' 

. 7 C 

, [ .476, 

209. 

2187) 

3 c 

( .27; 

7, 

369 10) 

8 C 

(3.027, 

• 342, 

1085) 

4 C 

( 81, 


-12327) 

9C 

( 

— 437. 

1 2.7 5) 

5 C 

(243, 

.34. 

. 4 1 08) • , 

10 C 

( «5, : 

. '12.. 

9 ,U- ♦ 

23«) 


e • • . ... • . . • • 

riinc prnmanant residua (inutilibus rcicctis) 3.476/1 027,’-10'S5. 125 sive (tollendo 
faetores quadratos) y.7‘.\7. 13.79, 5.7.3 1 , 17. e quorum obmbiuatione apta ciini 
oeto residuis in II inventis facile eruuntur duodecim sequentia' — 2.3. 13, — 2.7, 
17, 37, _ — 53, — 5,ll!,79 v — 83, — 2.59, — 1,5.31-, 2.5.67; sex priora sunt eadem, 
quibus in art. 331 usi sinnus. Adiici potuissent residua 19 et — 29, si ea quoque 
in usum v.ocare voluissemus, quae in 1 reperta sunt; reliqua illic eruta ab iis 

quae hic evolvimus iam sunt dependentia. .* 

^ ' * • * ' , . ‘ , 

* : ' * ' 333. 

. . « 

Methodus secunda, numerum datum M in factores' resolvendi . ‘petitur e 
consideratione valorum talis fexpr. ^ ■ — JJfmod.M), observationibusque sequenti- 
bus innititur.' < 

[. Quando M est numerus primus aut potestas numeri primi (imparis 
ipstimque D non njeti6ntiti}, .'erit — D residuum vel non-residuum ipsius 3/, 
prout M vel in forma divisorum vel in forma non-divisorum ipsius xx-{-I) con- 
tiijetiir, et in casu priori expressio \L — J5(mod. Af ) duos tantummodo valores 
diversos hnbebitj qui' oppositi erunt. 

M. Quandq vero 3/ est, com[>asitus, puta. ■= ppp etc., designantibus 
p,p'.p".e tc. numeros primos- (diversos impares ipsumque D non metientes) aut 
talium numerorum potestates; — D tdne ttintummodo residunra ipsius 3/ erit, 
•quando ‘est residuum singulbrum p. p', ji” etc., i. e. quando lii numeri omnes in 
fornds divisorum ipsius xx-\-D continciitur Designando autem valores expr. 

• i . * ‘ | 

D »ec. modtllos jr,'p, p~ etc. resp. per + r, , r\ + r" etc. ■ omnes valores 

eftisdem expressionis 'sec. iiiod. 3/ orientur, eruendo ‘numeros, qui secuudum /t 

sint tSr- aut secunduii» p aut er’ aut r etc:, 'quocirca ipsorum 

• , ' . . . • . • , - 
multitudo 'fiet = 8**, designanti; p niultitndiiiem numerorum p,p,p etc. Quoasi 

itaque iri valores sunt if. — *-• R, R', — R', li" etc, , sponte erit II = R styundum 

omnes p, p. p“ etc. , sed secundum' nullos R = — li , unde divisor communis 


» 
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maximus numeri M cum JZ — R erit M , et I div. comm. max. ipsius M cuni 
R-\-R; sed valores duo nec identici nec oppositi ut R et R' necessario unum 
pluresve numerorum p, p', p" etc. , neque vero secundum omnes, congrui erunt, 
et secundum reliquos R s — JZ'; hinc illorum productum erit divisor communis 
maximus numerorum M et. JZ — JZ', productumquq horum d. c. m. ipsorum M 
et JZ-f- JZ'. Hinc facile sequitur, si omnes divisores communes maximi ipsius M 
cum differentiis inter singulos valores expr. \J — J)(mod.J/) atque aliquem valo- 
rem datum computentur , horum complexum continere numeros 1, p, p', p" etc. 
atque omnia producta e binis, ternis etc. horum numerorum. Hoc tt/ujue modo e 
caloribus illius expressionis numeros p, p\ p" etc. eruere licebit. 

Ceterum quum methodus art. 327 singulos hosce valores ad valores expres- 
sionum huius formae (mod. M, reducat, ita ut denominator n ad M primus 
sit: ad institutum praesens ne necessarium quidem est, has ipsas computare. 
Nam div. comm. max. numeri M cum differentia inter R et JZ', qui cum ", “ 
conveniunt, manifesto etiam erit div. comm. max. ipsorum M et nn'(R — JZ';, 
sive ipsorum M et m» — mn, quippe cui «n'(JZ — JZ') secundum modulum M 
est congruus. ‘ • 

334. 

Applicatio observationum praecc. ad problema, de quo agimus, duplici modo 
institui potest; prior non solum decidet, utrum numerus propositus M primus 
sit an compositus, sed in hoc casu etiam factores ipsos suppeditat; posterior 
autem eatenus praestat, quod plerumque calculum expeditiorem permittit, sed 
factores ipsos numerorum compositorum, quos quoque a primis protinus distin- 
guit, interdum non profert, nisi pluries repetatur. 

I. Investigetur numerus negativus — D, qui sit residuum quadraticum 
ipsius M, ad quem finem methodi in art. 332 sub I et II traditae adhiberi pote- 
runt. Per se quidem arbitrarium est, quidnam residuum eligatur, neque hic ut 
in methodo praec. opus est, ut D sit numerus parvus; sed calculus eo brevior 
erit, quo minor est multitudo classium formarum binariarum in singulis generibus 
pr. pr. det. — D contentarum; quamobrem imprimis talia residua, quae inter 65 
numeros art. 303 continentur, si quae se offerunt, opportuna erunt. Ita pro 
M = 997331 ex omnibus residuis negativis supra erutis hoc — 102 maxime 
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idoneum esset. Eruantur omnes valores diversi expr. y/ — D(mod. M); quodsi 
duo tantum proveniunt (oppositi), M certo erit vel numerus primus vel numeri 
primi potestas; si plures, puta 2*\ M compositus erit ex p numeris primis, aut 
primorum potestatibus , diversis , qui factores per methodum art. pracc. erui pote- 
runt. Utrum vero hi facto/es numeri primi sint an primorum potestates, tum 
per se facillimum erit dignoscere; tum etiam via ipsa, per quam valores expr. 
V — D inveniuntur, omnes numeros primos, quorum potestas aliqua ipsum M 
metitur, sponte indicat; scilicet si M divisibilis est per quadratum numeri primi 
it. ille calculus certo etiam unam pluresve repraesentationes tales numeri M, 
M = amm + Ibmn -f- enn, produxerit, in quibus divisor comm. max. numero- 
rum m, n est is (et quidem ideo, quod in hoc casu — D etiam est residuum 
ipsius — ). Quando vero nulla repraesentatio prodiit, in qua m et n divisorem 
communem habent, hoc certum indicium est, M per nullum quadratum divisibi- 
lem esse adeoque omnes p, p, p" e tc. numeros primos. 

Er. Per methodum supra traditam inveniuntur quatuor valores expr. 
y — 408 (tnod. 907331) cum valoribus harum ~l~ - — convenientes; di- 

visores communes maximi 997331 cum his 3. 180 i — 113.2824 et 3.1664 + 
1 13.2924 sive cum 314120 et 324104 eruuntur hi 7853 et 127, unde 997331 
= 127.7853, ut supra. 

II. Accipiatur aliquis numerus negativus — D talis, ut M contentus sit 
in forma divisorum ipsius xx'~\-D; per se arbitrarium est, quis huiusmodi nu- 
merus eligatur, sed commoditatis caussa imprimis videndum est, ut multitudo clas- 
sium in generibus det. — D sit quam maxime parva. Ceterum inventio talis nu- 
meri nulli difficultati obnoxia est, si tentando adeatur; nam plerumque inter mul- 
titudinem considerahilem numerorum tentatorum pro totidem fere M in forma 
divisorum continetur, ac in forma non-divisorum. Quare maxime e re erit, ten- 
tamen a 65 numeris art. 303 inchoare (et quidem a maximis), et si eveniret, ut 
nullus idoneus esset (quod tamen generaliter loquendo inter 16384 casus semel 
tantum accidit) , ad alios progredi , ubi classes binae in singulis generibus conti- 
nentur. — Tunc investigentur valores expr. \/ — D (mod. M), et si qui inveni- 
untur, factores ipsius M prorsus eodem modo inde deducantur ut supra; si vero 
nulli valores prodeunt, adeoque — D est non-residuum ipsius M, certo M ne- 
que numerus primus neque numeri primi potestas esse poterit. Quodsi in hoc 
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casu factores ipsi desiderantur, vel eandem operationem repetere oportet, alios va- 
lores pro I) accipiendo, vel ad methodum aliam confugere. 

Ita e. g. tentamine facto 997331 contentus invenitur in forma non-diviso- 
rum ipsorum xx-f- 1848, XX -j- 1 305, xx-f- 1 320, sed in forma divisorum ipsius 
xx + 810; pro valoribus expr. ^ — 840 (mod. 997331 ) prodeunt expr. -f- -- ** . 
+ unde iidem factores deducuntur ut ante. — Si quis plura exempla de- 
siderat, art. 328 consulat, ubi primum docet esse 5428681 = 307.17683; secun- 
dum, 4272943 esse numerum primum ; .tertium , 997331 certe e pluribus primis 
compositum esse. 


Ceterum limites huius operis praecipua tantum momenta utriusque methodi 
factores investigandi hic exsequi permiserunt; disquisitionem uberiorem una cum 
pluribus tabulis auxiliaribus aliisque subsidiis alii occasioni reservamus. 
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335 . 

inter incrementa splendidissima, mathesi per recentiorum labores adiecta, 
theoria functionum a circulo pendentium procul dubio locum imprimis insignem 
tenet. Cui mirabili quantitatum generi, ad quod in disquisitionibus maxime he- 
terogeneis saepissime deferimur, cuiusque subsidio nulla universae matheseos pars 
carere potest, summi geometrae recentiores industriam sagacitatem que suam tam 
assidue impenderunt , disciplinamque tam vastam inde efformaverunt , ut parum 
exspectari potuisset , ullam huius theoriae partem , nedum dementarem atque in 
limine quasi positam , gravium adhuc incrementorum capacem esse. Loquor de 
theoria functionum trigonometricaruin , arcubus cum peripheria commensurabili- 
bus respondentium . sive de theoria polygonorum regularium , cuius quam parva 
pars hucusque enucleata sit, Sectio praesens patefaciet. Mirari possent lectores, 
talem disquisitionem in hocce potissimum opere, disciplinae primo aspectu ma- 
xime heterogeneae imprimis dicato, institui; sed tractatio ipsa abunde declarabit, 
quam intimo nexu hoc argumentum cum arithmetica sublimiori coniunctum sit. 

Ceterum principia theoriae, quam exponere aggredimur, multo latius patent, 
quam hic extenduntur. Namque non solum ad functiones circulares, sed pari suc- 
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* • 

cessu ad multas alias functiones transscendcntes applicari possunt, e.g. ad eas, quae 
ab integrali pendent , praetereaque etiam ad varia congruentiarum ge- 

nera: sed quoniam de illis functionibus transscepdentibus amplum opus i>eculiare 
paramus, de congruentiis autem in continuatione disquisitionum arithmeticarum 
fcopiose tractabitur, hoc loco solas functiones circulares considerare risum est. 
Imo has quoque, quas summa gencralitate amplecti liceret, per subsidia in art. sq. 
exponenda ad casum simplicissimum reducemus , tum brevitati consulentes . tum 
ut principia plane nova huius theoriae eo facilius intelligantur. 

Disquisitio rt ducitur ad casum simplicissimum , ubi multitudo partium . in quas circulum secare ojtorUt. 

est numerus primus. 

336. 

Designando circuli peripheriam sive quatuor angulos rectos per P. supjKt- 
nendoque m, n esse integros, atque n productum e factoribus inter se primis 
a, b, c etc. : angulus A — — per art. 3 1 0 sub hanc formam reduci potest A — 
(“•'+ A J -|-et e.)P, functionesque trigonometricae ipsi resjmndentes e func- 
tionibus ad pnrtes etc. pertinentibus per methodos notas deducentur. 

Quoniam itaque pro a, b , c etc. numeros primos aut numerorum primorum po- 
testates accipere licet: manifesto sufficit, sectionem circuli in partes, quanwi mul- 
titudo est numerus primus aut primi potestas, considerare, polygonumque n late- 
rum e polygonis o, b, c etc. laterum protinus habebitur. Attamen lioc loco dis- 
quisitionem ad cum ca.suiq restringemus , ubi circulus in partes dividendus est, 
quarum multitudo est numerus primus (impar), sequenti praesertim Vatione in- 
ducti. Constat, functiones circulares angulo respondentes e functionibus 
ad y pertinentibus per solutionem aequationis p gradus derivari, et perinde ex 
illis per aequationem aeque altam functiones ad pertinentes etc. , ita ut, si 
polygonum p laterum iara habeatur, ad determinationem polygoni p* laterum ne- 
cessario solutio X’ — 1 aequationum p u gradus requiratur. Etiamsi vero theo- 
riam sequentem ad hunc quoque casum extendere liceret, tamen hac via non mi- 
nus ad totidem aequationes p u gradus delaberemur, quae, siquidem p est nume- 
rus primus , ad inferiores deprimi nullo modo possunt. Ita e. g. infra ostendetur, 
polygonum 17. laterum geometrice construi posse: sed ad determinationem poly- 
goni 289 laterum aequationem 17 mi gradus nullo modo evitare licet. 
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Aequatione* pro functionibus trigonomet ricis arcuum , qui sunt pars aut partes totius peripheriae ; 
reductio functionum tru/onometricarum ad radices aequationis x n — i = o. 


337. 


Satis constat, functiones trigonometricas omnium angulorum — , denotando 
per k indefinite omnes numeros 0, 1, 2 ...n — 1, per radices aequationum n" 
gradus exprimi, puta sinus per radices huius (I) 

+ etc. +A. 

cosinus ]>cr radices huius (II) 

, r »_± M ^ +T L ££l£ *~+etc. «r-£, = 0 

denique tangentes per radices huius (III) 




n.n — I j n.n— ii» — 2,n — 3 

. ( 2 -i rrrr a~7 i 


•t" - ‘ — etc. -+-»x = 0 


Hae aequationes (quae generaliter pro quovis valore impari ipsius n valent, II 
vero pro pari quoque), ponendo n = facile ad gradum m tum deprimun- 

tur; scilicet I et III, dividendo partem a laeva per x et substituendo y pro xx. 

Aequatio II autem manifesto radicem x — 1 (= cos 0) implicat , et e reliquis 

. . . ^ , P ( b-i )P tP 

binae semper aequales sunt (cos— — cos 1 — - - — , cos — — cos - — —i — etc.); 

quare ipsius pars a laeva per x — 1 divisibilis, quotiensque quadratum erit, cuius 

radicem quadratam extrahendo, aequatio II. reducitur ad hanc 

xT+ i-*"- 1 — 1)*"-* — -[■(«» — 2}.r ro -*- 


+ 7i 


1 m — 2.m — 3 




-3 . m — 4 m — s 


— etc. — 0 


cuius radices erunt cosinus angulorum ■£, ~ , ~ . Ulteriores reductiones 
harum aequationum . pro eo quidem casu, ubi n est numerus primus , hactenus 
non habebantur, • • 

Attamen nulla harum aequationum tam tractabilis et ad institutum nostrum 
tam idonea est , quam haec x" — 1 = 0 , cuius radices cum radicibus illarum 
arctissime connexas esse constat. Scilicet, scribendo brevitatis caussa t' pro quan- 
titate imaginaria y/ — 1. radices aequationis — 1=0 exhibentur per 

kP ... kP 
cos b t sin — = r, 

fl 1 »• 
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ubi pro k accipiendi sunt omnes numeri 0, i, 2 ...n — 1. Quocirca quum sit 

— = cos— » sin-— ,• radices aequatioius I exhibebuntur per — ,(r — -) sive per 

« ‘ ~ fr ; radices aequationis II per -i- (r-f- y) = denique radices aequa- 
tionis III per Hanc ob caussam disquisitionem considerationi aequatio- 
nis x " — 1 0 superstruemus, ipsum n esse numerum primum imparem suppo- 

nendo. Ne vero investigationum ordinem interrumpere oporteat, sequens lemma 
hic praemittimus. 

. 338 . 

1’roblema. Data aequatione 

(IF) . . . r” -f- Az m ~' -f- etc. = 0 , 

invenire aequationem ( W'). cuius radices sitit potestates )‘ a ' radicum aequationis ( W). 
designante \ exponentem integrum positivum datum. 

Sol. Designatis radicibus aequationis }V per a, 6, cete., radices aequ. 

W' esse debebunt af\ b*\ <r etc. Per theorema notum Newtonianum e coefficien- 
tibus aequ. W invenire licet aggregata quarumlibet potestatum radicum a, b, c 
etc. Quaerantur itaque summae 

6* 1 — (— f— etc., c ,x etc. etc. usque ad fctc. 

unde via inversa per idem theorema coefficientes aequ. W' deduci poterunt. 

Q. E. F. Simul hinc liquet, si omnes coefficientes in W sint rationales, om- * 

nes quoque in W’ rationales evadere. Alia quidem via probari potest, si illi om- 
nes integri sint, etiam hos omnes integros fieri; huic autem theoremati, ad institu- 
tum nostrum non adeo necessario, hic non immoramur. 

339 . 

Aequatio x " — I = 0 (in suppositione semper abhinc subintelligenda, n 
esse numerum primum imparem} unicam radicem realem implicat, x = 1 ; n — 1 
reliquae, quas aequatio 

x"~' -j- y — * -j- etc. 1 =0 

complectitur, opines sunt imaginariae; harum complexum per .Q, functionemque , , 

* — |— -r* 1 3 — f— etc. — j? — 1 per X 
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denotabimus. Si itaque r est radix quaecunque ex Q, erit 1 = r” = r }n etc., 
et generaliter r ,n — 1 pro quovis valore integro ipsius e, positivo seu negativo; 
hinc perspicuum est, si X, p sint integri secundum n congrui, fore r 1 = r*\ Si 
vero X, p sec. mod. n incongrui sunt, r' et inaequales erunt; in hoc enim 

casu integer v ita accipi potest, ut fiat (X — p)v ~ t (mod.n), unde = r, 

adeoque ** certo non = 1. Porro patet, quamvis potestatem ipsius r etiam 

radicem aequ. ,r" — 1 — 0 esse ; quocirca quum quantitates 1 (= r°), r.rf. . r” _l 

omnes sint diversae , hae exhibebunt omnes radices aequ. x ” — 1 = 0, et proin 
hae r, rr, r 5 . . . r” — 1 cum Q coincident. Facile hinc generalius colligitur, 12 
convenire cum r*, r 1 ', i* ... r f" - si e sit integer quicunque per n non divi- 
sibilis. positivus seu negativus. Erit itaque 

X = [x — r') (.r — r 1 *) [x— r**) . . . f* _ ) 

unde 

r' + r*'-Fr v + .. . -f- r <"— = — 1, et 1 + ... -fr 0 

Duos radices tales ut r et —• (= r* - '), aut generaliter r* et r"'"* reciprocas voca- 
bimus; manifestum est, productum ex duobus factoribus simplicibus x — r et 

x fieri realc — xx — 2 x cos io -f- 1 , ita ut angulus u> vel angulo - vel 

alicui multiplo eius sit aequalis. 

340. 

Quoniam itaque, una radice ex 12 per r expressa , omnes radices aequ. 
,r" — 1 = 0 per potestates ipsius r exprimuntur, productum, e pluribus radicibus 
huius aequ. quomodocunque conflatum, per r* exhiberi poterit, ita ut X sit vel 0, 
vel positivus et <n. Designando itaque per f(t, u, v ...) functionem algebrai- 
cam rationalem integram indeterminatarum t, u, v etc., qualem per summam ta- 
lium partium hfiSv 1 ... exprimere licet: manifestum est’, si pro t, u, v etc. quae- 
dam e radicibus aequ. x" — t — 0 substituantur, puta t == a. u ~ b. v — c etc.. 
f (a. b, c . . .) sub formam 

A + Ar+A"rr + A"i> + . ..+4V-' 

reduci posse, ita ut cofifficientes A, A’ etc. (e quibus etiam aliqu^deesse adeoque 
= 0 fieri possunt) sint quantitates determinatae, insuperque omnes hos coSfficien- 
tes integros fieri, si omnes cocfficientes determinati in tp (/, u, v . . .), i. e. omnes 
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h sint integri. tjuodsi vero postea pro substituuntur na, bb. cc . . . 

resp. , quaevis pars ut hPtrv 1 . . . , quae antea reducebatur ad • r°, nunc fiet r ,s . 
unde facile concluditur, fieri 

■f{aa. bft, cc . . .) = A-^A'rr-\-A“r*-^- A m r* -f- . . .-\-A'r tn ~ 1 

Perinde erit generaliter, pro valore quocunque integro ipsius X, 

<p(a\ b\ <*.'..) = A + A'/ + AV X + . . . 

quae propositio maximi est momenti , • fundamentumque disquisitionum sequen- 
tium constituit. Hinc sequitur etiam 

♦ 

<p(l, 1,1...) = ?(«". b”. c*. ..) = A + A'+ A" + . .. + A” 

nec non 

<f(a, b , c...) -f-<p(oa, bb. cc . . '. ) + 'f («*, b 3 f c 3 . ..) + .. [a”, i", c" . . .) = nA 

quae itaque summa semper fit integra per n divisibilis, quando omnes coFffieic li- 
tes determinati in ^(t, fc, v . . .) sunt integri. 

Th.nrui ratticum aryuationu x* — 1 = 0 (ubi iuppouitur, » mm nurutrutn primum). 

Omittepdo radicem I, reliqua* (U) continentur in aequatiohe X ==**“* + *"**+• 1 — 0. 

Functio X resolvi nequii in f adures inferiores , in quibus omnes coPflicimte* sint rationa.es. 

341. 

Theorema. Si functio X per functionem inferioris gradus t 

P = x x + A^~' + -f- . . . -f Kx + L 

\ 

est divisibilis, conficientes A: B ... L omnes integri esse nequeunt. 

Dem. Sit X = PQ. atque ^ complexus radicum aequationis P — 0, 

Q complexUs radicum aequationis Q = 0, ita ut 2 constet ex '13 ct C simul 
sumtis. Porro sit 91 complexus radicum ipsis 'P reciprocarum , © complexus 
radicum ipsis C reciprocarum, sintque radices, quae continentur in 91, radices ae- 
quationis R = 0 (quam fieri j^-(- * -|- etc. -f- ^ x-\- j — 0 facile perspi- 
citur) , eae que jjune continentur in. ® radices aequationis <8=0. Manifesto 
etiam radices 91 et © i unctae complexum S/ efficient, ac erit /18 = X. lam 
quatuor casus distinguimus. 
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I. Quando $ convenit cum St adeoque P = R. In hoc casu manifesto 
binae semper radices in reciprocae erunt, adeoque P productum ex | X facto- 
ribus talibus duplicibus xx — 2x cosu>-|- I ; quum talis factor sit = (.r — cosu>)* 
-j-simo*, facile perspicietur, P pro valore quocunque reali ipsius x . necessario 
valorem realem positivum obtinere. Sint aequationes, quarum 'radices sunt qua- 
drata , cubi , biquadrata ... potestates « — I*" radicum in resp. hae P’ — 0, 
P" — 0, P'" = 0 , . . . P' — 0 . siidque valores functionum P, P , P" . . . P ’, 
quos obtinent statuendo x — 1 . resji. p. p, p" ... j u". tunc ]»er ante dicta p erit 
quantitas positiva et prorsus simili ratione etiam p, p" etc. positivae erunt. Quum 
itaque p sit valor functionis (1 — t) ( 1 — «)(J — e) etc., quem obtjnet jionendo pro 
t. u; rete, radices in p valor eiusdem, statuendo pro t. u , r etc. quadrata il- 
larum radicum etc., insuperque valor pro t = 1 , u = 1 , r = 1 etc. manifesto 
fiat =0: summa p +/>’+/>"•■• + p* erit integer per n divisibilis. Praeterea 
facile perspicietur, productum PPP " . . . fieri = X K , adeoque ppp- ■ . . = iC. 

Iam si omnes coetficientes in P rationales essent , omnes quoque in . P'. P" 
etc. per art. 3 Iis rationales evaderent; per art. 42 au terti cuncti hi coPfficientes 
necessario forent integri. Lliuc etiam p, p. p"c tc. omnes integri forent, quorum 
productum quum sit n . multitudo vero n — 1>X, necessario quidam ex ipsis 
saltem n — 1 — X) esse debebunt — 1, reliqui vero ipsi « vel potestati ipsius 
n aequales. Quodsi itaque g ex ipsis sunt =1, summa p -(- p etc. mani- 
festo erit ~p{mod. n) adeoque certo per » non divisibilis. Quare suppositio 
consistere nequit. 

II. Quando ^ et non quidem coinciduut, attamen quasdam radices com- 

munes continent, sit I harum complexus atque T == 0 aequatio, cuius radices 
sunt. Tunc T erit divisor communis maximus functionum P, R {ut e theoria 
aequationum constat). .Manifesto autem binae semper radices in “T reciprocae 
erunt, unde per ante demonstrata omnes coPfficientes in T rationales esse neque- 
unt. Hoc vero certo eveniret, si omnes in P adeoque etiam omnes in R ratio- 
nales essent, ut e natura operationis, divisiorem cornm. max. investigandi sponte 
sequitur. Quare suppositio est absurda. . . 

III. Quando O et 3 vel coincidunt, vel saltem radices communes impli- 
cant, prorsus eodem modo omnes coPfficiente^ in Q rationales es^e nequeunt; fie- 
rent vero rationales, si omnes in P rationales essent; hoc itaque est impossibile. 

IV. Si vero neque cum tR, neque O cum 3 ullam radicem toramu- 
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nem liabet. omnes radices ^ necessario repedentur in 2 , onmesque C in Di, 
unde erit P — S et Q = R. Qunmobrem X = P Q erit productum c.x P 
in 11 i. e. 

ex .r*' + Aa?'~ 1 Kx -f- 1. in x‘ .r* - 1 ^ x -(- ~ 

unde statuendo x — 1 , iit . 

nL = (I + A . . . + K+ Lf 

Iam si omnes coefficiqntes in P rationales, adeoque per.art. 42 etiam integri es- 
sent, L qui coOfticientem ultimum in X i. e. unitatem metiri. deberet, necessario 
foret = + I , unde +'» esset numerus quadratus. Quod quum hypothesi re- 
pugnet, suppositio consistere nequit. 

Ex hoc itaque theoremate liquet, quomodocunque X in factores resolva- 
tur, horum coCfficicntes partim saltem irrationales fieri, adeoque aliter, quam per 
aequationem elevatam, determinari non posse. 

Proftoaifum dinquUitionum nequentium thrhtratur . 

• 342. . 

Propositum disquisitionum sequentium, quod paucis. declaravisse haud in- 
utile erit, eo tendit, 'ut X in factores' continuo plures gradatim resolvatur, et qui- 
dem ita, ut horum coefficientes per aequationes ordinis quam infimi determinen- 
tur, usque dum hoc modo ad factores simplices sive ad radices S 2 ipsas pervenia- 
tur. Scilicet ostendemus, si numerus n — 1 quomodocunque in factores integros 
a, 6 , y ctc. resolvatur (pro quibus singulis numeros primos accipere licet), X in 
a factores dimensionum resolvi posse , quorum coefficientes per aequatio- 

nem a" gradus determinentur.; singulos hos factores iterum in f> alios ^ ' di- 
mensionum adiumento aequationis S * 1 gradus etc., ita ut designante v multitudi- 
nem factorum a. fi, 7 etc. inventio radicum LJ ad resolutionum v aequationum 
a* 1 , 6 °, Y u etc. gradus reducatur. E.g. pro n =* 17, ubi »’ — 1 = 2 . 2 . 2 . 2 , 
quatuor aequationes quadraticas solvere oportebit; pro n — 73 tres quadraticas 
duasque cubicas:' . < 

Quum in sequentibus porsaepe tales potestates radicis r considerandae sint, 
quarum exponentes rursus sunt dignitates , huiusiuodi expressiones autem non 
sine molestia typis describantur: ad facilitandam impressionem sequenti in po- 
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■s torum abbrcviatione utcmur. Pro r, rr. r 1 ctc. scribemus [i], [2], [3] etc.-, ge- 
neraliterque pro r denotante i. integrum quemcunque , [X]. Tales itaque ex- 
pressiones penitus determinatae nondum sunt, sed fiunt, simulae pro r sive' [ll 
radix determinata ex Q accipitur. Erunt itaque generaliter [X], [p] aequales vel 
inaequales, prout X, p secundum modulum n congrui sunt vel incongrui; porro 
[0] = 1; [X).[p] = [X+p]; (Xy == M; sumina [0] + [X] + ;2X; ...+[(*— 1)X] 
vel o vel n . prout X per » non divisibilis est vel divisibilis. 


Omne s radices U in certas classes (periodos) distribuuntur. * 

• • 343. 

Si, pro modulo n. g est .numerus talis, qualem in Sect. III radicem primi- 
tivam diximus , n — 1 nuineri \ , g , gg . . . g"~* his 1 , 2, 3 . . .• n — 1 secundum 
mod. n oongrui erunt, etsi alio ordine, puta quivis numerus unius seriei con- 
gruum habebit in altera, lliuc sponte sequitur, radices [l], , gg . . . [g n ~ r 

cum Q coiucidere; et prorsus simili modo generalius 

[XI, [V]. [%]••• P#" - *] cum 2 ’ 

coincideilt, designante X integrum quemcunque per n non divisibilem. Porro 
quum sit g"~ l = 1 (mod. n), nullo negotio perspicietur, duas riidiceS [X^ ;i , •Xy' 1 
identieas vel diversas esse, jirout p, v secuiiHum n — 1 congrui sint vel incongrui. 

Si itaque G est alia radix primitiva , radices [1], [g]. . ■ {g n ~* etiain cum 
his [i], [(?]... convenient, si-ad ordinem non respicitur. Sed praeterea 
facile probatur, si e sit divisor ipsius n — - 1 , atque ponatur n — 1 = e/ g' — A, 
G’ - - //, etiam f numeros I, A, hh ... h/~' his 1, If, U* . . . Hf ~' 1 Secun- 
dum n congruos esse (sine respectu ordinis). Supponamus eniin G = g m (mod.n) 
sitque p numerus arbitrarius positivus et <(/ atque v ■ residuum minimum ipsius 
ptu mod/). Tunc erit ve = pio? (mod.n — 1), hinc g'” = g*** ~ 6**' (mod.n). 
sive // ' = A\ i. e. quivis numerus posterioris seriei 1, H, H* etc. congruum 
habebit in serie 1 , /i, hh .... et perinde vice versa. — llinc manifestum est, 
J radices L lj) [h ' , [A 41 . . . [h ^~' '] identieas esse cum his [1], [H), [H^\ . . . 
genernliusque eodem inodo facile perspicietur , 

Pl, ['XAj/lXAA] ...:X//-'f cum [Xj, \kH], [XiT*j . [X ///-'l ' 
convenire. Aggreggtum talium /'radicum [X] — (— (XA 1 — (— etc. -f-rX A-^“ l l. quod, quum 
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non mutetur accipiendo pro g aliam radicem primitivam , tamquam independens 
a g considerandum est , per { / X) designabimus ; earundcm radicum complexum 
vocabimus periodum [f, A) , ubi ad radicum ordinem non respicitur *) Ia ex- 

hibenda tali periodo e re erit, singulas radices, e quibus constat, ad expressionem 
simplicissimam reducere , puta pro numeris A, XA. XAA etc, residua minima sec. 
mod. n substituere, secundum quorum magnitudinem, «i placet , etiuin periodi 
partes ordinari poterunt. 

E. g. Pro, n= 19, ubi 2 est radix primitiva, periodus (6,1) constnt e 
radicibus [1], [8}, [64], [512], [4096], [32769], sive [1], [7], [6], [11]. [12], 18’;. 
Similiter periodus (6, 2) constat ex [2]. [3], [5], [14], [16], [17]. Periodus 
(6,3) cum praec. identica invenitur. Periodus (6,4) continet [4], [6l, [9], [10], 
[13], [1-5]. • 

Varia theoremata de periodi» radicum U. t 

344. 

Circa huiusmodi periodos statim se offerunt observationes sequentes: 

I. Quum sit AA-^ = A, AA-^"*"' = A A ctc. (mod.«), manifestum est, ex iis- 
dem radicibus , e quibus constet [f, A), etiam constare [f. A A), [f ; A A A) etc.; 
geperalitcr itaque designante [A'] radicem quamcunque ex [f , A) , • haec jierio- 
dus cum f/. A') omnino identjca erit. Si itaque duae periodi ex aeque multis 
radicibus constantes (quales similes dicemus) ullam radicem communem habent, 
manifesto identicae erunt. Quare fieri nequit, ut duae radices in aliqua periodo 
simul contineantur, in alia simili vero una earum tantum reperiatur; porro patet, 
si duae radices [A],_[X'l ad eandem periodum /.terminorum pertineant, valorem 
expr. y (mod. n) alicui potestati ipsins A congruum esse, sive sappoui posle 
A' = A/* (modi n). 

II. Si /— n — 1, e = 1 , periodus (/ 1) manifesto eum 2 coincidit; 
in reliquis vero casibus 12 ex e periodis (/, .1), (/, g) , (/ yg) . . . (/ g'~') 
compositus erit. Hae periodi itaque omnino iliter se diversae erunt , patetque, 
quamvis aliam similem periodum [f, A) cum harum aliqua coincidere, . siquidem 
[A] ad 2 pertineat, i. e. si A per n non divisibilis sit. Periodus (/, 0) autem 
aut (/, A») manifesto ex f unitatibus est composita. Aeque facile perspicitur. 

*) Aggregatum in sequentibus etiam periodi valorem numericum vocare liceat, aut simpliciter periodum, 
ubi ambiguitas noii metuenda; , 


9 * • 
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si X sit numerus quicunque per n non divisibihs , etiam complexum e periodo- 
rum (f, X), (f; Xy) ,■ (/, Xyy) . . . (/, Xy* - ') cum Q convenire. Ita e.g. pro 
„ = t9,/=6, a constat e tribus periodis (6, 1), (6,2), (0,4), ad quarum ali- 
quam quaevis alia similis, praeter (6,0) reducitur. 

III. Si « — 1 est productum e tribus numeris positivis a.b.c, manifestum 
est. quamvis periodum -bc terminorum ex b periodis e terminorum compositam 
esse, puta (bc. X) ex (c, X), ( c , Xy°}, (c, Xy’"), . . . (c, \g ah ~°) , unde hae sub 
illa contentae dicentur. Ita pro »=19 periodus (6,1) constet c tribus (2, 1), 
'2,8), (2,7), quarum prima continet radices r, r ,s ; secunda r*, r 11 ; tertia r’, r 15 . 

345. 

Theorema. Sint (f, X), (f, p) duiie periodi similes, identicae aut diversae. 
consteUjue (f, X). e radicibus [X], [X'], [X"] etc. Tunc productum ex (/, X) in (f, p) 
erit aggregatum f periodorum similium puta 

— (/. ^ + !*)■+•(/• + 4 - etc - — W 

Dem. Sit ut supra »— 1 = ef\ g radix primitiva pro modulo n, atque 

A = g', ‘unde per praecedentia erit (f. X) = (f, XA) = (/. XAA) etc. Hinc pro- 
ductum quaesitum erit ' ' . ‘ 

= [p].(/. X) + [pfl.(/’ XA) + [pAA; .(/ XAA; + etc. 

adeoque 

. = [X -f- pj -+-(XA — f*] . . . — |— [X ! 1 — f— (*■] . 1 

— |— [X A — J— (a A] -J-JXAA+pA] . . . + [XA-^ -)-pA) 

« . -|-[XAA-|-pAA]-)-XA !l 4-pAA] . . . -}-[XA^ +, -f-pAA] etc. 

quae expressio omnino ff radices continet. Quodsi hic singulae’ columnae ver- 
ticales seorsim in summam colliguntur, manifesto prodit 

(/• X -)- p; + (/. bh-\- p) -f- . . . + (/. X hf~' -f- p) 

quam expressionem cum IV convenire nullo negotio perspicitur . quum numeri 
X, X’, X" etc. per hyp. ipsis X, XA, XAA . . . X A- / 1 secundum modulum » congrui 
esSe debeant (quonam ordine hic nihil interest) adeoque etiam 

• . V yJvfiE 

x+p. V+g. etc. ipsis X-f-p, XA + p, XAA — (— p . . . XA/ p. Q.E.D. 
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Iluic theoremati adjungimus corollaria sequentia: 

I. Designante k integrum quemcunque, productum ex [fkX) in [f, k\i) 

erit 

— (/> k % — f— (a) ) — (f k i X’ — f- fi.) ) — [f, k (X" -)- p) ) -+- etc. 

v- i # ' 

II. Quum singulae partes, e quibus. W constat, vel cum aggregato {J\ 4) ; , 
quod est — f, vel cum aliquo ex his (f, l ■ , (f, g ) , [f, gg\ g*~'\ con- 
veniant . W ad formam sequentem reduci poterit 

W = af+ b f/, 1 ) + b-if. g) + b"(f, gg) + ...+ ¥ (/, g»~' 

ubi coefficientes a, b, b‘ etc. erunt integri positivi (sive etiam quidam = 0): porro 
patet, productum ex {/, kX) in (f, X - p) tunc fieri 

- af+bf k) + b’ f kg) + . . . + 6'(/, kg*~ l ) 

Ita e.g. pro n = 1 f> productum ex aggregato (6.1) in se ipsum, sive quadra- 
tum huius aggregati fit = (0, 2} + (6, 8) + (G, 0’; -f- ((i, 1 2) -f- (G, 1 3) -(- (G. l ft) = 
® 4- 2(6. 1 ) : G. 2; + 2 I G, 4). . 

III. Quum productum ex singulis partibus ipsius W in periodum similem 
/, v) ad formam analogam reduci jKissit, manifestum est, etiam productum e tri- 
bus periodis {f. X) . [f, p) . [f, v) per cf d[f, \) . . . -f- d* [f g*~') exhiberi 
posse, et coefficientes c, d etc. integros ac positivos (sive =0) evadere, insu- 
perque pra valore quocunque integro ipsius k fieri 

{f. kX) . (/, X-p) . [f, Xv ) = if+ d [ f k) + rf V- kg) + etc. 

Peri mle hoc theorema ad producta e periodis similibus quotcunque extenditur 
nihilque interest , sive hae periodi omnes diversae sint , sive partim aut cunctae 
identicae. ■ • 

IV. Hinc colligitur, si in functione quacunque algebraica rationali in tigni 
F — <f{t, u, r...) pro iiuttermiuatis I, w, t> etc. resp. substituantur jieriodi si- 
miles ( 'f X), (f p), (y, v)'etc., eius valorem ad formam 

A + B{f 1 ) + B’[f,g)+B m (J,g 9 ) + ...- 

reducibilem esse, cocffieien tesqua A, B, B‘ etc. omnes 
coefficientes determinati in F sint integri; si vero 
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substituantur [f, kb), [f,k |i), {f. k'i) etc. . valorem ipsius F reduci ad .1 -f- 
B(f,k)-fB'(f,kj)-fdut. ■ . t 


346. 

Tueorema. Supponendo, b esse numerum. per n non divisibilem , et scribendo 
brevitatis ergo p pro [f, X), quaevis alia similis periodus (f. p), ubi etiam p per n 
non divisibilis supponitur, reduci poterit sub formam talem 

« + $p -f- ypp + • • • + 

ita ut conficientes ot, 6 etc. sint quantitates determinatae rationales. 

Dem. Designentur ad abbreviandum periodi [f bg), [f, bgg), [f, bg 3 ) etc. 
usque ad if bg"~'). quarum multitudo est e — t, et cum quarum aliqua {f, p) 
necessario conveniet, per //, p", p’" etc. Habetur itaque statim aequatio 

0 — 1 +P+P+p"+f-+-c tc (I) 

evolvendo autem secundum praecepta art. praec. valores potestatum ipsius p us- 
que ad e — i- I Unl , e — 2 aliae tales promanabunt. 

0 — yp-f A-fap-fa'p'-f a"p' -fa'"p" -fete. . . (II) 

. 0 = p 3 -)- U -\-bp -\-b'p' -\-b"p’ -fb"’p" -fete. . . ( tl I j • 

0 — p 1 -|- C-fcp -fdp-f cp" -fc^p” -f etc. . . (IV) etc. 

ubi omnes coCfficientes A', a, d etc/, B, b, l' etc. etc. erunt integri, atque, quod 
probe notandum est et ex art. praec. sponte sequitur; a X omnino independentes; 
i. e. eaedem aequationes etiamnum valebunt , quicunque alius valor ijwi X tribu- 
atur; haec annotatio manifesto etiam ad aequ. 1 extenditur, si modo X per n 
non divisibilis accipiatur. Supponamus [f. p) — p ; facillime enim perspi- 

cietur, si if, p) cum aliu periodo ex p',p"e te. conveniat, ratiocinia isequentibus 
prorsus analoga adhiberi posse. Quum multitudo aequationum I, II, III etc. sit 
e — I. quantitates p”, p” etc., quarum multitudo =,e — 2, per methodos notas 
inde eliminari possunt, ita ut prodeat aequatio talis (Z) ab ipsis libera 

0 = 21-l-iBp-t-Epp^-f-etc. -j- 'Ji p'~' -f 91 p 
\ • 
quod ita fieri poterit, ut omnes coCfficientes 21, ®.... . 91 sint integri atque certe 
non omnes (i. Iam si hic non est 91 = 0. protinus liquet, p' inde ita. ut in 


Digitized by Google 


♦ r 



DISTRIBUTIO HAOICTM U IN i-EIUQUOS. 425 

I* * 

theoremate -enuntiatum est, determinari. Supereat itaque, ut demonstremus, 
9f = o fieri non posse. , » • 

Supponendo esse 91 — 0, aequatio / fit etc. -f- S? Z*! - H St = 0, 

cui, qnuni ultra gradum l tI ‘ tn certo non ascendat, plurcs quam e — 1 valo- 
res diverti ipsius p satisfacere nequeunt. At quum aequationes, e quibus Z de- 
ducta fuit, a X sint independentes, liquet, etiam Z ai non pendere, sive locum 
habere, quicuuque integer per x non divisibilis pro X accipiatur. Quare aequ. 
Z satisfiet, cuicunque ex t’ aggregatis’ (/, 1)’ [f, g), {f, gg) aequa- 

lis statuatur p, unde sponte sequitur, haec aggregata omnia inaequali^ esse non 
posse, sed ad minimum duo inter se aequalia esse debere. Contineat unum e duo- 
bus talibus aggregatis aequalibus radices .[£], etc., alterum has [tjj, [ij'!, 

ij"] etc., supponam usque (quod licet), omnes numeros £, C, £"etc., h- *]• ifctc. 
esse positivos et <x; manifesto omnes etiam diversi erunt, nullusque — o. De- 
signetur ftuictio 

r p* r H • # a 

jc' -f- .i" -j- i" -f- etc. — ,r T| — .t 1 ' — Y 1 — etc. 

cuius terminus summus non ultra .r"~‘ ascendet, per I', putetque fiori Y — 0, 
si statuatur j;s[1]; liinfc F implicabit factorem 'x — [1], quem cum func- 
tione iiv praec.^per X denotatu communem habebit; hoc vero absurdum esse, facile 
monstrari poterit. Si enim 1' cum X ullum factorem communem haberet, divi- 
sor communis maximus fuuetionum X, Y (quem certo usque ad n — 1 dimen- 
siones ascendere non posse iam inde patet, quod. 1' per ,r est divisibilis), omnes- 
cofhficientes suos rationales haberet , nt e natura operationum , divisorem commu- 
nem maximum duarum talium functionum investigandi, quarum eoefficientes oru- 
neS sunt rationales , sponte sequitur. Sed in art. 344 ostendimus, X implicare 
non, posse factorem pauciorum quam w— *•! dimensionum, cuius ooefticientes om- 
nes sint rationales: quamobrem suppositio, esae 91 = 0. consistere nequit. 

.E*. Pro » 19,./= 6.’ fit pp s=» 6-4-2/»-(-p'-f-2p’', nnde et ex 

0 = t deducitur p — 4 — pp. p = — 5 — P~\~PP- Quare 

(6, 2) = 4 — (6, lj*. (6.4) = —5 — (6.1)-^ (6, t)* 

(6,4) dl - (6, 2}’, ' (6. I) — —5 — (6.2) 4- (6, 2)* 

. (6, !)•= 4 — (6,4)’. (6, 2' = — 5 — (6. 4)’ + (6, 4)* - •. 

54 
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347. ... 

Theorema. Si F = <f (<, w. p . . .) est functio inv-ariabilis*) algebraica 
rationalis iutegr» f indeterminatarum t, u, v e/r., atque substituendo pro his f radi- 
ces in periodo (f. X) cotUentad . talor ipsius F per praeceqda art. 340 ad formam 

A+ A’(ll + 4"[2T+ ete. = TF ‘ * 

* » # 
reducitor: radices quae in hac e.rjrressione ad enodem periodum quamcunque f termi- 

oorum pertinent, coPfficientes aequales habebunt. 

Dem. Sint .;> ,[?] duae' radices ad unam eandemque periodum |>ertinen- 
tea, supponanturque p, q positivi et minores quam », ita ut demonstrare oporteat. 
[/»] et q in IV eundem coefficicntom habere.- Sit q S pg" (tnod. n ) ; sint porro 
radices in {/,-X) contentae [.X], [X'], [X"} etc., ubi numeros X, X. V etc. positi- 
vos et minores quam n supponimus; denique, sint residua minima positiva nume- 
rorum , Xy*. Xy* etc., secundum modulum n, haec p, p', p"etc., quae 
manifesto cum numeris X, X\ X"etc. identica erunt, etsi ordine transposito. lam 
ex art. 340 patet. 

reduci aci • • 

A + A-[g"] -\-A u [if r \ -f etc. aut aci .1 + A'[0] -)- A"[fJ'] -j-etc.'= (H*) 

designando per 0, H’ etc. Nresidua lpinima numerorum y", 2g'' r etc. secundum 
Modulum n, unde manifestum est, L j] habere eundem coCfficientem in ( H” ), 
quem [/»] ha Insit in- [W). Sed. nullo negotio perspicitur, ex evolutione expressio- 
nis (I) idem provenire atque ex evolutione huius f( pl, [p'J, [p”j ctc. } . quoniam 
p = dg' 1 *, p> S'Xy* -etc. (mod. u); . haee vero expressio idem producit ac haec 
<p([X}, [X']”, [X"] etc.), quoniam numeri p, p’. p"ete. ordine tantum ab liis X, X', X'etc. 
discrepant, cuius in functione invariabili nihil 'interes t. Hinc colligitur. W 
omnino identicam fore cum IV; quomobrein' radix [y’ eundem coefficientem in 
ir habebit ut jj»]. Q. E. D. • ; . •• 

Hinc manifestum est, IV reduci posse sub formam 

*) Functiones invariubiles eus vocari constut, quibus omnes indeterminatae eodem modo insunt, sive cla- 
rius, quae non mutantur, qaomodocunque indeterminatae inter se -permutentur ; cuiusniodi sunt t.g. summa 
omnium, productum ex omnibus, surninn productorum c binis ete. * ^ • 
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• ‘ ) + <'/.#) + *"'</• 99 ) ■... + *{/,?*) . . 

ita ut coefficientes A, a ... a 1 sint quantitates determinata», quae insuper integri 

erunt, si Omnes coefficientes rationales in F sunt integri. t Ita e.g. si n =. 19, 

f — 6 . 1 , atque functio 'f designat aggregatum productorum e binis inde- 

terminatis, eius valor reducitur ad 3 4 - ( 6 , 1 )-+- (<5,4). ' 

Porro facile perspicietur, si postea prO t. u.r etc. radices 6 x alia periodo 
(/. *X) substituantur, valorem ipsius F fieri 

A + a(f, Jc) +«'(/, kg) 4 kgg) 4 - etc. 

• « . 

348 . 

Quum in aequatione quacunque • 

X? — a xf'* 4 * tx^~ % — ya/~ a ... — 0 

coefficientes a, 6 , y etc. sint functiones invariabiles radicum, puta a sutuniu om- 
nium, C summa productorum e binis,, y summa productorum e ternis etc.: in 
aequatione, cuius radices sunt radices in* periodo [J. X) contentae., coefficiens pri- 
mus erit ,= 'j, X), singuli reliqui vero sub formam talem 

. ' • A+\[f, I ) 4- a(f,jr) . + a‘</ g'->) ^ * 

reduci poterunt, ubi omnes .4, a, a etc. erunt integri ; prpetereaque patet, aequa- 
tionem, cuius radices sint radices in quactlnque alia periodo {f, AX) contentae, ex 
illa derivari, si in singulis coefficientibus pro [f, 1 ) substitjiatur f. k)\ pro 
[f, g), [f. kg) et genetaliter pro 'f, p). ' [f. kp). lloc itaque mo<lo assignari 
poterunt e aequationes 2 = 0 , 2 ’ == 0 , z" = 0 etc., quarum radices sint radices 
contentae in (/, I). in (/y), [f.gg) etc .. quamprimum e aggregata (/, .!}, [f,g), 

( f. \ gg eto. innotuerunt, aut potius quamprimum «mus quodcunque eorum inven-' 
tum est, quoniam ]>er art. 348 ex uno omnia reliqua, rationaliter deducere licet. 
<lno pacto simiil functio A’ in e factores f dimensionum resoluta habetur : pro- 
ductum enim defunctionibus z, z, z" etc. manifesto erit X. 

* ' « ' ' , . • " * 

•Ex. Pro it = l# summa omnium radicum in periodo ,6, 1] est = (6,1) 
= a; summa productorum e binis fit = 3 4 - (6, t ) + (6, 4} = 6; similiter 

54 * 
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summa productorum e ternis invenitur =.■? 2 + 2(6, l) + (6, 2) = y; summa 
productorum e quaternis == 3-}- (8, f) + (6, 4} = fi; siftnma productorum e qui- * 
nis = (6, 1) = t; productum ox onyiibus <*= 1 : quare aequatio 

s ±= S? 6 — ot.r* + l}.r < — yx* + fi,r.i — e.r+l = 0 ^ 

omnes radices in (6,1) contentas complectitur. Quodsiin coCfficientibus a, 6, y 
etc. pro (6,1),; (0,2),* '6, 4) resp. substituantur (6,2), (6,4), (6,1), prodibit ae- 
quatio z' = 0, quae radices in (6,2) complectetur; et si eadem commutatio hic 
denuo applicatur, habebitur aequatio z' — 0, radices in (6,4) complectens, pro- 
ductumque zzd' erit == X. 

• • • 

349. 

Plerumque commodius est. praesertim quoties f. est numerus magnus. coPf- 
ficientes 6, y etc. secundum theorema Newtonianum e summis potestatum radi- 
cum deducere. Scilicet sponte patet, summam quadratorum radicum in [f, X) 

* % , 
contentarum esse *=(/", 2X), summam enhorum = (jf. 3X) etc. Scribendo ita- 
que brevitatis caussa pro [f, X), [f, 2 X), {f, 3X), etc. q, q\ q" etc. erit 

d — q, 2 6 = aq — q', 4 Ay-^.tfq — aq' -{- q* etc. 

' • , • • 

I 

ubi producta e duabus periodis per art. 315 statim in summas periodorum suut 
convertenda. Ita in exemplo nostro, soriftendo pro (6, l), (6, 2), (6, 4) resp. p, p, p" 
fiunt y, Ij\ q". V"\ q"", q”" resp. =* p, p'.p\ p", p', p"; -hinc 

fct = p, 2 — pp — p = 6-{- 2jj + 2p" 

3y '= (3 +p +/>")/> ~PP ' +J = 6 + 6/J+3/)’ 

4^ = (2 + 2/>+/>')p — (S+p+p^/F+pp’— />” = 12+ 4p+ 4p" ‘etc. 

Ceterum sufficit semissem «afficientium tantum hoc modo computare; etenim non 
'difficile probatur, ultimos ordine inverso primis vel aequales esse, jiuta ultimum 
= 1, penilltimum '6= a , antepenultimum = 6 etc., vel ex iisdem resp. deduci, 
si pro (/. 1), [f, r y) etc. substituantur (/“,- — 1), [f, ^—y) etc. sive (_f, «*—!). 

(y, « — q' etc. Casus prior loeUm habet, quando f est par; postorior. quapdo f 
impar; coefficiens ultimus autent semper fit =1. Fundamentum huius rei in- 
nititur theoremati art. 79; 'sed brevitatis caussa huic argumento non- immoramur. 
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Tbkobou. Sit n — 1 productum e tribus integris positivis a, 6, y ; constet 
periodUs (f) y. XY, quae est f ! y terminorum, eos S periodis minoribus y terminorum 
his (y, X) . (y, X'), (y, X") etc., supponam usque , si in functione 6 indeterminatarum, 
similiter affecta ut in art. 317, puta in F — f [t. u, v . . .) /rro indeterminatis t, u, r etc. 
substituantur aggregata (y, X), (y, X') , (y. X") etc. r«sp., eius calorem per praecepta 
art. 345. IV reduci ad ' . *. 

4+«(y. 0+«’(r.^)-.-+« c (y.^)..-+« , (7.'^ , )= w 

Tum dico, si F sit functio ineariabilis , eas periodos in IV, quae sub eadem periodo 
fi y terminorum contentae sint ^ i. e. generaliter tales (y, ff) et '.y, y w '+l*), designante 
v integrum ijnemcnnque . cofff cientes eosdem habiturus esse. 

Dem. Uuum periodus 6 y, Xy") identica sit cum hoc {6y, X), minores 
irae (y, Xy®) , (y, X'y n }', 'y, X«y®) etc.,' e quibus manifesto prior constat* necessa- 
rio cum iis convenient, e quihus posterior constat, etsi- alio ordrne. Quodsi itaque, 
illis pro t. u, catc. resp. substitutis , F in W transire supponitur , W’ coinei- 
det cum W. At' per art. 31,7 erit ' ' * ‘7 

W' = A+a[y, g')+d[y, y*+‘) . . . + * ! (y, y**) . . . +>( y. y a{+0 -' 
=.A+a(y, y’)-|-a'(y, y*+‘) . + a : (y, 1) . . . +.a''(y, ff~ l ) 

qunve quum haec expressio cuttt . W convenire debeat, coPffiriens priunus, secan- 
dus, tertius - etc!: in W "(ineipiendo ab a) necessario conveniet- cum a-j- 1*" 
a-f-2* 0 , a-f-3 10 etc,,. unde nullo negbtio concluditur, generaliter coOfficientcs 
periodorum (y, y ! *j, (y,y*"H*), (y,y* <,+,l j...(y,y v ® +|1 ), qui sunt p-f-l 10 ’, « — jx — (— 1 tu “. 
2ot -f- p 1 tM * • • .va-f-p-f- I <u ", iqter se convenire debere. Q. E. D. 

Hinc manifestum est, W reduci posse ad fonnani . ’ • 

A -f a (6 y, l) + a{6y,y) «‘{6y. y® - '). _ 

• * • * • ♦ 

ubi omnes coeflicientes A, a etc. integri erunt, si omnes coefficientes determinati 
in F sunt integri. Porro facile perspicietur, «i poste» pro indeterminatis in F 
substituantur fi periodi y terminorum in alia periodo. 6 y , terminorum, puta iu 
(fjy, XX*) contentae, quae .manifesto erunt (y, XA-), (y, (y, X*A) etc. , valorcm 

inde prodeuntem fore 'A'4-a(dy, Ar) — |— «'(6 y, g Hj a c {6 y, y’ _, A‘). 
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Ceterum patet, theorema ad eum quoque casum extendi posse, ubi « = 1, 
sive b y — * — J ; scilicet hic #7fl//es-coCfficicntes in IV aequales erant , unde W 
reducetur sub formam 4+«(Syf1). ' • . • 


Retentis itaque omnibus signis art. praec. , manifestum est,' singulos coCflfi- 
cicntcs aequationis, cuius radices sunt 6' aggregata (y. ).) . (y, V), (y, A") etc., 
sub formam talem 

1)-f-a'(6y,y) ... -(-«‘(Sy,^ 0-1 ) # w 

reduci posse, atque numeros 4, « etc.- omnes tieri integros ; aequationem autem, 
cuius radices sint f> periodi y terminorum in alia periodo (by, A- A) contentae, ex 
illa derivari , si ubique in copfficientibus pro qualibet periodo (by, p) substitua- 
tur (6 y, Apj. Si igitur a =1, omnes b periodi y Jcrminorum determinabuntur 
per aequationem b 11 gradus, .cuius singuli coefficientes sub formam 44-a(by, 1) 
rediguntur, adeoque sunt quantitates cognitae , quoniam .(b y, 1) = (p — 1, 1) = — I. 
Sivero a>l, coefficientes aequationis, cuius radices sunt omnes periodi y ter- 
minorum in aliqua periodo data b y terminorum contentae, quantitates cognitae 
erunt, simulae valores numerici omnium a periodorum by terminorum inno- 
tuerunt Ceterum calcnlus coCfficientium harum aequationum saepfc commodius 

instituitur, praesertim quando b non est valde parvus, si primo summae potesta- 
tum radicum eruuntur,' ac dein cx his per theorema Newtoniamun codftioientos 
deducuntur, simili inodo ut supra art. 34 9. * > • 

Ex. I. Quaeritur pro « — 19 aequatio, cuius radices sint aggregata (6, 1), 
6,2,, (6,, 4*/. Designando. has cadices per p,p',p" resp. , et aequationem quaesi- 
tam per : • • 

~ 1 r 1 — ‘Axx-\-lix — C — 0 

fit * 

4 = p +p+p". E — PP-^PP" +PP ’ c = PPP" 

Hinc ' • • 

4 = ' 18 ] 1 ) = — 1 

porro habetur 
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. •' -SOI ATIO- AEQUATIONIS* X‘=X^ U. 

pp — p+ 2p'+y, pp — pp H — 3j' 

unde ‘ • ' ’ 

B<=«(p -+-p'+p“) = 6 (18, 1) .== — 6 ' * 

denique jfit 

C = (l>+2j> + 3p")p = 3 (6, 0)-j- 1 1 (/>+^ +/>*) — 18 — 11 — 7 
quare aequatio quaesita 

. ' -c*— j— j? Jf — 6x — 7 = 0 ‘ 

Utendo metluwlo ultera habemus . 

p-\~}‘ ~\~p“ — — 1 

PP ~ 6 4-2 p — p ’ 2 p" • PP — 0 4- ip'+p"+1/J , pY -±= « 4- 2 p"+p + 2 p 

unde 

PP +J'P+p"p" ~ 1 8 4- •' (jP +/,4-/»*) = 1 

similiterque 

• * • v r ^ ■* , t* ? * y 

hinc per theorema Newtaniauqm eadem aequatio derivatur ut ante. 

•II. Quaeritur pro m == IU aequatio, cuius radices sint aggregata (2, 1). 2. 71, 

(2, h Quibus resp. per '/•'/ '/ designatis, invenitur 
1 • 

y+'/'-H = {'h !).. 6 * *)4- (•.•*). WY ^4-(«.*) . 

• * • • « 

unde, retentis sigpis. ex. ptaec. . acqutuio quaesita erit , 

. V 

'Y~±p*X-{-(p-^-p~'- X — 2 —p' - 0 

* • * , * +* ■ * * • '** ' » • • , %4 

Aequatio, cuius radices sunt aggrt^nta (2. 2); (2, 3), (2,3), suti 8,2) contenta, e 
praecedente deducitur, substituendo pro p,p p' resp .p'.p";p, cadcmqne sub- 
stitutione iterum facta prodit aequatio, cuius radices sunt aggregata 2.4); (2,8), 
(2,9) sub (6,4) contenta. . • • 

DvtquUititnihu* proree . xupef*truitur talutio aefuati*tm\ X*= 0 » . , 

. • • . 3.62. >• * * 

Theqsematq pHtaeoedentia cum consectariis annexis praecipua totius theoriae 
momenta continent, modusque valores radicum U inveniendi paucis iam tradi 
poterit. .. . . , . . , , -v; ... 
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AnU' omnia accipiendus est numerus g, qui pro,ingdulo n sit radix primi- 
tiva, residuaque minima potestatum ipsius g usque ad g"~' secundum modulum 
« eruenda. Resolvatur n — I in factores, et quidem, si problema ad aequatio- 
nes gradus quam intimi reduepre lubet, in factores primos; sint hi (ordine prorsus 
arbitrario) o, 6, 7 ... £, ponaturque 



67 — 7 . . . C = b, etc. 


Distribuantur omnes radices Li in cx periodos a terminorum ; hqe singulae rursus 
in b* periodos b terminorum; hae singulae denuo in 7 periodos etc. Quaeratur 
|>er, art. praec. aequatio a u gradus (A), cuius radices sint illa u aggregata <1 ter- 
minorum, quorum itaque yalores per resolutionem huius aequationis innotescent. 

At hic difficultas oritur, quum incertum videatur, cuinam radici aequationis 
A) quodvis aggregatum aequale statuendum sit, puta qnnenam radix per [a, 1 ). 
quaenam per (a, g) etc. dunoturi debeat : huic rei sequeuti modo remedium afferri 
poterit. Per 'a, I) designari potest radix quaecunquc aequationis (yl); quum 
enim quaevis radix huius nequ, sit aggregatum a radicum cx Q, omuinoque arbi- 
trarium sit. quaenofir radix «x ii per. [1] denotetur, manifesto supponere licebit, 
aliquam ex iis radicibus,, e quibus radix quaeeumjue data a.equ. (A) constat, j>er 
jl' exprimi, unde illa radix acqu. (A) fiet (a, 1); radix [1] vero hin? nondum 
penitus determinatur , sed etiamnum prorsus arbitrarium seu’ indefinitum manet, 
quamnam radicem. ex iis, quae (o. 1) constituunt, pro [1] adoptare velimus. Si- 
mulae vero (a, 1) determinatum est, ctmifi omnia reliqua aggregata a termino- 
rum rationaliter inde deduci poterunt (art. 346). Hinc simul putet, unicam tan- 
tuinim>do radicem per huius resolutionem 'eruere ojx)rtere. — Potest etiam me- 
thodus sequens, minus directa, ad hunc finem adhiberi. Accipiatur pro V . radix 
determinata, ». e. ponatur [1] = cos -)-i siu k -*‘, integro k ad lubifum electo, 
ita tamen ut per n non sit divisibilis; ‘quo facto etiam 2 , [ 3 ] etc. radices deter- 
minatas indicabunt, unde etiam aggregata («, t). («, g) etc. quantitates determina- 
tas designabunt. Quibus e tabulis sinuum levi tantum calamo computatis, puta 
ea praecisione, ut qnno maiora quaeve minora sint decidi possit, nullum dubium 
impercsser poterit, quibusnam signis lingulae radices aequ, (A) siut distinguendae. 

Quando hoc modo omnia a aggregata a terminorum in venta sunt, investi- 
getur per art: praec. aequatio (ii, fi u . gradus, cuius 'radices sint , l> aggregata b 
terminorum sub [a, I) contenta; coffficientcs huius aequationis omnes erunt quan- 


Cligitized by Google 


SOLUTIO AEQUATIONIS A"-s= 0. 


433 


titates cogfiitac. Quum adhuc arbitrarium sit; quaenftra ex- a '= t > b radicibus 
sub («, l) contentis por [1] denotetur, quaelibet radix data aequ. (Ii) per (b, I) 
exprimi poterit, quia manifesto supponere licet, aliquam b radicum, e quibus com- 
(Kisita est, per [J] denotari. Investigetur, itaque, una radix quaecunque aequa- 
tiouis (J?) 'per eius resolutioneqi, statuatur = (b, 1), deriventurque inde per art. 
346 omnia reliqua aggregat» b terminorum. Hoc modo sium! calculi confirma*- 
tionem nanciscimur, quum semper ea aggtegata b terminorum, qnac ad easdem 
periodos a terminorum pertinent , summas notas conficere debeant. In qui- 

busdam casibus aeque expeditum esse potest, a — t alias aequationes S” gradus 
eruere, quarum radices sint resp. singula t» pggregata b terminorum in reliquis 
periodis a terminorum, (a, </), (a, gg) etc. contenta, atque omnes radices tum ha- 
rum aequationum tum aequationis B j>er resolutionem investigare: tunc vero si- 
mili modo ut supra adiumento tabulae siuuUm decidere oportebit, quibusnam pe- 
riodis b terminorum singulae radice*; -hoc motio prodeuntes aequales statui debe- 
ant. Ceterum ad hooce. iudicimu varia alia artificia adhiberi possunt, qiiae hoc 
loco complete explicare non licet; imum tamen, pro eo casu ubi f» = 2, quod 
imprimis utile est, ac per. exempla brevius qnam per praecepta declarari poterit, 
in exejnplis sequentibus cognoscere licebit. ■ 

Postquam hoc modo valores omnium a t> aggregatorum b terminorum in- 
venti sunt, prorsus simili modo hinc per aequationes y 1 ' gradus omuia aby ag- 
gregata c terminorum determinari poterunt. Scilicet vel unam aequationem y' 1 
gradus, Cuius mdices sint y aggregata e terminorum, sub (b, 1} contenta,- per' art. 
350 ernere; per cius resolutionem unam radicem quamcunque elicere et = (c. I) 
statuere, tandemque hinc per art. 346 omnia reliqua similia aggregata deducere 
oportebit; vel simili modo omnino itG aequationes y" gradus evolvere, quarum ra- 
dices sint re&p. y aggregata t terminorum in singulis periodis b terminorum con- 
tenta. valores omniutn radicum omnium harum aequationum per resolutionem ex- 
trahere, tandemque ordinem harfiin radicum perinde ut. supra adiumento tabulae 
sinuuin, vel, pro y = 2, per artificium infra in exemplis ostendendum determinare. 

Hoc -modo i>ergeiido, manifesto tandem omnia aggregata £ termino- 

rum habebuntur; evolvendo itaque per art. 346 aequationem £ u gradus, cuius ra- 
dices sint C radices ex 12 in (C, 1) contentae, huius coefficientes omnes erunt 
quantitates cognitae pquodsi per resolutionem una eius radix quaecunque elicitur, 
hanc — [1' statuere licebit, otnnesque reliquae radices & per huius potestates 
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habebuntur. Si magis placet, etiam omne» radices illius aequationis. pet resolutio- 
nem erui, praetereaque per solutionem — 1 aliarum aequationum C' gra- 
dus, quae resp. omnes £ radices in singulis reliquis periodis £ terminorum con- 
tentas exhibent, omnes reliquae radices Q inveniri ]>o terunt. 

Ceterum patet, simulae prima aequatio (.4) soluta sit, sive simulae valores 
omnium a aggregatorum a terminorum habeantur, etiam resolutionem functionis 
X in a factores a dimensionum per art. 34 S sponte haberi; porroque post solu- 
tionem aequ. (B), sive postquam valores omnium a 6 aggregatorum b termino- 
rum inventi sint, singulos illos factores iterum in 8, sive X in a fi factores b di- 
mensionum resolvi etc. 

I . * . 

353. •••■..' 

Exemplum primum pro n — 19. Quum hic fiat n — 1 = 3.3.2, inventio 
radicum 0 ad solutionem duarum aequationum cubicarum uniusque quadraticae 
est reducenda. Hoc exemplum eo facilius intelligetur, quod operationes necessa- 
riae ad maximam partem in praecedentibus ittm sunt contentae. Accipiendo pro 
radice primitiva g numerum 2, residua minima eius potestatum haec prodeunt 
(exponentes potestatum in serie prima residuis sunt suprascripti) : 

0. 1. 2. 3. 4. 5.6. 7.8. 9. 10. J 1. 12. 13. 14. 15. 16. 17 

1. 2. 4. 8. 16. 13. 7 .11. 9. 18. 17-. IS. ii. -3. 6. 12. 5. 10 

' ' Hinc per artt. 344, 345 ‘facile deducitur distributio sequens omuium' rstli- 

cum Q in tres periodos senorum , harumque singularum in ternas binorum termi- 
norum: ■ • . 

- • ■ • • . ( (J, .0-. •[►],[!>] • 

1 (6,1) >. •)...[»], fu] . 

/(i, !)...[»], [u] 

(*.*)-- ■'[*]. £,•’] 

(6,2) (i, f»). ..[*), [<•] 

(1, »»),..[>)• [14] 

1(1. 0... [«].[«*] 

(6,4) (2, n).,:(«],[ii] 

'(>. . 

Aequatio (A), cuius radices sunt aggregata (6,1),' (6,2), (6.4), invenitur 
a?-\-xx — 6.r — 7 =0,- cuius una radix eruitur — t,22f876I623. • Hanc per 
(6, 1) exprimendo fit 
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(6,2) = 4 — (6, t) ! = 2, 5070186441 
. (6^4) = — 5— (6, l)-f (#, lj* ==. — 2.2851424818 

Hinc X in tres factores 6 dimensionum resoluta erit, si hi valores in art. 34S 
substituuntur. ■ 

* * * 

Aequatio (B), cuius radices sunt aggregata (2, 1). (2.7), (2,8), prodit haec 

-4 p 

ar* — (6, 1 )o!j: 4-((6, l).+ (6. 4))x — 2 — (6. 2) = 0 
sive ^ 

^+ 1.2218761623*.* — 3,5070136441.*— 4,5070186441 = 0 

* *i ,, 

cuius una radix elicitur — 1,3545631433, quam per (2, I) exprimemus. Per 
methodum art. 94-6 autem inveniuntur aequationes sequentes, ubi brevitatis caussa 
q pro (2, 1) scribitur: 

(2,2) = qq — 2, (2.3) = q'-*q, (2,4) = 9 4 — 4 ? ? + 2, (2, 5) = '?*- 5 ? *+ bq 

(2.6) = q* — 6 q' + <iqq — 2,' (2, 7) = q 1 — 7?*4- 14j* — Iq 

(2.8) = r/— S0*+2O ? ‘— 16^4-2, (2,9) = }* — 9fl 7 + 27 <f— 30^-f- 9q 

Commodius quam per praecepta art. 346 hae aequationes in casu praesenti per 
reflexiones sequentes evolvi possunt. Supponendo 


[1] = cos — isin*** 
- . L J • 18 ’ 


tit 


, • ISlP , i . 

18) =i' os, -77- + 181 


t»kP ~ kP 
sin—— — cos 


i» 

:os*^ a—, t' sin , adeoque (2,1) — 2 cos k ~ 


nec iiqu generaliter • • 

[X| = cos— 4- «sin — , 


XkP 


adeoque (2,‘X) — [k]-|-[18X] = [X]-f-[— A.] — 2 cos — 

Quare si \ q — como, erit (2, 2) — 2 Cos 2u>, (2,3) = 2 cos3«o etc., unde per 
aequationes notas pro cosinubus angulorum multiplicium eaedeni formulae ut su- 
pra derivantur. Iam et his formulis valores numerici sequentes eliciuntur: 


(2.2) = —0,1651586909 

(2.3) = 1,5782810168 

(2.4) = —1,9727226068 

(2.5) = ■ 1,0938963102 


(2.6) = 0,4909709743 

(2.7) = — 1,7589475024 

(2.8) = 1,8916344834 

(2.9) = —0,8033908493 
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Valores ipsorum [a, 7), '2,8; etiam cx aequatione [B ) , cuius duae reliquae ra- 
dices sunt, clici posSunt, dubiumque, utra harum radicum liat (2, 7) et utra (2, §), 
vel per calculum approximatum secundum formulas praecc., vel per tabulas si- 
nuum tolletur, quae obiter tantum consultae obtendunt, lieri (2, 1) — 2costu po- 
nendo to p, P* unde fieri oportet 


(2, S) = 2 cos 1 5 P — 2 cos Vr P 


>(2,7) = 2cos-f|- I’ = 2cos ,\P, et 

Similiter aggregata’ (2,2), (2,3),. (2, ‘Retiam per aequationem 

^-,6,2)x2’+f(6.1)+{0,2))a ; -2-(6,4) = 0 

cuius radices sunt, invenire licet, incertitudoque , quaenani radices illis aggre- 
gatis rtsjf. aequales statuendae sint, prorsus eodem modo removebitur , ut ante; 
et perinde etiam aggregata (2,4). (2,6), ^2,9) peraequationem 

rr 5 - '(C.4>-tr+C(6.2/ + ( 6 . ■*))•* ^2-r- (6.1) = 0 

elici poterunt. 

Denique [i) Ct [18] sunt radices aequationis xx — (2, l).r+l = 0, qua- 
rum altera fit — l-(2, l) + »Y(l — + (2.!) ? ) = f(2.1)+tVCt— i(*.2)}. altera 
t( 2 .2)), bino valores ntlmerici = — 0,07728 J 57 10 + 
0.7337239107 i. Sedecim radices reliquae vel ex evolutione potestatum ulriusvis 
harum radicum, vel c solutione octo aliarum similium aequationum deduci pos- 
sunt, ubi in methodo posteriori vel per tabulas sinuum vel']>er artificium in ex. sq. 
explicandum decidi debebit, pro utra radice parti imaginariae signum positivam 
et pro atra negativum praefigendum sit. Hoc modo inventi sunt. valores sequentes. 
Ubi siguutn superius radici priori, inferius posteriori respondere supponitur: 

L l] et [18] = -s- 0,67 7 28 157 16 + 0,7357 239107» 

» . . [2] et (17] = — 0,0825793455 .0,9965844930» 

*[3] et [1 6] =t 0,7891405004 0,6142 1 27J 27 i 

[4] et^lfi) = —0,9863613034 ± 0,16459.45903» 

[5] et{14l= 0,5409481581 + 0,83.71664783* 

[B]et[l3]= 0,2454854871 ± 0, '96940026591 

[7] et [12] = — 0,87917 375.1 2 +• 0,4759 17 3930» 

[8] et [11’— 0,945817241 0,3246994692» 1 

' [$■> et [ 10 ] =? —0.4016951247 + 0,9157733267» 
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Exemplum secundum pro n — 17. Hic liabetur » — 1 — 2. 2. 2. 2, -quam- 
obrem. calculus radicum 2 ad quatuor aequationes quadraticas reducendus erit. 
Pro radice primitiva hic accipiemus numerum 3, cuius potestates residua minima 
sequentia secundum modulum 17 suppeditant: 


0.1.2. 3. 4:5. 6. 7. 8. 0.10.11.12.13.14.15 
1.3.9.10.13.5.15.11.16.14. 8. 7. 4.12. 2. is' 


Hinc emergunt distributiones sequentes complexus 2 in periodos duas octo- 
norum, quatuor quaternorum . octo binorum terminorum: 


2 i= {16, 1). 1 


f(M) 


l{8. 3) 


|( 4 . 0 
I (4. '9) 

)(*• 3 ) 
i (4,10) 


(( 1 . 1). 

••[']. 00 


!(*.«)■ 

..[!], lll) 

.V 

i(». »)• 

• - [»]. [ »J , 


1(1,15). 

■ •[*]. 00 


1(1, »)• 

..[>]. 00 


1(1, 1) • 

..[»]. 00 


1(2. 1») • 

• •[»]. [>•] 


1(M1)- 

00 



Aequatio (A), cuius radices sunt aggregata {8, 1), (8, 3), per praecepta 
art. 351 invenitur haec xx-\-x — 1 = 0; huius radices computantur — i + 1 \ U 
== 1,5615528128, et — + — + ^17 = — 2,5615525129; priorem statuemus 
== (8, 1), unde necessario posterior ponenda erit = (8, 3). 


Porro aequatio, cuius radices sunt aggregata (4, 1) .et .(4, 9), eruitur haec 
{B): dx — (8, I^jf — ,1 =0; huius sunt 1 (8. + I)*) rr + (8. ,1 ) 

+ ^(12+3(8, 1 ) — (— 4 (S , 3)3; eam, in qua quantitati radicali signum positivum 
tribuitur, et cuius volor «umericus est 2,049481 1777,. statuemus , .=* (4, 1), 
unde sponte altera, ubi quantitas radicalis negative sumitur et cuius valor est 
— 0,4879283649, per {4, 9) exprimi debebit. Aggregata autem reliqua quatuor 
terminorum, puta (4, 3) et (4, 10) duplici .modo indagari possunt. Scilicet primo 
per methodum art. 446, quae formulas sequentes suppeditat, ubi ad abbreviandum 
pro (4, 1) scsjbitur' p; . - . . . ... 

. ' (4, 3) == — + -j- 3/i —ip* = 0,3441507314]. 

• .{4,10) = +4-2/» — pp — ip 3 — —2,9057035442 


9 


1 
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% Eadem methodus etiam hanc formulam largitur (4,9} = — 1 — 6 /» — — (— /»*, 
unde valor idetu elicitur, quem ante tradidimus: Secundo veto aggregata {4, 3 ), 

4 , 4 ») ‘etiam [ver resolutionem aequationis, cuius radices sunt, determinare licet, 
quae' aequatio fit xx — ( 8 . 3 ) x — 1 = 0 , unde eius radices sunt . 4 ( 8 , 3 ) 
±EV/(4 + (8 I 3 )«), sive 4 (8, 3 ) 12 + * (8, 1 ) 4* 3 (8. 3 )) et + ( 8 . 3 )- 

iy((l 2-(- 4 ( 8 , 1 ) — J— 3 ( 8 , 3 ) ); dubium vero, utram radicem per (4,3) et utram per 
'4, 10) exprimere oporteat, per artificium sequens, cuius mentionem in art. 352 in- 
iecimus, tolletur. Evolvatur productum ex ( 4 , 1 ) — (4, 9) in (4, 3 ) — ( 4 . 10 ), 
unde emergere invenietur 2(8, 1) — 2 ( 8 , 3 )*); iam huius expressionis valor mani- 
festo est positivus puta 5 = — 2 y' 1 7 , praetereaque etiam producti factor primus 
4,1) — (4,9) positivus est puta = -{-^012 -|- 3 ( 8 , 1 ) -}- 4 [ 8 , 3)), quare necessario 
etiam alter factor (4, 3) — (4, 1(1) positivus esse debebit, et proin (4,3) radici 
priori, in qua signum positivum radica Li praefigitur, et (4, 10 } posteriori aequale 
statui. Ceterum hinc iidem valores numerici derivantur ut supra. 

Cunctis aggregatis quatuor terminorum inventis, progredimur ad aggregata 
duorum terminorum. Aequatio (C), .cuius radices sunt hae (2, 1), (2, 13). sub 
(4, 1) contentae, eruitur haec xx> — (4, l)x-(-(4, 3) = 0; huius radices sunt 
K4.1)±W(— 4(4. •)‘H-(4,1)*) sive ‘4 (4, 1}+ { v'(4'+'(4,9) — 2(4. 3)): eam. 
ubr quantitas radicalis positive sumitur et cuius valor reperitur = 1,80494 44588, 
statuimus — (2,1), unde (2,13) aequale fiet alteri, cuius valor = 0,1845307189. 
.Si aggregata reliqua duorum terminorum per methodum art. 346 investigare 
plodet, pro (2, 2),. (2, 3), (2, .4), (2. 5), (2, 6), (2, 7), (2. 8) eaedem formulae ad- 
hiberi poterunt , quae in ex. praec. pro quantitatibus similiter designatis tradidi- 
mus, puta (2, 2), (sive (2, 15)), = (2, 1)’ — 2 etc. Si vero magis arridet, binas 
per resolutionem aequationis quadraticae computare, pro his '2. 9), (2, 15) inve- 
nitur aequatio xx — (4, 9} x -)- (4, 10) = 0, cuius radices evolvuntur 4 (4. 9} + 
4 y(4 -(- : 4 . 1" — 2(4, 10)); quo pacto vero signum ambiguum hic definire oporteat, 
simili modo decidetur ut supra. Scilicet per evolutionem produoti 12, 1) — '(2, 1 3) 
in (2,0) — (2, 15) producitur — (4, 1) — }— (4, 9) — (4. 3) -4- (4, 10); quod quum mani- 
festo sit negativum, factor (2,1) — ,2,(3). vero positivus," necessario (2,9)— (2,15) 

*) Vera indoles huius artificii in co consistit, quod a priori praevideri poterat, hocce productum- evolutum 
jppreguta quatuor terminorum non continere sed per sola aggrepal* octo terminorum exhiberi posse, cuius rei 
rationem hic brevitatis caussa praetereundam periti facillime deprehendent. 
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negativus esse debebit , quocirca in expressione ante data signum superius insi- 
tivum pro (2, 15), pro (2,9) inferius negativum adoptandum erit. Hinc computa- 
tur (2,9) = —1,9659461994', (2,15)= 1,4780176344. _ Perinde quum ex 
evolutione producti ex (2,1) — (2,13) in (2, 3) — (2, 5) prodeat (4,9) — (4,10), 
adeoque quantitas positiva, factorem (2,3) — (2,5) positivum esse concludimus; 
hinc simili calculo ut ante instituto invenitur 

(2,3) = *(4,3)-HVC4 + (4, 10) — 2 (4,9)3 = 0,8914767116 
(2,5) = 4 (4,3) — |-y/(4+ (4, 10) — 2 (4,9)) = — 0,5473259801 

Denique per operationes omnino analogas eruitur 

(2.10) = J (4, 10) — 1^(4 + (4,3) — 2 (4, l)) = — 1.700434 2715 

(2.11) = '+(4,10) + * y/(4+(4,3) — 2 (4, l)) = —1.2052692728 

Superest ut ad radices Q ipsas descendamus. Aequatio (D). cuius radices 
sunt [l}et [16], prodit xx — (2, l),r+ 1=0, underadicos J (2, lJ+dyX'. 2 - 1)* — 4 ) 
autpotius i(2, 1)+»Y( 4 — (2, 1)*) sive + (2, 1) + +'\/([2 — (2,15)); signum su- 
perius pro [ 1 ], inferius pro [16] adoptamus. Quatuordeeim reliquae radices vel per 
potestates ipsius [1] habebuntur; vel per resolutionem septem aequationum qria- 
draticarum, quae singulae binas exhibent, ubi incertitudo de signis quantitatum 
radicalium per idem artificium tolli poterit ut in praecedentibus. Ita [4] et 1 13' 
sunt radices aequationis xx — (2, 1 3) jr+1 = 0,. adeoque { (2, 13) + f »' yf ‘2 — (2,9)); 
per evolutionem producti ex [1] — [lb] m 4] — [13] autem prodit (2,5) — (2,3), 
adeoque quantitas realis negativa, quare quiim [1] — [16] sit + iy/(2 — (2,15)), 
i. e. productum ex imaginaria i in realerh positivam, etiam [4] — [13] esse debet 
productum ex » in reaiem positivam propter »» = — 1; hinc colligitur, pro [4] 
signum superius, pro [13] inferius accipiendum esse. Simili modo pro radicibus 
[8] et \9] invenitur 'f(2, 9) + l»V(2 — (2, *)). u bi, quoniam productum ex 
[1] — >[16] in [8] — [9] fit (2. 9)— (2, 10) adeoque negativum, pro [8] signum su- 
perius. pro [9] inferius accipere oportet. Computando perinde radices reliquas, 
sequentes valores uumericos obtinemus, ubi radicibus prioribus signa superiora, 
posterioribus inferiora respondere subintelligendum est; 
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['*]: 1**3 
. [2]. [«5} 
[ 3 > [‘ 4 ] 

[4] , [13] 

[5] '. [12] 
W. [11] 

. 17 ]. [ 10 ] 

[»].-■[ »] 


.. 0,9324722294 + 0,3612416662» 

0,7390089172 + 0,6736956436» 
. . 0,4457383558 0,8951632914» 

. . 0,0922683595 + 0.9957341763»' 
. . — 0,2736629901 + 0,9618256432» 
. . — 0,6026346364 + 0,7980172273» 
. . — 0,8502171357 + 0.5264321629» 
. . — 0,9829730997 + 0,1837 495178» 


Possent quidem ea, quae in praecc. sunt tradita, ad solutionem aequationis 
.r" — 1 = 0 adeoque etiam, ad inventionem' functionum trigonometricarum areu- 
bus cum peripheria commensurabilibus respondentium sufficere: attamen, propter 
rei gravitatem , finem huic disquisitioni imponere non possumus , quin antea ex 
magna copia quum observationum hoc argumentum illustrantium tum jiositionum 
ei affinium rei inde pendentium quaedam liic annectamus. Inter quae talia potis- 
simum eligemus, quae sine magno aliarum disquisitionum apparatu absolvere li- 
cet, oliterque ea considerari nolimus quam ut specimina huius amplissimae doctri- 
nae, in posterum copiose pertractandae. 


JKiquititionei ulteriam de radicum * 

Aggregata, M quibit* terminorum- multitudo par, su/ti qua/ititate* eealet r. 

$55. 


Quum n se m per supponatur impar, erit 2 inter factores ipsius n — J , com- 
plcxusque U ex -f (»— 1) periodis duorum terminorum formatus. Talis perio- 
dus ,ut (2,.X),. c radicibus [X’ et [X_</ constabit., denotante q ut supra ra- 
dicem primitivam' quamcunquc pro modulo n. «Sed fit- = — ,| (mod. n) 

adeoque kg — X (V. avt. 62); unde ,kg • ] — [ — X . Quare sup- 

ponendo + = eo? — . +•» sm — , et proiu,- [— + ; — eos - - — i sin — ,• ht ag- 
gregatum (2, X) — 2 cos . Unde hoc loco hanc tau tuimiiv<lo 'conci usiopent de- 
ducimus. valorem cuiusvis aggregati duormn terminorum esse quantitatem realem. 
Quum quaevis periodus , cuius terminorum multitudo par = 2a. in a periodos 
binorum terminorum discerpi possit, patet generalius, valorem cuiusvis aggregati, 
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cuius terminorum multitudo par, semper esse quantitatem realem. Quodsi itaque 
in art. 352 inter factores a, 6, y etc. binarius ad ultimum locum reservatur, om- 
nes operationes, usquedum ad aggregata duorum terminorum jierveniatur. per quan- 
titates reales absolventur, imaginariaeque tunc demum introducentur, quando ab 
his aggregatis ad radices ipsas progredieris. 

De aequatione, per quam distributio radicum U in duas prriodot definitur. 

356. 

Summam attentionem merentur aequationes auxiliares, per quas pro quoli- 
bet valore ipsius n aggregata complexum 2 constituentia determinantur, quae 
mirum in modum cum proprietatibus maxime reconditis numeri n connexae sunt. 
Hoc vero loco disquisitionem ad duos casus sequentes restringemus: primo de ae- 
quatione quadratica, cuius radices sunt aggregata 4(n — 1) terminorum, secundo, 
pro eo casu, ubi n — 1 factorem 3 implicat, de cubica, cuius radices sunt aggre- 
gata i {« — 1) terminorum, agemus. 

Scribendo brevitatis caussa m pro |(n — 1) et designando per g radicem 
primitivam quamcuuque pro modulo n, complexus 2 ,e duabus periodis , ( m , 1) et 
(m, g) constabit, eontinebitque prior radices [1], gg , 'g'} . . . g n ~ i ), posterior 
has [g), g* j, ]g*] . . . g”~ ! ]. Supponendo residua minima positiva numerorum 
99’ 9* ■ ■-9”~ i secundum modulum n esse, ordine arbitrario, R, R‘, R" etc. ; nec 
non residua horum g, g *, g i . . . g *~ 1 haec N, N\ N" etc., radices, e quibus (m, I) 
constat convenient cum his 1 . R , R' , li" ' etc.. radicesque periodi (m, g) cum 
his JTj, [N 1 ], [N"] etc. Iam patet, omnes numeros 1. R, R', R" etc. esse resi- 
dua quadratica numeri n, et quum omnes diversi ipsoque n minores sint lpsoruin- 
que multitudo = j-(» — 1} adeoque multitudini cunctorum residuorum positivo- 
rum ipsius n infra n aequalis, haec residua cum illis numeris omnino convenient. 
Hinc sponte sequitur, omnes numeros i\ T , N', N"e tc.. qui tum inter se tum ab 
ipsis 1. R, R' etc. diversi sunt, et cum his simul -sumti omnes numeros 1. 4. 3 
. . . n — 1 exhauriunt, cum omnibus non-residuis quadraticis positivis ipsius n in- 
fra n convenire debere. Quodsi iam supponitur, aequationem, cuius radices sunt 
aggregata m. I}, (m, g). esse 

x.v — Ax-\-B = 0 
iit 

A = »», I) -f- [m, g) — — l. B = (n. I) X (m, g) 

5G 
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Productum ex ( m , 1) in (m. </) per art. 345 fit 

= (m, iV— |— 1} — (m, + A T "+ 1 ) -f- etc. = W 

atque hinc reducetur sub formam talem aim, 0) -}- fi(m, l) + y{«, g). Ad de- 
terminntiouem coefficientium a, fi, y observamus, primo, fieri a + fi-j-y = m 
(scilicet quoniam multitudo aggregatorum in W est = w); secundo, esse fi = y 
(hoc sequitur ex art. 350, quum productum (m. 1) X (m. g) sit functio invariabi- 
lis aggregatorum (m, 1), (m, <j), e quibus aggregatum maius (» — 1, 1) composi- 
tum est); tertio , quum omnes numeri iV-f-l, AT-f- 1 , AT+l etc. infra limites 
2 et w — t exci, contineantur, manifestum est, vel nullum aggregatum in W ad 
(m, u) reduci adeoque esse a — 0, quando inter numeros N, N', N" etc. non 
occurrat « — 1 , vel unum puta (m, n), et proin haberi a = 1 , quando « — I 
inter numeros N, N', 2V"e te. reponatur, llinc colligitur, in casu priori fieri 
a — 0, fi — y = {m, in posteriori nt — 1 . fi = y — 4 (m — 1), simul hinc se- 
quitur, quum numeri fi et y necessario fiant integri, casum priorem locum ha- 
bere. sive n — 1 (aut quod idem est — 1} inter non-residua ipsius n non repe- 
riri, quando m sit par sive n formae 4 A* — I ; casum posteriorem vero adesse, 
sive n — 1 aut — 1 inter non-residua ipsius n reperiri, quoties m sit impar 
sive n formae 4A-+-3*). • Hinc productum quaesitum fit, propter {m. 0) — m, 
(m, 1)-|- (m. g) — — 1, in casu priori = — \m, in jiosteriori = f fro-j-1), adeo- 
que aequatio quaesita in ilio casu xx-\-x — { {« — I) = 0, cuius radices sunt 
— 4 + 1 0», in hoc vero ,r.r -f- ,r -f- | (n l) = 0 , cuius radices — 4 + 4 »V». 

Quaecunque itaque radix ex pro [11 adoptata est, differentia inter sum- 
mas 2.31] et 2(91], ubi pro 9J omnia residua, pro 91 omnia non-residua qua- 
dratica positiva ipsius n infra n substituenda sunt, erit — + y'», pro n = 1 , et 
= + 101. pro n = 3 (mod. 4). Nec non hinc facile sequitur, denotante A inte- 
grum quemcunquc per n non divisibilem, fieri 


_ cos 2. cos = + v n 

n n — * 


. V* V • *WP 

et 1 $in 1 sin = o 


pro » = 1 (mod. 4); contra pro » = 3(mod. 4) differentiam illam =0, hanc 

*) Hoc modo nacli sumus demonstrationem novam theorematis, — l esse residuum omnium numero- 
rum primo nim formae 4 A -f- 1 , non-residuum omnium formae tk -|-3, quod supra (art. 103, 109, 2*2) iam 
pluribus modis diversis comprobatum fuit. Si magis arridet , hoc theorema supponere , non necessarium erit ad 
distinctionem duorum casuum diversorum eius conditionis rationem habere, quod 6, j iam per se fiunt integri. 
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= ±v», quae theoremata propter elegantiam suam valde sunt memorabilia. Ce- 
terum observamus, signa superiora se m per valere, quando pro k accipiatur unitas 
aut generalius residuum quadratieum ipsius », inferiora, quando pro k non-rcsi- 
duum assumatur, nec non haecce theoremata salva vel potius aucta elegantia sua 
etiam ad valores quosvis compositos ipsius ti extendi posse : sed de his rebus, quae 
altioris sunt indaginis, hoc loco tacere earumque considerationem ad aliam occa- 
sionem nobis reservare oportet. 

\ 

Demonstratio theorematis in Sect. IV commemorati. 

357 . 

Sit aequatio m u gradus, cuius radices sunt m radices in periodo m. I) con- 
tentae, haec 

x" 1 — a x m_1 + b x'” - * — etc. = 0 

sive z=0, eritque a = ( di , 1 ), singulique reliqui eo£fficierites b etc. sub forma 
tali H-(-S9 (im, l)-j-G(m, g) comprehensi, ita ut 91, 93, @ sint integri (art. 348); 
denotandoque per s funetionem, in quam z transit, si pro ( m , 1) ubique sub- 
stituitur (m, g), pro (m, g) vero {m, gg) sive quod idem est (m, 1), radices ae- 
quationis s — 0 erunt radices in [m, g) contentae, productumque 

22 ' = ^-=X 

X — 1 

Potest itaque z ad formam talem Ii-\-8(tn, l)-f- T{m, g) reduci, ubi R, S, T 
erunt functiones integrae ipsius x, quarum omnes coPfficientes etiam integri erunt; 
quo facto habebitur 

s = R + 8 (m, g)-\-T («a, 1) 


Hinc fit scribendo brevitatis caussa p et q pro {m, 1) et (m, g) resp. 

2 2 =:2R + (S+T){p+q)-(T—8)(j>—.q) = 2 R- S- T- (T- S<j>- q) 


similiterque 


2 / = 2 fi— s— r+(r— «)(/»— ?) 


unde ponendo 


i r — s — r= r, t — s = z 


56 * 


« 
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fit 4 X ;= YY — ( p — q)*ZZ, adeoque quum (p — ?)*=+« 

4X = YY+nZZ 

signo superiori valente, quando n est formae 4 Ar — f— 1 » inferiori, qtpndo n formae 
lAr-j-3. Hoc est theorema, cuius demonstrationem supra (art. 124) polliciti su- 
mus. Terminos duos summos functionis Y sem per fieri 2 x” -f- xf n ~' ; summum- 
que functionis Z. x*" -1 facile perspicietur; coefficientes reliqui autem, qui mani- 
festo omnes erunt integri, variant pro diversa indole numeri n, nec formulae ana- 
lyticae generali subiici possunt. 

Ex. Pro n = 17 aequatio, cuius radices sunt octo radices in (8, t) con- 
tentae. per praecepta art. 3 IS eruitur 

x* — pxP -}- (4 -f- p -|- 2 q\ x* — (4 p -f- 3 x 4 -1- (6 -f- 3 p -f- 5 qj x 4 

— (4p + 3?) -T* — (4 — |— 2q)xx — px-f- 1 =0 

unde 

R — x"+4x*-j-Cx 4 -f-4xx-f- l 
S = — x^-^x ? — 4x 5 -f-3x 4 — 4x*+xx — x 
T = 2x*— 3x“+ a* 4 — 3x*+2xx 

atque hinc 

Y = 2.r , -f-J? 7 -l-5r"-}-7jr 1 -i-4x 4 -|-7ar , 4-5rr-f-r4-2 
Z = j? 7 — f- jr* — jp“ — 2 jr * — jr* — -r — f- a? 

Ecce adhuc alia quaedam exempla : 


• i y i ^ 


3 

2x-+- 1 

1 

5 

2xx-|-x-t- 2 

X . 

7- 

2x s -j-xx — X — 2 

XX -(-X 

11 

2x s -|-x 4 — 2x*-{- 2xx — x — 2 

x 4 -|-x 

13 

2x*-|-x 5 -|- 4 x* — x s -f-4 xx-j-x-f- 2 

x s +x*-(-x 

19 

2x°-|-x* — 4x T -f-3x*-}-5X 5 — 5 X 4 

X* - — X* X 4 -f- X 4 — X 3 -(- X 


— 3x*-i-4xx — x — 2 


23 

2x ,, + x ,# — 5x“ — 8x" — 7x’ — 4x** 

! x'°+ x* — x’ — ax*— 2 x 5 


+ 4x s -}-7x 4 -1-8x s -|-5xx — X — 2 

— x 4 -f-xx-|-x 
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IJt atqualiam pra dUtributionc radicum Q in tre» pcriod >*. 

358. 

Progredimur ad considerationem aequationum cubicarum, per quas in eo 
casu, ubi h est formae 3 A* — (— 1 , tria aggregata J-fn — 1) terminorum complexum 
Q conijionentia determinantur. Sit g radix primitiva quaecunque pro modulo n, 
atque | (n — 1} = m, qui erit integer par. Tunc tria aggregata, e quibus 2 con- 
stat, erunt (m, 1), (m, g), [m, gg). pro quibus resp. scribemus />./>'./>", patetque 
primum continere radices [1], \jj 3 ], [eg*] . . . [g n ~ ‘], secundum has [g], [g*}... [^ M— *], 
tertium has \gg\, [y J ] . . . [y* - *]. Supponendo, aequationem quaesitam esse 

, % 
a? — Axx-\-Bx — C =■ 0 

fit 

A =p +p'+p", B = pp'+p'p"+pp", C — pp'p" 

unde protinus habetur A — — 1 . Sint residua minima positiva numerorum g z , 
g* . . . g n ~ x secundum modulum n ordine arbitrario haec 91. 39, 6 etc. , atque fi 
ipsorum complexus supcradiecto numero i; similiter sint 21. 33’, 6' etc. residua 
minima numerorum g, g*, g 7 . . . g"" 3 , atque fi' illorum complexus; denique 
91”. 23", 6" etc. residua minima ipsorum gg, g i , g* . . . g”~ 1 et fi" eorum complexus, 
unde omnes numeri in fi, fi', fi” diversi erunt et cum his 1, 2, 3 ... n — t con- 
venient. Ante omnia hic observandum est, numerum n — 1 necessario in fi re- 
periri , quippe quem esse residuum ipsius g'% facile perspicitur. Hinc facile 
quoque consequitur , duos numeros tales A , n — A semper in eodem trium com- 
plexuum fi, fi’, fi” reperiri , si enim alter est residuum potestatis g'', alter erit 
residuum potestatis g >+ • , aut huius g 1 r si X>--. Denotemus hocce signo 
(fifi) multitudinem numerorum in serie 1, 2, 3 ... n — 1, qui tum ipsi tum simul 
numeri proximi unitate maiores in fi continentur; similiter sit (fifi 1 ) multitudo 
uumerorum in eadem serie, qui ipsi in fi proxime sequentes vero in fi' continen- 
tur, unde simul significatio signorum (fifi"), (fi'fi), (fi'fi'), (fi 'fi'” . (fi"ft), (fi "fi'). 
ffi"fi") sponte innotescet. Quo facto dico primo, fieri (fifi') — (fi'fi). Suppo- 
nendo enim, A, A', A", etc. esse omnes numeros serioi 1, 2, 3 . . . n — 1, qui ipsi 
in fi proxime maiores A-J-l, A’— (— 1 , A"-f- 1 etc. autem in fi' continentur, et 
quorum ideo multitudo =( fifi'), manifestum est, omnes numeros n-— A — I, 

« — A' — 1, » — A" — 1 etc. in fi' contineri, proxime maiores vero » — A, n — A' etc. 
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in fi; quare quum tales numeri omnino dentur (St' St), certo nequit esse 
{St' St) <C (fi fi' ) , et perinde demonstratur, esse non posse (fi fi 1 ) <( (fi'fi) , quocirca 
hi numeri necessario aequales erunt. Prorsus eodem modo probntur (fi fi") = (St "4f), 
(fi 'fi") = (fi "fi"). Secundo, quum necessario quemvis numerum op fi, maximo 
n — 1 excepto , sequi debeat proxime maior vel in it , vel in it' vel in it'' con- 
tentus, summa (Sit) -f-(fifi') -J- (fifi") fiet aequalis multitudini omnium numero- 
rum in S unitate deminutae puta = m — 1 , et simili ratione erit 

(#'*)+{*'*■) + (*'*') = (i r#) + (*"«')+ (#'*") = m 


Ilis ita praeparatis evolvimus per praecepta art. 345 productum pp’ in 
(; m , 91'— (— 1 ) — (i», SB'— J— 1 ) — (»«, G -j-lj-f-etc. , quam expressionem facile perspicie- 
tur reduci ad (it 'fi)p -f- (it ’it '; p'-\- (ii 'it “)p“, et quum per art. 345 1 productum 
pp" exilio orialur, substituendo pro (m, 1), (m,g), (m, gg) resp. (m, g), ( m,gg ), 
(mg 3 ) i. e. pro p , p, p" resp. p, p", p , fiet pp" = (fi'fi)//-|- (fi '&'}/>"-(- (it 'St"} p, 
et prorsus simili modo p p — (fi 'fi )//’-)- (fi'fi':y>-f- (it 'St“)p'. Hinc protinus sequi- 
tur primo 

B — m\p p' -\- p") — — m 

secundo quum simili ratione, ut antea pp evolutum est, etiam pp” ad (fi "ili p 
-j-(fi"fi')y-(- (St"St")p“ reducatur, atque haec expressio cum praecedente identica 
esse debeat, necessario erit (fi"fi) = (fi'fi') et (fi 'fi'') = (fi’fi). Ilinc colligitur 
statuendo 

(«'ft“) = (fi"fiO = «. (fi"fi") - (fi'fi) =(««’) =•&, (*'*•)= (#'*) = (««”)= c 

fieri m — l = (fifi) -|- (fi fi”) -J- (fifi") = (fifi) -f-6-f-c, atque a-(-6-(-c = m, unde 
(fi fi) = a — t , ita ut illae novem quantitates incognitae ad tres, a, b, c, sive po- 
tius propter aequationem « — |— 6 — J— c = *w ad duas reductae sint. Denique patet, 
quadratum pp evolvi in (m, 1 — (— 1 ) — (— (wi , 21 1 } -f- (m, 533 — f— 1 ) — |— m, <5 — 1 ) — |— etc. ; 

inter partes huius expressionis re perietur (m, n), quae reducitur ad (m. 0; sive ad 
m, reliquas vero facile perspicietur reduci ad (fifi)/«-+-(fifi’)j/-f-(fifi ,, )/»'\ unde 
habetur pp — m -f- (a — t )p-)-bp'-\-cp". 

Hoc itaque modo per disquisitiones praecedentes quatuor hasce reductiones 
nacti sumus. 
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pp — m-\- [a — 1 )p -f- bp' -j- cp" 

PP — bp + cp' + ap“ 

PP" — cp+ap+bp’ 

PP" — ap+bp'+cp H 

ubi inter tres incognitas a, b, c aequatio conditionalis 

a-f-A + c = *w : (I) 

intercedit, insuperque certum est, ipsas esse numeros integros. Hinc colligitur 

C — p Xpp" — app + bpp' + cpp" 

— am-\-{aa -\-bb-\-cc — a)p-\-{ab-\-bc-\-ac)p' - 1- (ab-\-bc -\-ac)p" 

At quum p pp" sit functio in variabilis aggregatorum p, p, p", coefficientes , per 
quos haec in expr. praec. multiplicata sunt, necessario aequales erdnt fart. 350), 
unde habetur aequatio nova 

a a bb -f- cc — « = oA -f- Ac + ac . . . (II) . 
atque hinc C = [ab-\-bc-\-ac){p-\-p '+/>"), sive (propter I, et p-\-p-\-p" 



Iahi etsi C hic a tribus incognitis pendeat . inter quas duae tantum aequationes 
habentur, tamen hae, adiuinento conditionis, ex qua a, b, c sunt integri, ad ple- 
nam determinationem ipsius C sufficiunt. Quod ut ostendamus, aequationem II 
ita exhibemus 

1 2 ei — 1 2 fc — f- 1 2 c — |— 4 = 3Ga<i-j-36AA-f-36cc — 30 a b — 36 ac — 3 6 Ac 

— 24 a -]— 1 2 A — f— 1 2 c -f— 4 

pars prior, per I, fit '= 1 2 m + 4 — 4 w ; posterior vero reducitur ad 
f6a — 3 A— 3 e — 2)* + 27(A — c)* 

aut scribendo k pro ia — b — c, ad (3k — 2) , -j-27(A — c} 1 . Hinc patet, nu- 
merum 4« (i. e. generaliter quadruplum cuiuslibet primi formae 3 m-J- 1 ) per 
formam x.r-f-27 yy repraesentari posse, quod quidem sine difficultate e theoria 


Digitized by Google 


448 


DE AEQUATIONIBUS CIRCULI SECTIONES DEFINIENTIBUS. 


generali formarum binariarum deduci potest, attamen satis mirum est , talem dis- 
cerptionem cum valoribus ipsarum a, b, c cohaerere. At numerus 4n semper 
unico tantum modo in quadratum et quadratum 27 ple * discerpi potest, quod ita 
demonstramus*). Si supponatur ■ 


fieret primo 
xecundo 


tertio 


4« = t f + 27« u — t't'-\- 27 u'tt' 
(»'— 27««’)*+ 27(f «'+*'«)’ = 16 nn 
(ff' + 27 «»')* + 27(fu' — t'u)* = 1 Gnn 
(f «' + t'u) (tu — t'u ) — 4 n («V — uu) 


ex aequatione tertia sequitur, ipsum n, quoniam est numerus primus, alterutrum 
numerorum 4«'+ t'u, tu' — t'u metiri; e prima et secunda vero patet, utrumque 
hunc numerum esse minorem quam n ; quare is, quem n metitur, necessario esse 
debet =0, adeoque etiam uu ' — «k = 0, unde «'«'=«« et t't'—tt. i. e. 
duae illae discerptiones non different. Si itaque discerptionem ipsius 4 n in qua- 
dratum et quadratum 27 plcl notam supponimus (quam vel per methodum direc- 
tam Sect. V vel per indirectam in artt. 323. 324 traditam eruere licet; puta si ha- 
betur 4n = 3/3/ + 27 NN, quadrata (3 k — 2 )*,* ( b — c)* determinata erunt, 
et loco aequationis II duas iam nacti erimus. Sed facile patet , non solum qua- 
dratum (3 k — 2)* sed etiam radicem ipsam 3 A' — 2 penitus determinatam esse ; 
quum enim necessario sit vel = + M vel = — M, ambiguitas inde tolletur, 
quod k fieri debet integer, quamobrem statuetur 3 k — 2 = + M vel — — M, 
prout M est formae 3s+l vel 3;+ 2~). Iam quum fiat k — 2 a — b — c 
3a — m, erit a — jJiM + i), 4 + e — m — a = +2m — k), unde 

C = aa — bc — aa — -f(4+c)*+J ( b — c)* 

— i («i "I - k 2 — 1 2 tii — k * -f— I NN = kk 1 k tn JS N 

atque sic omnes coefficientes uequ. quaesitae inventi. Q. E. F. — Haec formula 


*) Magi* directe haccce proponito e principii» Sect. V probari posset. 

t) Manifesto M nequit esse formae 3s, alioquin enim 4« per 3 divisibili» eraderet. ._ Ad ambigui- 
lutem, utrum b — e statui debeat =■ N, an = — A”, hic non opus est respicere, neque etiam per rei natu- 
ram ullo modo auferri potest, quum ab electione radici» primitivae g pendeal . ita ut pro alii» radicibu» primiti- 
vis differentia b — c positiva evadat, pro aliis negativa. 
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adhuc simplicior evadit, si pro NN eius valop cx aequi (3 A — 2)*-4- 27 NN — 4 n 
= 1 2 m -|- 4 substituitur, unde elicitur calculo fucto 

C — i (m+A-^-3 Am) = j (m-)- A») 

Idem valor etiam ad 3 A — 2)NN-\-l ? — 2AA+A — A m + m reduci potest, quae 
expressio, ad usum quidem minus idonea, protinus monstrat, C ut par est. certo 
evadere integrum. 

, Ex. Pro n S= 19, fit 4 n = 49 -+- 27 , unde 3 A — 2 = + 7, A = 3, 
C3=J(6"4-57) = 7 et aequatio quaesita — 6x — 7^=0 ut supra 

(art. 351). Simili modo pro n ;= 7, 13, 31, 37. 43, 61, 67 valor ipsius A erui- 

tur resp. l, — 1,2, — 3, — 2, 1, — 1, unde C = 1 , — 1,8. — 11, — S. 9, — 5. 

Ceterum etsi problema in hoc art. solutum satis intricatum sit , tamen id 
supprimere' noluimus, tum propter solutionis elegantiam, tum qnod variis artificiis 
in usum vocandis occasionem dedit, quae in aliis quoque quaestionibus insigni 
cum fructu adhiberi poterunt*). 


Aequationum pef quas radicis Q inveniuntur reductio ad puras. 

359. 

Disquisitioues praecc. circa inventionem aequationum auxiliarium versaban- 
tur : iaru de earife ju/urtone pfcprietatem magnopere insignem explicabimus. Con- 
stat, omivijf fuinmdtum geometrarum labores, aequationum ordinem quartum su- 
perantium resolutionem generalem, sive (ut accuratius quid desideretur definiam) 
affectari™ REnccTioNEM ad puras, inveniendi semper hactenus irritos fuisse, et vix 
dubium manet, quin liocce problema non tam analyscos hodiernae vires superet, 
quam potius aliquid impossibile proponat (Cf. quae de hoc argumento annotavi- 
mus in Demonstr. nova etc. art. 9). Nihilominus eertum est, inaurabas aequatio- 
nes affectas cuiusque gradus dari, quae talem reductionem ad -puras admittant, 
geometrisque gratum fore speramus , si nostras aequationes auxiliares semper huc 
referendas esse ostenderimus. .Sed propter amplum ambitum huius disquisitionis, 


'•V* ’ 'jf* 


*) Corollar. - Sil < radix aequationis .r *— 1 = 0 et habebis (p + sy’4- tiy")’ = — (ilf + AV - — 17). 
JVyi7 . - 

7 ~r- = smy cnlque • 'Ji* * 

i V , 

p = — 3 + | co»t? v'»f Af= + 1 (tmxl. i) j i=Jf (t.l.s . . . m)* (tnod. «) 


n- . M 
hiat — = co»«, 

y»n • 


Setst man j*+ I = y so wirddie Oleichung y" — s»y — o. 
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praecipua tantuin momenta , quite ad possibilitatem ostendendam necessaria sunt, 
lioc loco tradimus , uberioremque tractationem , qua hoc argumentum perdignum 
est, ad aliud tempus differimus. Praemittendae sunt quaedam observationes ge- 
nerales circa radices aequ. x " — 1 = 0, quae eum quoque casum complectantur, 
ubi e est numerus compositus. 

I. Exhibentur hae radices (ut ex litans elcmentaribus notum est) per 

f. T> . • k P • ••• * • • 

COS — + isin— , ubi pro k accipiendi sunt e numeri 0, 1, 2, 3 . .. e — I, 

aut quicunque alii his secundum modulum e congrui. Una radix, pro £-=0 aut 
generaliter pro k per 'e divisibili fit = 1 ; cuivis alii valori ipsius k radix ab I 
diversa respondet. 

II. Quum sit {cos [-isin — f = cos — 1- isin-^-, patet, si R 

sit radix talis, quae respondeat valori ipsius A- ad e primo, in progressione' R, RR, 
E 5 etc. terminum <r um quidem esse = I, omnes antecedentes vero ab 1 diver- 
sos. Hinc statim sequitur, omnes e quantitates 1 , R, RR, R* . . : R'~' inae- 
quales esse, et quum manifesto omnes aequationi xf — 1 =0 satisfaciant, exhibe- 
bunt omnes radices huius aequationis. 

III. Denique in eadem suppositione aggregatum 

1 + E x + R* . + .EM— 1 ) fit = 0 

pro quovis valore integro ipsius A per e non divisibili; etenim est = - - - • cu_ 

ius fractionis numerator fit — 0, denominator 'vero non = b. Quando vero ). 
jier e divisibilis est, illud aggregatum manifesto fit — e. 

. 360. 

.> ' 

Sit, ut semper in praecc., n numerus primus, y radix primitiva pro modulo 
n, atque n — 1 productum e tribus intogris positivis a, 6’, y; brevitatis caussa 
disquisitionem ita statim instituemus, ut etiam ad casus ubi a aut y = t pa- 
teat; quando y = 1, pro aggregatus (y, 1), (y, g) etc. radices [1], [y] ctc. acci- 
pere oportebit. Supponamus itaque , ex omnibus a aggregatis t» y terminorum 
cognitis (tfy, 1), (6y, jr), (b y. gg) • • ■ (6 y, y ,_1 ) deducenda esse aggregata y ter- 
miuorum , quod negotium supra ad aequationem affectam 6 U gradus reduximus, 
nunc vero per puram aeque altam absolvere docebimus. Ad nbbrevianduin pro 
aggregatis 

(r i), (7. ( 7 ./*) •••( 7 .^) 
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quae sub (6 y, 1 ) contenta sunt, scribemus a, b, c . . . m resp. > pro his 

(r- 9)< (r- 9" +> ) • • • (r- f*^***) 

sub (6 y, contentis resp. n, b' . . . m'; pro his 

(7- 99)’ (V 9* + *) • • • (r- 

» i 

resp. o", b" . . . m" etc. usque ad ea , quae sub (6 y, g *~ ') continentur. 

I. Iam designet R indefinite radicem aequationis .r® — 1 — 0, suppona- 
musquc ex evolutione potestatis 6*“ functionis 

• ( — <x— {— Rb -(- RRc . . . 22® *ws B 

oriri per (praecepta art. 345 

N -4« + Rb Ce ... -j - Mm 
-f- Ad Bb' -j- CV . . . -f- M'm' 

+ A‘d' + ITb" + CTc’ . . . + M' m" 

H-etc. , = T 

ubi omnes coefficientes N, A, IS, A' e te. erunt functiones rationales integrae ip- 
sius R. Supponantur etiam potestates f> l “ duarum aliarum functionum 

u = 22®a-f- Rb-\-RRc . . .-\-R?~'m, u' = 6-(-22c-{-2222(2... -j- ii* - 1 *m -f- /2® ’« 

t 

resp. evolvi in U et £/', • perspkieturque facile cx art. 350, quum m' oriatur ex- f 
commutando aggregata a. b, c : . . m resp. cum b,,c, d . . . a, fore 

fr ==A'-f-^16 -ABc -f Cd . . . + Ma 
Ab’ + B‘c + Cd ' . , . + Ma 
•j- A b -fy Ii c -j- C d . . . — f- M <i 
-f- etc. 

Porro patet, quum, sit u — Ru, fore V — 22® U quare propter 22® — 1 
coefficientes correspondentes in U et U’ acquules erunt; denique, quum / et u 
in eo tantum differant, quod a in t per unitatem, in « per 22® multiplicatur, fa- 
cile intelligetur, omnes coefficientes correspondentes («. e. qui eadem aggregata . 
multiplicant) in T et V aequales esse, et proin etiam omnes coefficientes Cor- 
respondentes in T et U’. Hitic tandem colligitur A = B = C etc. = M: 
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A K — B' — C' e tc., A" = V' = C" etc. etc., unde T reducitur ad formam talem 

♦ 

N ' + A (*> T- 1 ) + A ' ( 6 T- 9) + A " (*» T* 99) etc - 

# 

ubi singuli coCfficientes N, A, A' etc. sub formam talem reducere licet 
p&-\+ pl?-* + ptf'- 3 + etc. 

ita ut p, p, p" etc. sint numeri integri dati. 

II. Si pro 11 accipitur radix determinata aequationis x ‘ — 1=0 (cuius 
solutionem- iain haberi supponimus), et quidem talis, cuius nulla inferior potestas 
quam (i la unitati aequalis est, etiam T quantitas determinata erit, ex qua t per 
aequationem puram f‘ — T— 0 derivare licet. At quum haec aeqlxatio f > ra- 
dices habeat, quae erunt t, Rt, 11 lit . . . l£ 't, dubium videri potest, mianmnm 
radicem adoptare oporteat. Hoc vero prorsus arbitrarium esse , ita facile appare- 
bit. Meminisse oportet, postquam omnia aggregata f> y terminorum determinata 
sint, radicem [1] eatenus tantum definitam esse, ut aliqua ex 6 y radicibus in 
(t»y, 1) contentis hoc signo denotari debeat; et perin omnino arbitrarium esse, 
quidnam cx fi aggregatis ipsum (6 y, l) constituentibus per a designare velimus. 
Quodsi iam, aliquo aggregato determinato per a expresso supponatur fieri t = St, 
facile perspicietuf , si postea aggregatum id, quod modo designabatur |>er l. per 
a denotare lubeat, ea quae antea erant c, d ... a, 6, nunc fieri b, e,., m, a, adeo- 
que valorem ipsius t nunc = ^ = I ii 8-1 . Simili modo si per a id aggrega- 
tum exprimere placet, quod ab initio erat c, valor ipsius t fiet 1 1 ^~ *, et jta 
porro t cuicunque quantitatum 3r, 3T R r '~ l . R r ~' etc. aequalis censeri potest, 
i. e., cuilibet radici aequ. x e ’ — T == 0, prout aliud aliud ve aggregatum sub (t»y, I ) 
contentum, per (y, 1) expressum siqqwnatur. Q. E. D. • 

III. Postquam quantitas t hoc modo determinata est, d — l alias in- 
vestigare oportet, quae ex t prodeunt, si in eius expressione pro 11 successive 
11 R, R' , It' .-. . R r ‘ substituuntur, puta 

t ’—a+ RRb + R'c . . ,+K^‘m, t" = a 4 - R 3 b + R e c . . . -f- *£*-*»» etc. 

Ultima quidem iam habetur, quum manifesto fiat = <a — (— A — (— r . . . — )— m = (dy. 1); 
reliquae voro sequenti modo erui possunt. Si per praecepta urt. 315, simili modo 
ut f‘ antea in 1, productum evolvitor, probabitur per methodum prae- 

cellenti prorsus analogam , quod inde prodeat ad formam talem 


Digitized by Google 


f «* • • 


AEQUATIONUM PER QUAS RADICES S2 INVENIUNTUR REDUCTIO AD PURAS. 453 

9* -f 31 6 y, 1 ) + 3C'(6 y, g) + 31 "(d y, gg) etc. — T' 

• * 4 * • 

reduci posse, itu ut 9f, 31, 31' etc. sint functiones rationales integrae ipsius R. 

adeoque T' quantitas nota, unde habebitur f'= . Prorsus eodem modo, si 

ex evolutione producti ( e " s f" prodire supponitur T", haec expressio similem 

formam habebit et proiu ex eius valore noto derivabitur t" j>er aequationem 
•t T“t* * iif m t w 2"” t k . w 

t = — y- ; perinde t’ per aequationem talem invenietur t m — -y— , ita ut T” 

sit quantitas nota etc. 

Haec methodus non ( foret applicabilis , si fieri posset t = 0 , unde etiam 
esse deberet T =',!”= T ” etc. — ' 0; sed probari potest, hoc bssc impossibile, 
etsi demonstrationem propter prolixitatem hoc loco suppritaere oporteat Dan- 

• t t I • m y" ... 

tur etiam artificia peculiaria, per qune fractiones y , y- ete. in functiones ratio- 
nales integras ipsius R convertere licet; nec non methodi breviores pro eo casu 
ubi a = 1 valeres ipsarum t', t " etc. eruendi , quae omnia hic sileutio prae- 
terire debemus. < , 

. IV. Denique simulae t, t', t" etc. inventae sunt, habebitur statiin per 
obs. III art. praec. f'— etc. = da, unde valor ipsius a notus erit, ex 
quo per art. 346 valores omnium reliquorum aggregatorum y ■ terminorum derivari 

jioterunt. Valores ipsorum b, c, d etc. etiam per aequationes sequentes elici 

possunt, quarum ratio cuivis attendenti facile patebit: 

(56 =*rR*-'t -j-R''-*? + etc. 

«c = R a - t t+R i *- i t'+I? t - t r+ etc. 
dd = etc. etc. 

Ex magno numero observationum ad disquisitionem praec. pertinentium 
hic unam tantum attingimus. Quod attinet ad solutionem aequationis purae 
x' 4 — 0 , facile patet, T in picrisque casibus valorem imaginarium P-j - 1 Q 
habere, unde illa talutio partim a sectione anguli (cuius tangens partim n 

sectione rationis (unitatis ad \J[PP-\- Q Q) ) in d partes, ut constat, pendebit. 
libi valde mirabile est (quod tamen fusius hic non exsequimur^, valorem ipsius 
Q Q) semper rationaliter per quantitates iam notas exprimi posse, ita ut. 
praeter extractionem radicis quadraticac, ad solutionem sola sectio anguli requi- 
ratur, e. g. pro d = 3 sola trisectio anguli. , 

Tandem quum nihil obstet, quo minus statuamus a = t. y = l adeoque 


Digitized by Google 



• •• ' 


454 DE AEQUATIONIBUS CIHCLTJ SECTIONES DEFINIENTIBUS. 

S = n — 1: manifestum est, solutionem aequntionis jt" — 1=^0 stati m reduci 
posse atl solutionem aequationis purae n 1 11 gradus 1 — T — 0, ubi T per 
radices aequationis .r" - 1 — 1=1) determinabitur. I mle adiumento observatio- 
nis modo factae colligitur, sectionem circuli integri in n partes requirere 1 “ sectio- 
nem circuli integri in n — 1 partes , 2° sectionem alius arcus , qui illa sectione 
facta construi potest, in n — I partes, 3° extractionem -unii^s radicis quudraticae. 
et quidem ostendi potest , hanc seni per esse \ n. 

# 

Applicatio disquisitionum praecedentium ad f unctiones trignnomefricas. 

Methodus , ungulos quibus singulae radices Q respondeant dignoscendi. 

361. 

Superest, ut nexum inter radices 8 atqtio./uactioue* trigonomctricas angulo- 
rum " , / adhuc propius contemplemur. Methodus, quam pro in- 

veniendis radicibus Q exposuimus, ita comparata est, ut adhuc incertum relinquat 
(nisi tabulae sinuum inter laborem ita ut supra diximus cpnsultae fuerint, quod 
tamen minus directum foret), quaenam radices sinyuUs illis angulis respondeant 
i. e. quaenam radix sit = cos - -J- » sin - , quaenam '= cos — — j-isin — ete. 
Haec vero ineertitudo facile discutitur, reflectendo, cosinus angulorum — , 

— . . . — — continuo decrescere (siquidem etiam signorum ratio habeatur), si- 
nus omnes positivos esse; angulos 1 , — ~~ . . . — vero eos- 

dem resp. cosinus habere ut illos , sinus autem negativos ceterum magnitudine 
absoluta sinubus illorum aequales. Quare e radicibus '2 duae istae, quae partes 
rcales maximas (inter se aequales) habent, respondebunt angulis ~ et 
quidem priori ea, ubi quantitas imaginaria i per quantitatem positivam, posteriori 
ea. ubi i per quantitatem negativam multiplicata est. Ex n — 3 reliquis radicibus 
istac rursus, quae maximas partes reales habent, angulis ■ , -- — respondebunt 

et sic lHirro. Simulae. ea radix cui angulus -- respondet agnita est,, ehe quae 

• • . . , W . . 

angulis rcliquiS respondent etiain inde distingui ]K) terunt, quod, si illa suppona- 
tur esse = jXj. angulis - , — ctc. manifesto respondebunt radices [2).. 

[3X), iXjcJc. Ita in exemplo art. 353 illico videtur, angulo ^ i’ aliam radicem re- 
spondere non posse quam hunc [11] anguloque j { P radicem [$]; similiter angulis 
] i P. | 3 , P. lf Pete, respondent radices [3]. [1 6], {14], [5] ctc. In exemplo 
art. 354 angulo { > r P. manifesto respondet radix [l"|. angulo P haec 2 ctc. 
Hoc itaque modo cosinus et sinus augulorum -, - etc. plene determinati erunt. 
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Tangent**, cntangrntrs , tic antri et castrante* e iinttbus tt coeinubtts abtquc di t mone derivantur. 

362 . 

Quod vero attinet ad reliquas functiones trigonometricas horum angulorum, 
possent cae quidem e cosinubus et sinubus respondentibus per methodos vulgo 
notas facile derivari , puta secantes et tangentes, dividendo unitatem et sinus per 
cosinus; nec non cosecantcs et cotangentes, dividendo unitatem et cosinus per si- 
nus. Sed commodius plerumqile idem obtinetur adiumento formularum sequen- 
tium absque divisionibus per meras additiones,- Sit u» angulus quicunque ex his 
— , — . . . - — — — atque cosu>-f-isin <o — fi. unde R erit aliqua e radicibus !i. 

cosa, = T («+ s ) = . «n® = ,-l-R-i) = -4S- 

Hinc fit 

tX . i(l — XX) . 7 Xi . i(XR + 1) 

8eca = T+xTi' t&n Z'° = -T +xJT\ cosec *“ = XX- r «tango» = -fcgrT* 

Ium numeratores harum quatuor fractionum ita transformare ostendemus, ut per 
denominatores divisibiles evadant. 


‘I. Propter R ±= — fi 5 ""*" 1 , fit 2 R — R-\~R*” + ' , quam expressio- 

nem per 1 -| -RR divisibilem esse patet, quum n sit numerus impar. Ilinc fit 

seco» = R — fi*-(l fi 1 — fi’ . . . + fi 5 ""* 

adfcoque (quum propter sinu» = — sin (2» — l)u», sin 3 u» — — sin(2n — 3)o» 
etc. manifesto fiat sin u> — sin 3 u» -j- sin 5 u» . , . sin (2 n — 1 ) u» = 0) 

sec «a = cos u> — cos 3 u> -f- cos 5 o> . . . -f- cos (2 n — 1 j o» 

sive tandem . (quoniam cos«> = cos(2» — l)a», cos3a> = cos(2» — 3) <o etc.), 

• • 

= 2 (cos a» — cos 3 «u -f- cos 5 a» . . . ipcos(» — 2)u>) + cos»u» 

« • • * ‘ I *• 

signo superiori vel inferiori valente prout n est formae 4 A’ — J— 1 vel 4 &-f- 3. Ma- 
nifesto haec formula, etiam ita exhiberi potest 

seco» — l — 2cos 2o»-|-2cos4tt> . . . +2cos{» — t)o>) 


II. Simili modo substituendo I — fi 5 " +5 pro I — RR, prodit 


* 
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tango» = i(l — RR-\-it* — ii* . . . — JP ") . 4 

sive [quoniam 1 — IV" — 0, jRK — J2 ,M— 1 = 2 i sin 2 o», IV — » jR ,n * — 2 i sin 4io etg.), 
tango» = 2(sin2o» — sin 4 o»-j-sin 6 u> . . . ipsin{» — l)o>) 

III. Ciuum habeatur 1 R R + -R 1 . . . 4- IV” s = 0 fit 

• i » • 

n = n—i — RR~R'..K tn -* = (1 — 1) -H(l — 2222)-f-(l — Ji*) . : . (1 — 

cnilis aggregati partes singulae per 1 — RR sunt divisibiles, llinc 

= i+(i+Bil)+-(‘ +RR +&) . • • +(i +RR+1? ■ H- li 3 *— 

— i w _i)4-(„_2)jeB-t-(»— 3)^.. . + r 1h ~* 

quocirca multiplicaudo per 2 . subtrahendo 

0 = (n — 1)(1 + RR + IV . . . . + H*"-*) 
rursusque per R multiplicando fit • * • 

= (» — 1 ) (n — 3) 2?+(n — 5) i? . . ! — — 3}' R *—* — (« — I ) R tH ~' 
unde protinus deducitur 

coseco» = ^((n — l)sino»4*(» — 3}sin3u> . , . — (n — t) sia(2« — l)u»J 
= — ([{n — I ) sin o» (n — 3) sin 3 tu -f- etc. + 2 sin (« — 2)o») 
quae formula etiam ita exhiberi potest 

dosecu» = — — f 2 sin 2fl>-|- 4 sin 4 u» 4- *>sin6u» . . . — f— (fi - — ■ 1 ) sin in — 1) u»J 

, ■ 

IV. Multiplicando valorem ipsius t Sjut supra traditum per l *+- R R et 

subtrahendo • 

o = («— i)(i+rr+r { * / ‘ 

prodit 

= (»— l)B2+(»- 4)ii‘ + (ii — 6)1? .... —(»—2 R ,n ~- 
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4 

, . ’ • <1 

nndc statim sequitur * > 

k * 

cotangi*» t== - ((» — 2) sin 2<o-f-{» — 4} sin 4 u>+(* — 6) sinCta»...— (» — 2}sin;n — 2)u> 

* 2 - K * * '• 

— — C m — 2) sin 2 «>-)- (n — 4) sin 4 io . . . -)- 3 sin [« — 3) u> -f- sin (n — •!) u> ) 
quam formulam etiam hoece modo exhibere licet 

cotangto = — —(sintu-)- 3 sin 3 u> . . . -)-(« — 2)sin{« — 2)tn) 


Methodus , acqutUionc* pro /unctionibus trigonometrici* auerenxivr deprimendi. f 

363. - • 

Quemadmodum, supponendo n — I ==<’/, functio X in e factores f di- 
mensionum resolvi potest, simulae valores omnium e aggregatorum f terminorum 
innotuerunt (art. 34S): ita tunc etiam,- supponendo Z — 0 esse aequationem 
n — 1 u ordinis , cuius radices sint sinus aut quaelibet aliae functiones trigonome- 
tricae angulorum — , , functio Z in e factores f dimensionum 

resolvi [>oterit , cuius rei praecipua momenta haec sunt. • 

Constet Q ex e periodis f terminorum his {f, 1) = /*, P',' P" e tc. , perio- 
dusque P e radicibus [1], [a], [6], [c]etc. ; P' ex his [a], |6'], [c']etc.; P" ex 
his [a"], [6”], [c-] etc. etc. Respondeat radici [1] angulus -tu, adeoque radicibus 
[«], [ b ) etc. anguli a u>, 5 tuete. , radicibus [a'], [6'j eto. anguli atu, b ' tu etc., radi- 
cibus («"], [4"] etq. anguli a"to, 6" tueto, etc. : perspicieturquc facile, omnes hos 


angulos simul sumtos cum angulis P , lP , -- 




respectu functionnm 


trigonometricarum ‘) convenire, Quodsi itaque functio, de qua agitur, per charac- 
terem f angulo praefixum denotetur; productum ex e factoribus 

x — ^pu>, x — •fflt», x — <fbu> etc. . 

statuatur — Y, productum ex his x — -f «tu, x — y 5tu etc. == F\ productum ex hi» 
x — tpa"u> , x — rf b " tu etc. — Y " etc. : necessario erit productum F Y' Y" . . . = Z. 
Superest iam . ut demonstremus , omnes coCfificicntes in fuuetiouibus F, Y\ Y" 
etc. ad fprmam talem 


• • • ... 

*) Hoc respectu duo anguli conveniunt, quorum differentia vel peripheriae integrae vel alicui eius mul- 
tiplo aequalis est, quales secundum peripherium congruo* vocare possemus, fi congruentiam sensu aliquantum 
latiori intelligere luberet. 

58 
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iie AEQVATinsinrs circum sectiones definiexti*C8. 


A + B(f 


t ) + C(f g) + D(/. gg ) . . . +L(f, jT*) 


% « • 

reduci posse, quo facto manifesto omnes pro cognitis habendi erunt, simulae va- 
lores omnium aggregatorum f terminorum innotuerunt : boo sequenti modo effi- 
ciemus. 

Sicuti cosw = +[1] + i[l]" _l , «in» = — 4 *[t]— 1--| «[l]" -1 , ita per art. 
praec. reliquae quoque functiones trigonometricae anguli u> ad forijiatu talem re- 
duci possunt 2I+©[t]-4-(E[l]*4-® etc., nulloque negotio perspicietur, 
functionem anguli km tunc fieri = 3t — |— SP 'A - ’ — (£ [A:] 2 — (— jD 'A*'* — |— etc. denotante 
k integrum quemcunque. Iam quum singuli coefficientes in Y sint functiones 
rationales integrae invariabiles ipsarum -pto , ^au» , cp ito etc. , perspicuum est, si 
pro his quantitatibus valores sui substituantur, singulos coefficientes fieri functio- 
nes rationales integras invariabiles ipsarum [1], [a], [6] etc.; quamobrem per 
art. 347 ad formam 1 ) — |— C* (f, g) etc. reducentur. Et prorsus simili 

ratione etiam omnes coCfficientes in Y\ Y" etc. ad formam similem reducere 
licehit. Q. E. D. 


304. 

Circa problema art. praec. quasdam adhuc observationes adiicimus. 

I. Quum singuli coefficientes in Y' sint functiones tales radicum in pe- 
riodo P' (quam = [f, a) statuere licet) contentarum , quales functiones radicum 
in P sunt coefficientes respondentes in Y, ex art. 347 manifestum est. F ex Y 
derivari posse, si modo ubique in Y pro (/, 1), (f, g), [f, gg) etc. resp. substi- 
tuantur- [f, a ) , (y, ag ) , ( f ugg) etc. Et perinde Y" ex Y derivabitur substi- 
tuendo ubique in Y pro {/ 1), (/, g), {f, gg) etc. resp. (/, a), (/, ag ) . (/, agg) 
etc. etc. Simulatque igitur functio 1' evoluta est , reliquae 1", 1"' etc. nullo 
negotio inde sequuntur. 

II. Supponendo . ■ 

Y — x? — axf~' -f- K.r-f - * — etc. 

coCfficientes u, 6 etc. erunt resp. summa radicum aequ. Y— 0 ». e. quantitatum 
'fu>, rp a u) , tpb 10 etc., summa productorum e binis etc». At plerumque hi coeffi- 
cientes nndto commodius eruuntur per methodum ei, quae art. 349 tradita est. si- 
milem, computando summam radicum <fu>, ?<xo, <piu>ctc., summam quadratorum. 
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cuborum etc. , atque hinc per theorema Newtonianum illos cocfficientes deducen- 
do. Quoties f designat tangentem, secantem, cotangentem aut cosecnntem, 

adhuc alia compendia dantur, quae tamen silentio hic praeterimus. 

III. Considerationem peculiarem meretur is casus, ubi f est numerus par, 
adeoque quaevis periodus P, P', P" etc. ex i f periodis binorum terminorum 
composita: Constet P ex his (2, 1), (2, a), (2,6), (2,c) etc., eonvenientque numeri 
1, a, b, c etp. atque n — 1, n — a, n — 6. n — cetc. simul sumti, cum his 1, a, 
b, cetc. aut saltem (quod hic eodem redit) his secundum modulum n congrui erunt. 
Sed est <p(» — l}w — i? 10 . — n ) «> — Hh^oui etc., signis superioribus va- 

lentibus, quoties designat cosinum aut secantem, inferioribus, quando rp expri- 
mit sinum, tangentem, cotangentem aut cosccautein. Hinc colligitur, in duobus 
casibus prioribus inter factores, e quibus compositus est F, binos semper aequa- 
les . adeoque Y quadratum esse, et quidem I’ = yy , si y ponatur aequalis 
producto ex 

x — fui, x — 'f a <u , x — (fboictc. 


Similiter in iisdem casibus functibnes reliquae Y', I'" etc. quadrata erunt, et qui- 
dem supponendo. P’ constare ex (2, n'), (2, b'}, (2, c') etc.; P" ' ex (2, a"), (2, 6”), 
(2, c") etc. etc. , productum cx x * — 90'«», x — <p b'<o , x — 'f cat etp. esse - y, pro- 
ductum ex x — 'p a"<o , x — ^6"wetc. — y'etc. , erit Y' — yy, Y" — y" rf etc. ; 
nec non etyun functio Z quadratum erit (conf. supra art. 337 ), et radix producto 
ex y , y, y’ etc. aequalis. Ceterum facile perspicietur , y', y" etc. perinde ex y 
derivari, ut I", 1 "' etc. ex Y sequi ante in I diximus; nec non singulos coeffi- 
cieutes in y quoque ad formam 

1 )+ C(/, y) + etc. 


reduci posse, quum summae singularum potestatum rud. aequ. y — 0 manifesto 
sint semisses potestatum aequ. F— 0. adeoque ad talem formam reducibiles. 
In quatuor casibus posterioribus autem I' erit productum e factoribus 


adeoque formae 


xx — i'p •>)*, xx — f'fOio)*. xx — ('f buj^ete. 
— \xS~' -f- — etc. 


patetque coefticientes X, pete, e summis quadratorum, biquadratoruin etc. ra- 
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elicum ^ato. 9610 utc. deduci posse; ct similiter se habebunt functiones 

F', F" ctc. 

Rv. I. Sit n — 17, f = 8 atque designet f cosinum. Hinc lit 

^ = i 1 * -7 i — 2 + ! 2 ‘ l ’* "f - i 1 »-®* «“* t^*) 1 

ojiortetque adeo \jZ iu duos factores quaternarum dimensionum y , y' resolvere. 
Periodus F = (8, 1) constat ex (2, 1), (2, 9), {2, 1 3), (2, 15), unde g erit produc- 
tum e factoribus 

X — 910, x — 9910, x — spl3u>, x — 91510 

Substituendo 4- [£] -f- 4 [» — k ] pro fkto, invenitur 

f 1 3(0 -f- f 1 5ui = 4 ( 8 , 1 ), ( 910 } 1 -}- (<f 9o >) 1 + (f 1 3i»)*-f- (9 1 5<u)*= 2+ {-(8,1) 

perinde summa cuborum — | (8, 1) J (8, 3) , summa biquadratorum = 1} 
— |— (S, 1 ) ; liinc per theorema Ncwtonianum coPfficicntibus in y determinatis 
prodit 

^=»*-J(8 1 l)ar 1 -l-l({8,l)+2(8 p 3))^-i((8,l)-t-3(8,3))jr+T^C(8,l)+(8,3)) 

y‘ vero ex y derivatur commutando (8, I) cum (8, 3); substituendo itaque pro 
(8,1), (8,3) valores — J — J— | ^17, — 4 — 4^17 fit 

y = Jt 4 + (4 — 1 V'l7)(r* — (j-f- J^I7)xar-4-(4--i-l\/l7)a? — i’» 

/= ^-fd+tV 17 )-®*— (*-lVi7)^+(4~iV'l7)«— T*r 

Simili modo \>Z in quatuor factores binarum dimensionum resolvi potest, quo- 
rum primus erit (.r — «pio) (x — tp!3 10), secundus (x — f 9 iu) (a' — tp 1 5 «>) , tertius 
(x — 9 3u>) (x — 9510), quartus (x — 9 1 0 «>) (x — 9 1 1 10) , otnnesque coCfficientes 
in his factoribus per quatuor aggregata (4, 1), (4, 9); (4, 3), (4, 10) exprimi poterunt. 
Manifesto autem productum e factore primo in secundum erit y, productum e ter- 
tio in quartum y'. 

Ex. II. Si, omnibus reliquis manentibus, 9 sinum indicare supponitur. 

ita ut 

Z = ■?’* — V^‘4- ‘iV 1,1 * — V»’ •*■''" + 4 H*®* — r 424'®* H - «Vi**® 4 — txVj ■ 
in duos factores 8 dimensionum y , y' resolvere oporteat , erit y productum e 
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quatuor factoribus duplicibus * • , * 

■l.i' — (^pu>)’, xx — (<p t» «•»)*, x.v — (ip 1 :t iu)’, xx — («p 1 5 a»)’ 

lain quum sit yka> = — + f » n — 4:1 , erit 

(?*«»)* = — * — i[2fi— 2*] — i — i 2*]— il2« — 2*] 

hinc deducitur summa quadratorum radicum pto, -p ii tu , ^plHu>. p t , r i u> liaec 
2 — 1(8,1), carundetn biquadratorum summa — } — , J , (8, 1), summa potestatum 
sextarum — J — ,»,(8,1) — ,i r (8, .1) , summa octavarum ] j — ,y,(S, 1 ) — i'r (8, 3). 
Hinc fit 

y =V— (2— l(8,l)>r»+(!— A{S, l) + *{8, 5 )Jj* 

— (1 — A (®, 0 A (8, 3))x.r -f- — 1 4 < (8, l)-f- (8, 3) 

y' derivatur ex y commutando (8,1), (8,3), ita ut per substitutionem valorum 
horum aggregatorum habeatur 

y = ■*"— (v— +V ,7 )^+(tt— aV”)^— (h— aV | 7 )**+iV«— aV 17 

y’= .r* — (V +1 \Jl 7)x“+ (S i + A v/17)* 4 — («+ AV* 1 7)**+yrt + A V 17 

Perinde Z in quatuor factores resolvi potest, quorum coerticicntes per aggregata 
quatuor terminorum exprimi possunt, et quidem productum e duobus erit y, pro- 
ductum e duobus reliquis y'. ' •* 

Sectiones circuli, qua* per aequatione * quadraticas sive per constructiones geometrica* perficere licet. 

36». 

Reduximus itaque , per disquisitiones praecedentes , sectionem circuli in n 
partes , si n est numerus primus, ad solutionem tot aequationum . in quot facto- 
res resolvere licet numerum n — I , quarum aequationum gradus per magnitudi- 
nem factorum determinantur. Quoties itaque n — 1 est potestas numeri 2, quod 
evenit pro valoribus ipsius n his 3, 5, 17, 257, 65537 etc., sectio circuli ad so- 
las aequationes quadraticas reducetur , functionesque trigonometricae angulorum 

p 2 p . # b _ r 

— , — etc. per radices quadraticas plus minUsve complicatas (pro magnitudine 
ipsius n) exhiberi poterunt; quocirca in his casibus sectio circuli in n partes, 
sive descriptio polygoni regularis « laterum manifesto per constructiones geotne- 
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% 

tricas absolvi- poterit. Ita e. g. pro n = 17 cx artt. 354. 361 facile pro cosinu 
anguli , J ; P expressio jiacc derivatur: 

« 

— +' iW 1 7 + •— 2V 1 7 )+iV( 1 7 + :! V 1 7— v';»4— 2\/l 7)— 2y/(34+ 2 V 'l 7)) 

cosinus multiplorum illius anguli formam similem, sinus autem uuo signo radicali 
plus habent. Magnopere sane est mirandum, quod, quum iam Euclidis tempori- 
bus circuli di visibilitas geometrica in tres et quinque partes nota fuerit, nihil his 
inventis intervallo 2000 annorum adiectum sit, omnesque geometrae tamquam 
certum pronuntiaverint, praeter illas sectiones easque, quae sponte inde demanant, 
puta sectiones in 15, 3.2*, 5.2*, 1 5.2* nec non in 2* partes, nullas alias per 
constructiones geometricas absolvi posse. Ceterum facile probatur , si nume- 

rus primus n sit = 2’" -(- I , etiam exponentem m alios factores primos quam 
numerum 2 implicare non posse, adeoque vel — I vel = 2 vel altiori potes- 
tati numeri 2 aequalem esse debere; si enim m per ullum numerum imparem £ 
(unitate maiorem) divisibilis esset atque m = £q, foret 2 m -[- 1 divisibilis per 
2 T i — ] , adtpquc necessario compositus. Omnes itaque valores ipsius w, pro qui- 
bus ad meras aequationes quadraticas deferimur, sub forma 2* -|- t continentur; 
ita quinque numeri 3, 5, 17, 257, 65537 prodeunt statuendo v = 0, 1, 2, 3, 4 
sive m — 1, 2, 4, S. 16. Ncutiquam vero pro omnibus numeris sub illa forma 
contentis sectio circuli geometrice perficitur, sed pro iis tantum . qui sunt numeri 
primi. Fermatius quidem inductione deceptus affirmaverat, omnes numeros sub 
illa forma contentos necessario primos esse; at ili. Euler hanc regulam iam pro 
•t — b sive m = 32 erroneam esse, numero 2 32 -(- I — 4294967297 factorem 
64 I involvente, primus animadvertit. 

Quoties autem » — 1 alios factores primos praeter 2 implicat, semper ad 
aequationes altiores deferimur; puta ad unam pluresve cubicas, quando 3 semel 
aut pluries inter factores primos ipsius n — I reperitur, ad aequationes quinti 
gradus, quando n — I divisibilis est per 5 etc., omnkjce kiooke demonsthahe possu- 
mus. HAS AEQUATIONES ELEVATAS NULLO MODO NEC EVITARI NEC AD INFERIORES REDUCI POSSE, 

etsi limites huius operis hanc demonstrationem hic tradere non patiantur, quod 
tamen monendum esse duximus . ne quis adhuc alias sectiones praeter eas, quas 
theoria nostra suggerit, e.g. sectiones in 7. 11, 13, 19 etc. partes, ad constructio- 
nes geometricas perducere speret, tempusque inutiliter terat. 
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Si circulus in <i* partes secandus est, designante a numerum primum, ma- 
nifesto hoc geometrice perficere licet, quando « = 2, neque vero pro ullo alio 
valore ipsius a, siquidem a > I ; tunc enim praeter eas aequationes, quae ad sec- 
tionem in a partes requiruntur, necessario adhuc a — 1 alias a 11 gradus solvere 
oportet; etiam has nullo modo nec evitare nec deprimere licet. Ciradus itaque ae- 
quationum necessariarum e factoribus primis numeri (a — ljrt’- 1 ' generaliter (sci- 
licet pro eo' quoque casu ubi a — 1) cognosci possunt. 

Denique si circulus in N = . . . partes secandus est, denotantibus 

a, b, c etc. numeros primos inaequales, sufficit, sectiones in a*, b*‘, c 1 ete. partes 
perfecisse (art. 336); quare ut gradus aequationum ad hunc finem necessarium 
cognoscantur, factores primos numerorum 

(a — 1 ) 0 *-', (i— 1)6*-', (c-l)cT-' etc. 

sive quod hic eodem redit producti ex his numeris considerare oportet. Obser- 
vetur, hoc productum exprimere multitudinem numerorum ad N primorum ip- 
soque minorum (art. 38). Geometrice itaque sectio tunc tantummodo absolvitur, 
quando hic numerus est potestas binarii ; quando vero factores primos alios quam 
2 puta p , p' etc. implicat, aequationes gradus p u , p' u etc. nullo modo evitari 
possunt. Hinc colligitur generaliter, ut circulus geometrice in N partes dividi 
possit. N esse debere vel 2 aut altiorem potestatem ipsius 2, vel numerum primum 
formae 2'"-f- 1 , vel productum c pluribus huiusmodi numeris priinis, vel pro- 
ductum ex uno tali primo aut pluribus in 2 aut potestatem altiorem ipsius 2 ; • sive 
brevius, requiritur, ut N neque ullum factorem primum imparem qui non est 
formae 2'” — j— 1 , implicet, neque etiam ullum factorem primum formae 2"‘-|- 1 
pluries. Huiusmodi valores ipsius N infra 300 reperiuntur hi 38: 

2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16. 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 
85, '96, 102, 120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257. 272. 
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Ad art. ‘IS. Solutio aequationis indeterminatae a,r =. hy + I non j)rimo 
ab ili. F, ulcro (ut. illic dicitur) sed iain n geometra . 1 7 n " saeculi Bachet- de Mcziriac, 
celebri Diophanti editore et commentatore , perfecta est, cui ili. I.a Grange hunc 
honorem vindicavit [Add. a l Algebre ifEuler p. 525. ubi simul methodi indoles 
indicata est). Bacliet inventum suum in editione secunda libri Prdbttmes plaisans 
et delectabtes qui se font par /es nombres. 1 (524, tradidit; in editione prima (a Lyon 
1612). cpinin solam mihi videre licuit, nondum exstat, verumtamen iam annun- 
tiatur. 

Ad artt. 151. 296. 297. 111. Iie Gendre demonstrationem suam denuo ex- 

posuit in opere praeclaro Essai <rune theorie des nombres p. 214 sqq., attamen ita, 
ut nihil essentiale mutatum sit: quamobrem haec methodus etiamnum omnibus 
obieetionibus in nrt. 297 prolatis obnoxia manet. Theorema quidem (cui una sup- 
positio innititur), in quavis progressione arithmetica l, / — f- 2 A: etc., nume- 

ros primos reperiri, si k et / divisorem communem non habeant, fusius in hoc 
opere consideratum est p. I 2 sqq. : sed rigori geometrico nondum satisfactum esse 
videtur. Attamen tunc quoque, quando hoc theorema plene demonstratum erit: 
suppositio altera supererit (dari numeros primos formae I n 3. quorum non-re- 
siduum quadraticuin sit numerus primus datus formae t n -f- 1 positive sumtus), 
quae an riyorose. demonstrari possit , nisi theorema fundamentale ipsum iam 
supponatur , nescio. Ceterum observare oportet, ili. Lc Gendre hanc posterio- 
rem suppositionem uon tacite assumsissc. sed ipsum quoque eam non dissimu- 
lavisse, p. 221. 
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ADDITAMENTA. 


Ad artt. 288 — 293. De eodem argumento, quod hic tamquam upplicatio 

speciali» theoriae formarum ternariarum exhibetur, et respectu rigoris et generali- 
tatis ita absolutum esse videtur, ut nihil amplius desiderari possit, ili. Ijc (iendre 
in parte III operis sui p. 321 — 400 disquisitionem multo ampliorem instituit*). 
Principiis et methodis usus est a nostris prorsus diversis : attamen hac via complu- 
ribus difficultatibus implicatus est, quae effecerunt, ut theoremata palmaria de- 
monstratione rigorosa Irttpiire non licuerit. Has difficultates ipse candide indica- 
♦ vit : sed ni fallimur hae quidem facilius forsan auferri poterunt, quam ea, quod in 
trime quoque disquisitione theorema modo memoratum (In quavis progressione 
arithmetica etc.) suppositum est, p. 37 1 annot. in line. 

Ad art. 300 VIII. In chiliade tertia determinantium negativorum reperti 
sunt 37 irregulares, inter quos 18 habent indicem irregularitatis 2, et 19 reli- 
qui indicem 3. 

Ad eundem X. Quaestionem hic- propositam plene solvere nuper successit, 
quam disquisitionem plures partes tum Arithmeticae sublimioris tum Analyseos 
mirifice illustrantem in continuatione huius operis trademus quam primum licebit. 
Eadem docuit, cocfficicntem m in art. 304, esse = 'fiz = 2,3458847616, desig- 
nante y eandem quantitatem ut in art. 302, et ~ ut ibidem semicircumferen- 
tiam circuli, cuius radius 1. 

•) Vel nobis noti rnonentibri» lectore* cavebunt, ne nostra* formas ternaria* cum eo, quod ili. Le Gendrc 
forme trina ir» dun numbre dixit, confundant. Scilicet per hanc expressionem indicavit dccompoaitionem nu- 
meri in tria quadrata. 
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Tabula HI. (art. 316). 
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Quaedam applicationes , 12. 

Sectio secunda. De congruentiis primi gradus p. 14. 
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Congruentiae lineares quae plures incognitas implicant , 37 . 

Theoremata varia, 38 . 

Sectio tebtia. Dc residuis potestatum p. 38. 

Residua terminorum progressionis geometricae ab unitate incipientis constituunt seriem periodicam, art. ir.. 
• Considerantur primo moduli qui sunt numeri primi. 

Ponendo modulum == p, multitudo terminorum in periodo metitur numerum p— i, art. 4«. 

Fermatii theorema, 50. 4 
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Algorithmus indicum, 68. 
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Moduli qui sunt potestates binarii , 9«. 
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Sectio ouarta. pe' congruentiis secundi gradus 


- p. 73. 


Kexidua et non-rcsidua quadralita, art. m. 
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Formae oppositae , 159, contiguae, l»»a. 

Divisore» communes eo. flicientiuw formarum , 151. 
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Solutio generalis omnium aequationum indeterminatarum secundi gradus duas incognitas implicantium 
per numeros integros , 216. 

Annotationes historicae , 222. 

Disquisitiones ulteriores de formis. * 

Distributio formarum determinantis dati in classes, art. 223; classium in ordines, 22 c. 

Ordinum partitio in genera, 22 *. 

De compositione formarum , 23*. 

Compositio ordinum , sis, generum, 216 , classium, 21 ». 

Pro determinante dato in singulis generibus eiusdem ordinis classes aeque multae continentur, 2&2. 
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HANnSCHRIFTLICHF. AltfZElCHXUNGEN VON GAIISS. 


Zu Art. 40. Accedente numero tertio C, sit X' maximus divisor communis numerorum X, C, determinentur- 
que numeri k , 7 ita ut sit h). + yC = X', unde erit kiA-\-kt>ll-\-yC = X'. Manifesto autem X ' 
est divisor communis numerorum A, B. C, et quidem maximus, si enim exstaret major — 0, foret 

+**■-£ +t- t = T intr ^ r - Q- S A - 

Factum est itaque quod propositum fuerat . dum statuimus ka — a, kK — b, f — c, X' = p. 


Zu Art. 114 . Concinnius demonstratio ita adornatur («*" — «")* = 2 4 - (a** -f 1 ) (<**" — 2 ), 

®")* = — 2 + («**+ -f* 2) adooque ^2 = i («** — «")» V ,r — 1 — i («** + «*) (mml. «w-f i) 


Zu den in Art. 2S« VI angegebenen 1 « positiven Determinanten von der Forra sn + s, fttr welohc die Anaahl 
der eigentlich priroitiven Cla&sen drei mal grOsser ist ais die der uneigentlich primitiven *37, . . 57 3’ 
ttind hiuzugcfugt : 677, 70t, 709, 757 , 781, 813, 829, 877, 885, 90i, 909, 925 , 933, 973, 997 ad - 
eoque inter 125 exstant 31. 

Zu den Worten des Art. 301 1 Hoc modo summa mult. gen. pro dett. — t usque ad — 100 invenitur = 234,4 
quum revera ait 233. — — a —1 usque ad — 3000, tabula 11166, formula 11167,9. 


Zu Art. 330. 1l'iirrn alie Zahlen der Form 2* m 4- 1 Primzahlen , so trtirde ein hinliinglich gendherter Aus- 
druck fttr die Menge der in Redo stehenden Zahlen (N) hiemer ais die gegebene Zahl M. folgmder 
- 

Zu dem LehrsaUc in Art. 42 Uber die Theiler einer algebraischen ganzen ralionaten Function mit ganxxahligen 
Coefficienten — — 1797 Jul. 22. 


Zu den Worten dea Art. 1 30 : Postquam rigo rose demonstravimus, quemvis numerum primum formae \n 4* 1. et 
positive at negative acceptum, alicuivis numeri primi ip«o minoris non-reaiduum esse , — — Hanc demon- 
strationem deteximus 1796 Apr. 8. 


Zu Art. 131. Theorema fundamentale /ter inductionem detectum 1795 Martin. 
Demonstratio prima, quae in hac sectione traditur, inventa 1796 Apr. 
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HANDSCQAIFTLICrrE AFF3IEICIINTJN0EN VQN GAUS8. 




Zu den Worten doe Art. 1)lt Investigationem (theor. fund.) adhuo generalius instituamus. Contemplemur 
duos numeros quoscunquo impages inter se primos, signis qtribtlscunquo affectos, P et Q, — — 
1796 Apr. 29. - * \ • 

* i , % 

Zu den WortofCde* Art. iis: 1’ract crea theoremata ad residua -4- 2 et —2 pertinentia tunc supponi debuissent ; 
quum verp nostra demonstratio absque his theorematibus sit perfecta, novam hinc methodum nanciscimur, * 
illa demonstrandi. 1797 Fehr. 4. y 

Zu der Ueberscfcrift der Sectio quinta: I)c formis aequationibusque indeterminatis secundi gradus. Inde 

** + Jun. 22. 1796. 

, !■ * ' , 

< » 

Zu d^n Worten des Art. 234 : . . ad aliud argumentum gravissimum transimus a nemine hucusque attactum, dc 

* formarum cora politione. Hae disuuiss. inchoatae autumno 1798 . 

X + 

\ 4 * k , * . • , 

Zu deu Worten des Art. 2S2: Ex hoc principio methodum novam haurire possumus, non modo theorema funda- 
mentale, sed edam reliqua theoremata Sect. pracc. ad residua — i f -|- 2 , — 2 pertinentia demon- 
strandi, — — Principia huius methodi primum se obtulerant 1796 Jul. 27 , at exculta et ad formam prae- 
nentem reducta fere a . 1800. ' , 


Zu den Worten des Art. 2«<5 : . . sed quoniam complures veritates ad has spectantes, eaeque pulcherrimae, ad- 
huc supersunt , quarum fons proprius in theoria formarum ternariarum secundi gradus e*t quaerendus, 

brevem ad hanc theoriam digressionem hic intercalamus, Febr. 1 4. 1799. 

* 

Zu den Worten dus Art. 272: scilicet ostendendo, primo, quo pacto quaevis forma ternaria ad formam sim- 
pliciorem reduci possit, dein, formarum simplicissimarum (ad quas per tales reductiones perveniatur), 
multitudinem pro quovis determinante dato esse finitam. 1800 Fehr. 13. 


Zu 


Zu 


den Worten dus Art. 2S7 111: Pronu» simili ratione probatur, in ordine improprie primitivo eos characte- 
res, qui per praecepta art. 2 C 1 II, 111 soli possibiles inveniuntur, omnes possibiles esse, sive sint P sive 
0. — Haecce theoremata , etc. — — Demonstratione primum munita sunt Mense Aprili 1798. 

* . • 

den Worten des Art. 302 : Multitudo classium mediocris autem (quae definitione opus non habebit) valde re- 
gulariter crescit , — — Idea prima initio a. 1799. • 


Zu den Worten dea Art. 30« X: Denique observamus, quum omnes proprietates in hoc art. et pracc. conside- 
ratae imprimis a numero n pendeant, qui simile quid est ac p — t in Sect. III, hunc numerum summa 
attentione dignum esse; quamobrem quam maxime optandum esset, ut inter ipsum atque determinantem, 
ud qtiem pertinet, nexus generalis detegatur. — — F,x roto nobis ac sic euctcsni ut itihi/ amplius de- 
miderqndum supersit For. 30 — Dee. 3. 1800. 

• • ' . * 

Zu Art. ^Circulum in 17 partes divisibilem esse geometrice, eU teximus 1796 Mari. 30. 
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SCHI.ISSBEMP.RKUNO ZUH XF.l T.N AUSGABE. 


Dieser ernte llnnd von G.uss Werkun i*t ein Wiederabdruck der irn John* 1*01 in Octar ersahiene- 

non »it*1>cn Sectionen der Di*<|uis. Arithm. Oie achte Section, auf die an mehren Stellen venriescn wlrd * 

und die Gauss wol anfnngs mit den uhrigeu tu •verfllfentlichon beabsichtigte, findet sich unter seinen llnnd- . 

schriften. I>a er dic Auaarbeitung derselben abor nicht in gleicher Weiw ahgeschlossen hat wio die der * r 

sieben ersten Sectionen, «o wird sie in dieser Au>gabe den arithinctifichcn Abhundlungcn den Xarhlasae* Ntch 
anschliossen. 

Tcxtilndcrungcn sind in den l)i<qu. Ar. nur an folgenden Stellen vorgenommeu s ' 

'i' « r’ , r i' / l 

- ‘ / •. , 

In Art. 1 2 5 «ind <Lie beiden Kinschaltungen (si>5) und (> 17; sed — uATs, — itAT*) eingefflgt worden. 

, .1 

In Alt. 120 . IJtmoHstr. ist ‘in aerie (I) a terminos esae per p divisihilea , b terminos per p* divisibiles, % 
r terminos per p* divisibiles etc.’ statt *in serie (I) a tehninos esae per p divisibiles neque vero per 
p *. b terminos per p 1 non autem per p * divisibile», c termino* q»er p* non autem per p* etc.’ gnetlt 
«.nlcn. 

'c. ■*, ; k ' 

In Art. 12*» III sind die nach *Si enim +6 vel — b =r (mod. p), erit bb=rr (mod. lp), adeoqu»* tur- 
minus j (a — &6) per p divisibilis.' in der Ausgabe von l so t noch folgenden Worte ‘multoque mngi*C 
lia ht, : nuMpvn; ‘i > »/ • . ’ 

* *. ,*> ;< ■ ■ • 

In Art. 12 * ist ttbcrall J^o + t «tatt ly^a und demnuch » «tatt l «1» diejenige Zahl . bis z \ | w» Iclu-r u 

j»dfi>fatln hicht beratifiFht , |enU worden. , >•. ",* f 

In V rt i t 'i 1 ikf«ii>4i> dni> Sfhliu» d«r lintimiiirbiinv Qhi>r «it*n Fnll ( it ‘Fwili* vi<rn nrrsnirit nr . l» 


In Art. i 3 ( i laupjte der sdtftia» der UnUrsuchung flber den Fnll (4) ‘Faeile vero' perspicitur, *.i ; \ ista ac- 
q natione deduci jiosse liuoc a’pJtA, 'zfc u hpjta', ^an'h Rp\ quae cum lia quit? in ( 2 ) inVg ni trio* con- 
veniunt. Id reliquis autem demonstratio exi eadem.’ Dicae* ist gcm&s* der Noti geandert, die Gatis» 
dem Art. ‘i der Abhandlung Thtnrtmuti» arithmrtirr iiefiu>nstratio nonri beigefilgt hat : ‘Haud ah* re 
erit, levem aliquem errorem, qui nescio qua negligentia in illius demonstrationis expositionem irrepsit, 
hic indicare atque Corrigor». J*ag. (l*i) inde a 1. (ll) ruliotiuiu sequentia' subi substituenda! Facile 

! ‘ . • » . ni * /_\* U - i f»* > Vlv j i />.. 
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8CIILU88BEMERKUNG. 


^ ^ ► 
*.fc 'j#' 


In Art.nt i#t zufolge eincr handschriftlichcu Bemerkung ‘in qua A nec maior qulm'VJ A C, nec minor 
quam iM\ statt *in qua A non R non >J-l t C non < A* geset/t vordrn. 


m* *■ 

t* 

*• 

ild 

• ' 


In ^\rt. it 4, Mot/uxlu* *<-tm pda. Ut 'Unam a non erit omnw formae quae hoc mado prodeunt, 

manifesto epint reductae. ’ gvueftft statt ‘St quae formae hoc modo prodeunt, in quibus q>^\1), 
trunt reiicianduc- , reliquae vero omnes manifesto erunt reductae.’ 


In Artvi y VI unthalt die frohera Avigmbp unt4*r den poaitivan Dcforminanten von drr Form ss+i. fdr 
tvelchc die Anzohl der Closaen in dor oigcntlich priraitiven Ordnung drcimul gr&sser Ut nU die in 
faer uneigentllch primitiven, uuch den Deterrrflnant 39", dem aber von betden Arte* gleiah viel Hos- 
m , sen zugehftrcn. 


, ' Mram K«T'' i tf ' H- >*.* #' • e, » 

ln»Art. 3oi Ut zufolge utner handschrifUioben Bemerkung die Anzohl der Claaaes fUr au *Weit< Tausend 

der negati vw Determinantcn zu 2ss 9» angegeben und riichf zu '2^003, vrie in der frflhern Ausgabc steht. 


i In Art a :io* *ind PQr die Cttaizificationen ll.it II. s; ( ly. 2 dio Mesigon der DeJfeftanten nach den im 
X nabla»» vorgefundenen Tofoln *u if, t*i f fio angegeben und nicht vie in der frilhererv Aungabe zu 

* II, I». * V ' . • ( ’ » 


#ln Art. 325 Ut ‘1J<> J s /+ 1 1 i*t± fi, .23 t ± 9, Hi» deletis superstites inveniuntur 

Ito, 127,'qulduo soli ijwi V valorem quadratum oondiliant gesetzl statt 


k W ' J ( . 23/4:9, T*t ± io. His deletis superstitet inveniuntur 119, 127, 137 , e quibus duo priores soli ipsi 

^ ^ . • T" valorcm quadratum < onciliant.' ^ ^ t ’ 


jr. 


. In Art. avi IV aind die Woru- 'quum pro pleriaqtie atii* ncquationihim culiici» , quarum radice* onmea rvn- 
• Ir» <unt, -limul anguli at ratium. wWctio fritari nequeat.' dic nuf: ‘e. y. pro 6 = J «)ln triwctio 

,. anguli', fnlgtanpifrld deren fiinfcktigkeH GitWs in arinem VUiudeacmplarc notirt Hat, mugoiuaaeu. 


‘.A “ 


Uie Notcn auf Scite fti. lca, 1 33, il l, J6J, le., Iit, «nd dem bandschrilllichen X«ciiluiM.e cntldint. 


* 


■ „ ,, 1HQ »u»iere Furni in bef dcr neuca Auagabe iur Kriciclucrtuig der Ueliorsicht oinigeu AJiapdeBiqgen 

'gegun den Uruck dicv» Wetkes im Jahre l «at unU'rworfeu, man glaubto «ich daiu um ao tpelir herimlitigt. 
j! uU|G*Cm auigeijrfpdienarAVeiae «uch ^in underen Punkten auf lUumerspamiM KBckiicht gcnoninpit'. Vide 

' ■ - LVatonl., .Ua ,1.. ') > .,«(au!lil »Sn»Aaalitnaa»ai ivanin aio/1 n)ii>«anni1i-*t Ki.MII«ITuCi>t /t lii.- I I» 1 . .1 i 1 s 1 1 1 r» II } ki ■ l i ilii* 


% 

^ ^ Fornu-l:.. di« tlrr LeUxtild eingesclilossen warep, aind abgesandert berausov» t/t. 1> - Im.ait' m-iUe i.. 

xnshmmangffitollf d«m Wer t kc voraugingen, aind auch den cinxclnen AhtheDungen und iiiobt nUr <bm Sectio- ( 

w A 1 J 1 J -I L — ... t ... - I - * ,1!» a II ■■ n ■■■ ■ a a^ai ,lnen,if ap . 1 , I ,lh»i Vp,f , , . « i.lai ipmrill aPM 


1 


■ 

.n 


A r ' v > ‘ ,, L. Jpon wie in der enten Ausgabt* bdHgefugt , die allgemeineren dflrunter stmf d&n^eijett aK Ol>ejr#chrift gegeben. 

jr t / • . ■ i , . wv + uJH 

• A “i «e r *L • v . t * a * . I» sH| 

L W ^ ‘-v •» ^ ■, ■ *9. r» • * * .'«t ifl 

■■&i n . • ,•.*•;• • jcs ,- v 
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